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A
Método das funções de Green em sistemas de muitos corpos.

As funções de Green na Mecânica Estat́ıstica é uma generalização

do conceito de funções de correlação. Elas permitem o cálculo dos valores

esperados dos observáveis de um sistema f́ısico. As funções de Green são de

grande utilidade quando for posśıvel formular e resolver as suas equações de

movimento, tarefa essa que em geral não pode ser resolvida em forma exata. Na

prática, os sistemas f́ısicos de interesse contitúıdos de part́ıculas interagentes

não têm solução exata, o que nos restringe a resolver os problemas de maneira

aproximada. Isso pode à primeira vista nos causar uma certa frustação, mas o

fato é que podemos fazer aproximações de modo a simplicar o problema e ainda

descrever razoavelmente bem alguns sistemas. Nesse caṕıtulo vamos introduzir

as funções de Green e o método das equações de movimento[79, 80, 76].

Podemos considerar em e Mecânica Estat́ıstica diferentes tipos de funções

de Green. Aqui introuziremos três tipos, a função de Green causal, a retardada

e a avançada. Elas são definidas respectivamente como:

Gc(t, t
′) = 〈〈A(t); B(t′)〉〉c = −i〈TA(t)B(t′)〉, (A.1)

Gr(t, t
′) = 〈〈A(t); B(t′)〉〉r = −iθ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉, (A.2)

Ga(t, t
′) = 〈〈A(t); B(t′)〉〉a = iθ(t′ − t)〈[A(t), B(t′)]η〉, (A.3)

onde T é o operador de ordenação temporal.

A.1
Equação de movimento para as funções de Green

Na maior parte dessa tese utilizaremos a função de Green retardada,

portanto vamos desenvolver suas equações de movimento. A fim de simplificar

a notação vamos omitir o sub́ındice r na função retarada. Sempre que nos

referirmos a outro tipo de função de Green vamos indica-la com seu respectivo
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sub́ındice. Derivando ambos os membros da Eq. (A.3) temos

d

dt
G(t, t′) =

d

dt
〈〈A(t); B(t′)〉〉 = −i

d

dt
θ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉

+〈〈 d

dt
A(t); B(t′)〉〉, (A.4)

onde utilizamos a equação de movimento do operador A,

dA

dt
= −i[A,H]−. (A.5)

observando que a função θ(t) pode ser definida como

θ(t) =

∫ t

−∞
δ(t)dt (A.6)

temos

d

dt
θ(t) = δ(t) (A.7)

Assim podemos escrever,

d

dt
〈〈A(t); B(t′)〉〉 = −iδ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉

−iθ(t− t′)〈[−i[A(t), H]−; B(t′)]〉
(A.8)

portanto,

i
d

dt
〈〈A(t); B(t′)〉〉 = δ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉+ 〈〈[A(t), H]−; B(t′)]〉〉. (A.9)

Essa é a equação de movimento para a função de Green dependente do tempo.

Como as funções de Green dependem, apenas de t − t′ podemos tomar a

transformada de Fourier em ambos os membros da Eq. A.9, fazendo t′ = 0

F
{
i
d

dt
〈〈A(t); B(0)〉〉} = F

{
δ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉

}

+F
{〈〈[A(t), H]−; B(t′)]〉〉}, (A.10)

obtendo

ω〈〈A; B〉〉ω = 〈[A,B]η〉+ 〈〈[A, H]−; B]〉〉ω, (A.11)
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onde definimos a transformada de Fourier como

F
{
f(x)

}
=

∫ ∞

−∞
f(k)e−ikxdk. (A.12)

A expressão (A.11) é equação de movimento para as funções de Green no

espaços das energias é a expressão fundamental para nossos cálculos. O

sub́ındice ω indica que as funções de Green estão no espaço das energias.

Na expressão (A.11) a energia ω deve ser entendida com uma continuação

anaĺıtica no espaço complexo. Para efeitos de cumprir com as definições (A.2)

e (A.3) ω → ω + iη para as funções de Green retardadas e ω → ω− iη para as

retardadas, sendo η um infinitesimal. Isso permite a convergência das integrais

de Fourier acima.

O segundo termo da equação de movimento (Eq. A.11) gera uma serie

de novas funções de Green, para as quais precisamos calcular iterativamente

as equações de movimento, o que gera um hierarquia de funções de Green.

A dificuldade em manusear as equações de movimento é que as funções de

Green assim geradas são cada vez mais complicadas, quando o Hamiltoniano

do sistema possui termos de muitos corpos. Nesse caso precisamos fazer certas

aproximações a fim de truncar a hierarquia, obtendo um sistema fechado de

equações. Na maior parte dos cálculos desta tese vamos utilizar as equações de

movimento para determinar as funções de Green de interesse. As aproximações

a serem feitas serão discutidas com cuidado, à media em que forem sendo feitas.

A.2
Valores esperados

Uma vez determinadas uma expressão para a função de Green desejada,

podemos calcular diversas quantidades f́ısicas de interesse. Elas, em geral

envolvem valores esperados de produtos de operadores, por exemplo, a carga

eletrônica 〈c†c〉, o número médio de bósons 〈b†b〉, etc. Tais valores podem, em

geral, ser calculados a partir das funções de Green. Sendo A e B dois operadores

quaisquer podemos calcular o valor esperado do produto AB por

〈AB〉 =

∫ ∞

−∞
J(ω)f(ω)dω, (A.13)

onde

J(ω) =
i

2π
[G(w + iη)−G(w − iη)] (A.14)

é chamada de densidade espectral, G(w) = 〈〈A; B〉〉ω com η sendo um

infinitesimal e f(ω) é a função de distribuição fermiônica ou bosônica.
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Dependendo da natureza dos operadores A e B ela é dada por,

f(ω) =
1

eβ(ω−µ) ∓ 1
, (A.15)

onde β = 1/(kBT ), sendo T a temperatura, kB a constante de Boltzmman e µ

o potencial qúımico. O sinal + (-) corresponde a férmion (boson).

A.3
A part́ıcula livre

A t́ıtulo de exemplo vamos aplicar as técnicas da equação de movimento

para encontrar a função de Green de uma part́ıcula livre. Como sabemos,

devido à simetria de translação espacial, para a part́ıcula livre o momento linear
~k é um bom número quântico, . Em segunda quantização podemos escrever o

Hamiltoniano para um tal sistema como

H =
∑

k

εkc
†
kck, (A.16)

onde o operador c†k(ck) cria(aniquila) um férmion com momento k e energia

εk. De acordo com a Eq. (A.11) podemos escrever

Gkk′ ≡ 〈〈ck; c
†
k′〉〉ω =

δk′k

ω − εk + iη
. (A.17)

A função delta no numerador garante que a função de Green é não nula somente

se k′ = k, o que impõe a conservação do momento linear. Com a expressão

acima podemos determinar valor esperado nk ≡ 〈c†kck〉. Pela Eq.( A.13) temos

nk =

∫ ∞

−∞
ρ(ω)f(ω)dω, (A.18)

onde

ρ(ω) =
i

2π

[
1

ω − εk + iη
− 1

ω − εk − iη

]

=
1

π

η

(ω − εk)2 + η2

=
−1

π
Im{Gkk(ω)}

= δ(ω − εk). (A.19)
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A última linha da equação acima segue do fato que podemos escrever a função

delta de Dirac como

δ(x− x0) =
1

π
lim
ε→0

ε

(x− x0)2 + ε2
. (A.20)

Voltando à Eq. (A.18) podemos escrever

nk =
1

e
1

kBT
(εk−εF )

+ 1
(A.21)

onde εF é o ńıvel de Fermi, expressão idêntica à (A.15) como corresponde.
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B
Acoplamento antiferromagnético no modelo de Anderson
interagente: Transformação de Schriefer-Wolff

Neste apêndice vamos mostrar de maneira breve como surge a correlação

antiferromagnética entre spins localizados e spin de condução no Hamiltoniano

de Anderson interagente, Eq. (2.29). Apresentaremos com mais detatlhes os

cálculos desenvolvido por Hewson na Ref. [12].

Suponhamos que o sistema se encontra numa situação em que seu estado

fundamental constitui de um único elétron na impureza. Vamos derivar um

Hamiltoniano efetivo que leva em conta os processos virtuais envolvendo os

estados excitados. Esses estados excitados necessariamente envolverão estados

de zero e dois elétrons na impureza. Vamos decompor a função de onda do

sistema em funções de ondas correspondentes a essas ocupações,

Ψ =




Ψ0

Ψ1

Ψ2


 , (B.1)

Onde, Ψn correspodem à componente da função de onda total projetada no

espaço de Hilbert correspondente a n elétrons na impureza. Pode-se projetar

também o Hamiltonian sobre esse espeço. O Hamiltoniano projetado pode ser

escrito por:

H =




H00 H01 H02

H10 H11 H12

H20 H21 H22


 , (B.2)

onde

Hmn = PmHPn. (B.3)

Aqui, Pn é o operador de projeção sobre o respectivo espaço de Hilbert

contendo n elétrons na impureza e H é o Hamiltoniano de Anderson dado
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interagente: Transformação de Schriefer-Wolff 125

pela Eq. (2.29). Explicitamente esses operadores podem ser escritos como:

P0 = (1− nd↑)(1− nd↓) (B.4a)

P1 = nd↑ + nd↓ − 2nd↑nd↓ (B.4b)

P2 = nd↑nd↓. (B.4c)

A Equação de Shr̈odinger, HΨ = EΨ, se escreve então:




H00 H01 0

H10 H11 H12

0 H21 H22







Ψ0

Ψ1

Ψ2


 = E




Ψ0

Ψ1

Ψ2


 (B.5)

Onde já tomamos o fato de que o Hamiltoniano não conecta subspaços

contendo diferença de mais de um eletrons, (H02 = H20 = 0), além disso

como o Hamiltoniano deve ser hermitiano temos necessariamente H10 = H†
01 e

H21 = H†
12. Usando a Eq.B.5 podemos escrever

H00Ψ0 + H01Ψ1 = EΨ0, (B.6a)

H10Ψ0 + H11Ψ1 + H12Ψ2 = EΨ0, (B.6b)

H21Ψ1 + H22Ψ2 = EΨ2. (B.6c)

Resolvendo o sistema acima para Ψ1 temos:

[
H10 (E −H00)

−1 H01 + H11 + H12 (E −H22)
−1 H21

]
Ψ1 = EΨ1. (B.7)

Até agora nenhuma aproximação foi feita, e obtemos um Hamiltoniano efetivo

que atua apenas no subspaço de Ψ1. Da equação acima o identificamos por

H̃11 = H10 (E −H00)
−1 H01 + H11 + H12 (E −H22)

−1 H21. (B.8)

Note que é necessário determinar explicitamente H10, H00, H01, H11, H12, H22

e H21. De acordo com a Eq. (B.3) e pelas Eqs. (B.4a-B.4c) e (2.29), depois de
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Apêndice B. Acoplamento antiferromagnético no modelo de Anderson
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alguma algebra de operadores um pouco tediosa podemos escrever:

H00 =
∑

kσ

εkc
†
kσckσ = H0, (B.9a)

H11 =
∑

σ

εdc
†
dσcdσ (B.9b)

H10 =
∑

kσ

Vkc
†
dσckσ(1− ndσ̄) (B.9c)

H01 =
∑

kσ

V ∗
k c†kσcdσ(1− ndσ̄) (B.9d)

H22 = (2εd + U + H0) nd↑nd↓ (B.9e)

H21 =
∑

kσ

Vkc
†
dσckσndσ̄ (B.9f)

H12 =
∑

kσ

V ∗
k c†kσcdσndσ̄. (B.9g)

Podemos calcular então, por exemplo o último termo da Eq. (B.7). Antes de

utilizar a expressão acima, vamos expandir esse termo em sériee de Taylor,

H12 (E −H22)
−1 H21 = H12

1

E

[
1 +

H22

E
+

(
H22

E

)2

+ . . .

]
H21, (B.10)

Agora, substituindo a Eq. (B.9g) e (B.9f) podemos escrever:

H12 (E −H22)
−1 H21 =

∑
kk′
σσ′

V ∗c†kσcdσndσ̄
1

E

[
1 +

H22

E
+

(
H22

E

)2

+ . . .

]

×Vk′c
†
dσ′ck′σ′ndσ̄′ . (B.11)

Observando que

c†kσcdσndσ̄H22 = c†kσcdσndσ̄ (2εd + U + H0) nd↑nd↓

= (2εd + U − εk + H0) c†kσcdσndσ̄nd↑nd↓

= (2εd + U − εk + H0) c†kσcdσndσ̄. (B.12)

com isso podemos escrever a (B.11) como

H12 (E −H22)
−1 H21 =

∑
kk′
σσ′

V ∗
k Vk′

1

E

[
1 +

2εd + U − εk + H0

E

+
(2εd + U − εk + H0)

2

E2
+ . . .

]

×c†kσcdσndσ̄c
†
dσ′ckσ′ndσ̄′ . (B.13)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0312440/CA
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Podemos agora reorganizando a expansão entre colchetes acima, para tanto

escrevamos:

1

E

[
1 +

2εd + U − εk + H0

E
+

(2εd + U − εk + H0)
2

E2
+ . . .

]
=

[E − 2εd + U − εk + H0]
−1 =

−1

εd − U − εk

[
1− E − εd −H0

εd − U − εk

]
. (B.14)

Substituindo esta última na (B.13) e rearranjando os operadores podemos

escrever

H12 (E −H22)
−1 H21 =

∑
kk′
σσ′

−V ∗
k Vk′

εd − U − εk

[
1− E − εd −H0

εd − U − εk

]−1

c†kσck′σ′cdσc
†
dσ′ndσ̄′ .

(B.15)

Note que até agora nenhuma aproximação foi feita. Vamos agora desprezar

o segundo termo entre colchetes da expressão acima. Isso sgnifica que os

efeitos dos processos vituais do subspaço n = 2 sobre o subspaço n = 1

está sendo tomado em ordem zero no segundo termo entre colchetes. A fim

de verificar o acoplamento antiferromagnético na expressão acima vamos fazer

explicitamente a soma em σ e σ′ na Eq. B.15. Tomando σ =↓ e σ′ =↑.

H12 (E −H22)
−1 H21 =

∑

kk′

−V ∗
k Vk′

εd + U − εk

[
c†k↓ck′↑cd↓c

†
d↑ + c†k↑ck′↓cd↑c

†
d↓

+c†k↑ck′↑cd↑c
†
d↑nd↓ + c†k↓ck′↓cd↓c

†
d↓nd↑

]
. (B.16)

No subspaço nd = 1 podemos escrever S+ = c†d↑cd↓, S− = c†d↓cd↑, nd↑+nd↓ = 1,

Sz = 1
2
(nd↑ − nd↓) e nd↑nd↓ = 0. Com isso obtemos

H12 (E −H22)
−1 H21 =

∑

kk′

V ∗
k Vk′

εd + U − εk

.
[
S+c†k↓ck′↑ + S−c†k↑ck′↓

+2Sz

(
c†k↑ck′↑ − c†k↓ck′↓

)
−

∑
σ

c†kσck′σndσ

]
,(B.17)

onde definimos Observe que os dois primeiros termos entre perênteses da

expressão acima envolve “spin flip”, que é a essencia do efeito Kondo. Esses

dois termos com terceiro corresponde ao modelo s-d proposto primeiramente

por Zener em 1951, (Ref. [98]). O último termo por sua vez é um potencial

espalhador não magnético. Procedendo de maneira semelhante para o primeiro

termo da Eq. (B.7) e juntamente com essa última expressão obteremos um
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Hamiltoniano efetivo com um acoplamento efetivo

Jkk′ = V ∗
k Vk′

[
1

εd + U − εk

+
1

εk − εd

]
. (B.18)

mais um termo de potencial espalhador, (veja seção 1.6 e 1.7 da Ref. [12]).

Essas aproximações são validas quando o elétron localizado não tem energia

suficiente para sair da impureza, isto é | εF − εd |À| εk |. O regime Kondo

é atingido quando εd < εF e εd + U > εF , veja figura 1.7. Nessas condições

Jkk′ > 0, o que favorece um acoplamento antiferromagnético. Schriefer e Wolff

Ref. [69] foram os primeiros a derivar o Hamiltoniano de Kondo a partir do

Hamiltoniano de Anderson interagente, onde utilizaram uma transformação

canônica.
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C
Funções de Green para uma cadeia linear semi-infinita

Para deduzir uma expressão para uma cadeia linear infinita no modelo

tight-binding vamos usar as idéias do grupo de renormalização. Nesse modelo

o Hailotoniano do sistema pode ser escrito como

HTB =
∞∑
i=1

tc†ici+1, (C.1)

onde, por conveniência consideramo a energia diagonal como sendo zero. Esse

sistema pode ser representado como na figura C.1. A figura C.2 representa de

renormalização. Para determinar a função de Green do śıtio da extremidade

śıtio 1 da figura C.1 vamos representar a cadeia por um único śıtio 1 efetivo,

vestido com o restante da cadeia, como mostra a Fig. C.2a. Denotemos a função

Figura C.1: Representação de uma cadeia linear semi-infinita no modelo tight-
binding.

Figura C.2: Diagrama de renormalização da cadeia linear semi-infinita.
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de Green despida de cada śıtio da cadeia por

g0(ω) =
1

ω
(C.2)

e do śıtio renormalizado por g̃(ω), esse último a ser determinado. Da Fig. C.2b,

usando as equações de movimento, podemos escrever (omitindo por instantes

a dependência em ω por simplicidade de notação):

G00 = g0 + g̃tG10 (C.3)

e

G10 = g0tG00. (C.4)

Resolvendo essas duas útlimas para G00 temos:

G00 =
g0

1− g̃t2g0

. (C.5)

Pela figura C.2c podemos escrever G00 = g̃ ou

g̃ =
g0

1− g̃t2g0

⇒ −t2g0g̃
2 + g̃ − g0 = 0. (C.6)

A solução para a equação do segundo grau acima é:

g̃ =
−1±

√
1− 4g2

0t
2

−2g0t2
. (C.7)

substituindo a Eq. C.2 obtemos finalmente

g̃(ω) =
ω −√ω2 − 4t2

2t2
. (C.8)

O sinal da Eq C.7 foi escolhido a fim de garantir que g̃ ∼ 1/ω quando

ω → ∞. A parte imaginária de g̃ só é não nula para |ω| < 2t e tem a forma

de uma semicircunferência de raio 2t. A densidade de estados é dada por

ρ̃(ω) = −1/πImg̃(ω) = 1
2πt2

√
ω2 − 4t2θ(2t−ω)θ(2t + ω). Note que a densidade

de estados já está normalizada,

∫ ∞

−∞
ρ(ω)dω =

1

2πt2

∫ 2t

−2t

√
ω2 − 4t2dω =

1

2πt2
[
1

2
π(2t)2] = 1. (C.9)
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D
Funções de Green de um ponto quântico com dois ńıveis
interagentes

Nesse apêndice vamos deduzir uma expressão exata para a função de

Green local de um ponto quântico com dois ńıveis interagentes. O sistema a

ser considerado pode ser descrito pelo Hamiltoniano,

H =
∑
i=α,β

σ

εic
†
iσciσ +

1

2

∑
iσ

Uiniσniσ̄ + U ′ ∑

σσ′
nασnβσ′ (D.1)

Vamos utilizar as funções de Green definidas como[99],

Giσ
xyz(ω) = 〈〈nx

jσn
y
jσ̄n

z
iσ̄ciσ; c†iσ〉〉ω. (D.2)

Na expressão acima, os indices i e j deve ser tais que se i = α então j = β e vice-

versa e x, y e z assumem valores 1 ou 2, de sendo n
(1)
iσ = niσ e n

(2)
iσ = 1−niσ. Na

ausência da interação EF e dos acoplamentos com os reservatórios essa função

de Green tem forma exata,

Giσ
xyz(ω) =

〈nx
jσn

y
jσ̄n

z
iσ̄〉

ω − Exyz
i

, (i 6= j) (D.3)

onde[99]

Exyz
i = εi + (2− x)Ui + (4− y − z)U ′. (D.4)

A função de Green local é obtida por,

Giσ(ω) =
∑
x,y,z

Giσ
xyz(ω) =

∑
x,y,z

〈nx
iσn

y
jσn

z
jσ̄〉

ω − Exyz
i

. (D.5)

A fim de considerar o caso estudado no caṕıtulo 5 vamos supor inicialmente

que Ui = U ′ = ∞. Assim,

Giσ(ω) =
Piσ

ω − εi

, (D.6)
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onde

Piσ = 〈(1− niσ̄)(1− njσ)(1− njσ̄)〉
= 1− 〈njσ̄〉 − 〈njσ〉 − 〈njσnjσ̄〉 − 〈niσ̄〉+ 〈niσ̄njσ̄〉+ 〈niσ̄njσ〉

+〈niσ̄njσnjσ̄〉 (D.7)

Em prinćıpio, todas as combinações que possuem mais de um elétron no PQ

deve se anular, no entanto vamos preservar as combinações em que contenham

2 elétrons no PQ, sendo que eles residam em ńıveis diferentes e possuam

mesmas projeções de spin. Assim, dessas combinações apenas o sexto termo

da expressão acima deve ser preservado, obtendo portanto,

Piσ = 1− 〈njσ̄〉 − 〈njσ〉 − 〈niσ̄〉+ 〈niσ̄njσ̄〉. (D.8)

Note que a correlação 〈niσ̄njσnjσ̄niσ〉 pode ser calculado como,

〈n(x)
iσ̄ n

(y)
jσ n

(z)
jσ̄ niσ〉 =

−1

π

∫
ImGiσ

xyz(ω)f(ω)dω, (D.9)

onde f(ω) é a distribuição de Fermi. É fácil notar que

〈njσniσ〉 =
−1

π

∫
Im

∑
x,z

Giσ
x1z(ω)f(ω)dω. (D.10)

Efetuando a soma acima e negligenciando os termos que correspondam a uma

interação infinita obtemos,

〈njσniσ〉 =
−1

π

∫
Im
〈njσ〉
ω − εi

f(ω)dω. (D.11)
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