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SERIES, TEMPORAIS APLICADAS AO PLANEJAMENTO
ENERGETICO DA OPERACAO DO SIN

4.1
INTRODUCAO

Grande parte dos fendmenos que ocorrem na natureza possui comportamento
aleatério, de modo que € quase impossivel afirmar como a natureza vai se comportar no
futuro. Entretanto, podem-se obter previsdes razodveis sobre a ocorréncia destes fendmenos
com o auxilio de ferramentas estatisticas que ajudam a prever comportamentos estocdsticos,
como o comportamento da vazao natural de um rio.

Modelos estocdsticos, também chamados processos estocdsticos, sdo modelos
matematicos capazes de descreverem sistemas que ao longo do tempo s@o delineados por leis
probabilisticas. Estes modelos, em geral modelam observagdes continuas medidas em pontos
discretos do tempo, por exemplo, séries de dados de negdcios, de economia, de engenharia e
de ciéncias naturais que ocorrem sob a forma de séries temporais.

Os processos estocdsticos descrevem medidas disponiveis ao longo do tempo, sob a
forma de séries temporais e muitas vezes, os dados descritos apresentam uma dependéncia
entre si. O corpo de técnicas disponiveis para a andlise de séries de observacdes dependentes
¢ chamado de Andlise de Séries Temporais.

A Andlise de Séries Temporais € uma ferramenta que possibilita o entendimento do
comportamento de fendmenos naturais. E a partir deste entendimento que cientistas,
engenheiros e pesquisadores adquirem embasamento para modelar estes fendOmenos e entdo
obter os modelos que representam com veracidade a ocorréncia destes na natureza.

A obtencdo destes modelos € importante por que:

Eles podem fornecer informacdes sobre a natureza do sistema que gerou a série
temporal;

A partir deles, podem ser obtidas previsdes 6timas de valores futuros da série;
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Ajudam a entender a relacdo dindmica entre varidveis correlacionadas, e com isso
entender como a acdo de uma varidvel influencia sobre a outra, por exemplo: temperatura,
chuva e vazio afluente.

Podem ser utilizados para obter politicas de controle 6timo, mostrando como uma
varidvel controlada do processo pode ser manipulada para minimizar distirbios em alguma

varidvel dependente.

4.2
SERIES TEMPORAIS

Uma série temporal é um conjunto de dados observados e coletados
cronologicamente. Na andlise de séries temporais a ordem de ocorréncia dos fatos € crucial.
Existem séries temporais continuas que sdo provenientes de dados coletados em todo instante
de tempo ou séries temporais discretas que provém de dados discretos. As séries temporais,
em sua maioria sdo espacadas em intervalos constantes de tempo, sejam eles horério, didrio,
semanal, mensal, anual, etc.

Séries temporais de dados naturais sdo geralmente discretas, e igualmente espacadas
no tempo. Este tipo de série € o mais utilizado e simplifica muito a matemética que suporta os
modelos. Além disso, séries continuas no tempo podem ser discretizadas em intervalos
iguais, como a de temperatura por exemplo. Os dados continuos podem dar origem a dados
hordrios, calculados pela média hordria dos dados continuos observados.

Existem séries que podem ser perfeitamente modeladas por uma fungédo polinomial, e
com isso a observacgdo futura pode ser prevista com exatiddo. Este tipo de série segue uma
Sfungdo deterministica. Quando nao se pode prever com exatiddo as observagdes futuras e elas
podem ser descritas somente em termos de distribui¢ao de probabilidade, esta série segue um

modelo ndo deterministico o que geralmente € um modelo estatistico ou estocastico.

4.3
PROCESSOS ESTOCASTICOS
Em se tratando de fendmenos naturais é impossivel de se prever deterministicamente

0 que vai ocorrer no futuro. Meteorologistas nunca afirmam o quanto de chuva vai cair no dia

seguinte, eles dizem somente que had probabilidade de chuva. Uma vez ocorrida a chuva,
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entdo a quantidade de chuva é conhecida exatamente. Ndo obstante, isso continuard
acontecendo para as chuvas futuras e a seqiiéncia de toda a precipitacdo histdrica gravada é
somente uma realizacio do ocorrido. Precipitacdo € um exemplo de um fend6meno estatistico
que envolve o tempo e leis probabilisticas. A expressdo matemdtica que descreve a estrutura
de probabilidades que foi observada na série temporal é chamada de Processo Estocdstico. A
seqiiéncia de dados histéricos coletados é uma realizacdo do processo estocdstico que a
produziu.

Um processo estocdstico muito importante para o planejamento e operagdao do SIN é
o processo que modela as vazdes afluentes aos reservatdrios do Sistema Interligado Nacional.
O ONS possui o histérico das afluéncias conhecidas e consolidadas no periodo de 1931 a
2006. Esta seqiiéncia de dados distribuida no tempo € uma série temporal, que representa a
série histérica de vazdes. A série temporal pode ser modelada por um processo estocastico,
que nada mais € do que o conjunto de todas as possiveis séries temporais que podem ser
observadas.

A série histérica € a tnica realizacdo do processo estocdstico que estd disponivel na
pratica. Portanto, o processo estocastico pode assumir valores aleatdrios para cada instante do
tempo, o que o transforma em uma varidvel aleatdria. O valor observado em um instante t
qualquer da série histérica, nada mais é do que o valor "amostrado" da distribuicdo de
probabilidades associada a varidvel aleatdria do processo estocdstico no instante t.

Um processo estocdstico € totalmente descrito pelo conjunto de todas as séries
temporais que o compde ou pela distribui¢do de probabilidades conjunta de todas as varidveis
aleatorias envolvidas. Entretanto, ndo é possivel determinar todas as possiveis séries de
afluéncia que o compdem nem as distribuicdes de probabilidades. Com o objetivo  de
contornar este problema, ajusta-se um modelo pelo qual acredita-se que a série histérica
tenha sido produzida e a partir dele sdo geradas as séries sintéticas que representam as séries

temporais que podem ser "amostradas" pelo processo fisico que se estd observando.

4.4
ESTACIONARIEDADE

Processos estocdsticos podem ser classificados como estaciondrios ou periédicos.
Estacionariedade de um processo estocdstico pode ser interpretada como uma forma de
equilibrio estatistico. Se ao longo do tempo suas propriedades estocdsticas que sdo a média, o

desvio padrao, covariancia ndo sofrerem modificagdes, ele € dito estaciondrio. Ou, de uma
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forma mais abrangente, significa que a distribuicdo de probabilidades em um instante ¢
qualquer € vdlida para qualquer outro instante. A ndo estacionariedade de um processo
estocdstico pode ser causada pela intervengdo direta do homem, ou da natureza, no processo
fisico, ou ainda pela presencga de ciclos sazonais (caracteristicas que se repetem dentro de um
ano).

Em certas situacdes, as caracteristicas estatisticas do processo podem variar em
funcdo do tempo. Um exemplo disso é o processo de afluéncias. Quando analisado
anualmente é considerado estaciondrio, pois possui média tnica para todo o periodo e quando
analisado numa escala mensal o processo de afluéncias € considerado nao estaciondrio, ja que
possui uma média para cada més.

A modelagem de séries temporais ndo estaciondrias pode ser feita aplicando-se um
procedimento de retirar a ndo estacionariedade da série. Isso pode ser feito subtraindo-se a

média e dividindo-se pelo desvio-padrdo para retirar a sazonalidade. E em seguida,

aplicando-se uma transformacao para tornar a série homocedadstica.

4.5
PROCESSO ESTOCASTICO RUIDO BRANCO

O processo estocdstico ruido branco € o processo cujas varidveis aleatdrias
componentes sao independentes e identicamente distribuidas — “i.i.d.”.

A Figura 4.1 ilustra a autocorrelacao deste processo que é dada por:

k=0

Pe= 0k 21
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=
a 1 2 3 4 k
Figura 4.1: Autocorrelagéo do Ruido Branco
4.6
PROPRIEDADES ESTATISTICAS
Seja [z, Zy, ... , zny] uma série temporal de N valores que foram observados em

intervalos iguais de tempo. As propriedades estatisticas a seguir serdo definidas para esta
série.

4.6.1

MEDIA E VARIANCIA

A média tedrica do processo, U = E[Zt], pode ser estimada a partir da amostra

realizada pela seguinte equagao:
- 1 &
Z=—X)17Z G.1)
K

A dispersdo de dados do processo espalhados em torno da média é medida pela
variancia tedrica. Esta varidncia pode ser estimada a partir da série dada pela seguinte

equacao:

6,=—>.(Z,-2) (5.2)
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4.6.2
AUTOCOVARIANCIA E AUTOCORRELACAO

A covaridncia entre Z, e o valor Z,,, , separados por k intervalos de tempo é chamada

de autocovaridncia de lag k e € definida pela equacdo:

Vi = COV[Zt’Zt+k ] = E[(Zt - :u)(ZHk - ,U)] (5.3)

A autocovariancia lag um mede o grau de dependéncia linear entre observacdes
contiguas de um processo estocdstico. Neste caso a autocovariancia lag um indica a
dependéncia linear entre a observacdo do dado de uma semana com a observacgdo do dado de

uma semana imediatamente anterior (se o intervalo de tempo for semanal).
A . 2 . PR 2 .
Supondo-se que a estrutura de dependéncia temporal € estaciondria, 0, = ¥, ou seja,

€ a mesma para o tempo f e para o tempo t+k, entdo, a autocorrelacdo lag k é dada por:

p. =1 (5.4)

I

4.6.3
PROCESSOS ERGOTICOS

Um processo estocdstico € dito ergdtico, se com apenas uma realizacio do processo é
possivel caracteriza-lo.

Esta propriedade € importante, pois se deseja caracterizar o processo gerador de uma
dada série temporal a partir de uma tnica realizacdo desta, o que nos leva a pensar que a

propria série temporal € a realizacdo de um processo estocdstico ergético.

4.7
MODELOS LINEARES ESTACIONARIOS

Nos tépicos seguintes, serdo estudados trés tipos de modelos lineares estaciondrios:
os modelos Auto-regressivos — AR (p), Médias Mdveis — MA (q) e Auto-regressivo — Médias
Moéveis — ARMA (p,q).
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4.71
MODELOS AUTO-REGRESSIVOS AR (p)

Modelos Auto-Regressivos descrevem como uma observacdo depende diretamente
de uma ou mais observacdes feitas em periodos anteriores e do termo de ruido branco. Eles
estimam a varidvel dependente a partir de valores assumidos por ela em tempos anteriores, 0
que significa dizer que a prépria varidvel é capaz de explicar a sua ocorréncia partindo dos
dados registrados na série temporal.

Este tipo de modelo € utilizado em vdrios campos da ciéncia, economia e até no

turismo.
Quando uma observagio, Z medida num instante de tempo t depende de valores da
série temporal medidos no instante -/ com o ruido branco «,, este processo é chamado de

Auto-Regressivo de ordem I ou AR (1). O Processo AR (1) é comumente conhecido como

Processo de Markov e pode ser escrito sob a forma da seguinte equacao:

Zt_:u:¢1(zt—1_lu)+at (5.5)
Onde,
H ¢ a média do processo
f € o0 parametro auto-regressivo
a, ¢ o ruido branco que € independente e identicamente distribuido (0, 0'5 )

A seqiiéncia da varidvel a, € a parte randomica da série, € o ruido, ou o distirbio
adicionado a série. A premissa mais importante para o ruido branco € que ele € i.i.d. o que
infere que os a, ’s sdo descorrelatados e devem satisfazer a equagéo:

02,k=0

E =
[azaz—k] O,k + O

(5.6)

A equagdo (5.5) pode ser escrita de outra maneira, utilizando-se o operador de atraso

“B” (Backward Shift Operator):
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BZ =7,

e onde, k € um inteiro positivo.
k —

B Z r Z t—k

Partindo-se da equacdo (5.5) e do operador B, calcula-se o valor do ruido a, :
Zz —H= ¢1(BZz _lu)+az

Ou

a, = Zt —/,l—¢1(BZt —/,l)

a, =(1=-¢B)Z, — p)

Onde,

By = u , desde que a média seja constante para todos os periodos.
a, =¢(B)Z, — ) (5.7
Onde @(B) =1—¢,B ¢ o operador AR de ordem 1.

Partindo-se do caso particular de um AR (1), pode-se chegar ao caso genérico para

um modelo AR de ordem p AR (p).
Zt _:u:¢1(zt—1 _lu)+¢2(zt—2 _lu)+"'+¢p(zt—p _lu)+at (5.8)

De acordo com o caso particular do AR (1), a expressdo acima pode ser escrita da

seguinte forma:

a,=(1-@B-¢,B* —...—9,B")(Z, - 1)

Ou
a, =9(B)Z, — p) (5.9)
Onde ¢(B)=1-¢B—¢,B> —...— ¢,B” ¢ o operador AR de ordem p.

Condicao de Estacionariedade para o AR (p)
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A equacio @(B) =0 é chamada de Equacéo Caracteristica do processo. E condi¢io

suficiente e necessdria para que o processo seja estaciondrio que as raizes desta equacdo
estejam fora do circulo unitdrio. O circulo unitdrio € medido em radianos , centrado na
origem do plano complexo, onde o eixo do x representa o eixo dos nimeros reais, € o do y
representa o eixo dos ndmeros imagindrios.

A condicdo de estacionariedade garante que o processo possa Ser escrito em termos

do ruido branco.

Condicao de Invertibilidade para o AR (p)
Todo processo auto-regressivo é invertivel, ndo necessitando de condi¢cdo alguma

para garantir a invertibilidade do processo.

4.7.1.1

Funcao de Autocorrelagao - ACF

A fungio de autocorrelagdo mede a dependéncia linear entre Z e Z,,, (ou Z,_,, ja

que a funcdo € simétrica).
Para estudar a funcdo tedrica de autocorrelacdo de um processo AR (p) estaciondrio,

€ necessdrio multiplicar a equagdo do modelo, (5.8) por (Z,_, — /) para obter:

Z - Z,-W=0Z  —Z_, — )+, (Z_, —p)Z,_, — ) +--+
(5.10)
¢, Z, ,—WZ,_,— )+ (Z,_ —a,

Ao assumir valores esperados na equagdo (5.10) a equacdo das diferengas para a

funcdo de autocovariancia do processo AR (p) é:
Ve =0Via 0Vt 40,7, k>0 (5.11)

A Expressao E[(ZH{ - ,u)at] ¢ zero para k>0 por que Z,_, ¢ a unica fungdo de

disturbios até o momento, € o ruido @, ndo possui correlagdo com estes disturbios.
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Dividindo-se a equagdo (5.11) pory,determina-se a expressao da Fungdo de

Autocorrelacdo Teorica — ACF do Processo AR (p):
P =0P PPt + 0,00, k>0

Esta equacdo pode ser equivalentemente escrita com o auxilio do operador de atraso

B ao invés do tempo ¢. De modo que seria dada pela seguinte forma:
(1-¢,B~¢,B” —~,B")p, =p(B)p, =0 (5.12)
Desta forma, a solucdo geral da equacdo de diferencas seria:

P =AG +AG; +-+AG, (5.13)

Onde G, ' G, L G;l ,sdo raizes distintas da equagdo caracteristica @(B) =0 e os

termos A,'s sdo constantes.
O gréafico da autocorrelacio de um modelo AR (p) € dado por sendides e ou

exponenciais que s@o amortecidas a medida que k cresce, conformeo pode ser observado na

Figura 4.2.
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Figura 4.2: Autocorrelagéo do Modelo AR (p)

Equacoes de Yule-Walker
Substituindo k= I, 2, ..., p na equacdo (5.12) os pardmetros podem ser expressos em
termos da ACF tedrica. O resultado desse conjunto de equagdes é chamado de Equacdes de

Yule-Walker
P =0+ 0.0 10,0,
1 1 2771 pl” p-1 (514)
p2:¢1p1+¢2+”'+¢ppl,72

pp :¢1pp_1 +¢zpp_z+“'+¢p

Escrevendo as equagdes de Yule-Walker na forma matricial, a solugdo para os

pardmetros em termos das autocorrelacdes pode ser obtida por:

¢=P'p, (5.15)
a P 1 P, Pr v P

s I
?, Py Ppa Pp2 Pps 1

Quando k=0, a contribui¢@o do termo E[Z [_ka[] no valor esperado da equagdo (5.10)

4 2 2 s ~ 2 .
é, E[a, ]: 0, , desde que a unica parte de Z, que tem correlagdo com a,€ o termo mais

a’

recente a P

70 =¢171+¢27/2+'“+¢p}/p+0-§ (516)

. ~ . 2 A . ~
Dividindo a equag@o acima por ¥, = 0, a variancia ¢ dada pela seguinte expressao:

0_2

ol = a (5.17)
1_p1¢1 —,02¢2 _"'_pp¢p



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610776/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0610776/CA

58

4.71.2
Funcao de Autocorrelagao Parcial- PACF

A Func@o de Autocorrelagdo Parcial ¢kk mede a dependéncia linear entre Z, e

V4 eliminando os efeitos das varidveis intermedidrias Z

r+k Z,y -2y~ Devido ao

t+1,
decaimento da funcdo de autocorrelagdo do modelo AR (p) mostrou-se vantajoso a definicdo
de outra funcdo, que mostrasse nitidamente a ordem do modelo AR. A funcdo de
autocorrelagcdo parcial € finita, e mostra um corte brusco apés o lag p, o que ajuda a
identificar a ordem do modelo.

Ela pode ser obtida a partir das equacdes de Yule-Walker que podem ser escritas da

seguinte forma:

1 Py P P || Ou Py

P : SO L e (5.18)
P Pra Py e N Pr
Ou
Po. =Py
Resolvendo-se a equacdo para k=1, 2, 3, .., sucessivamente, obtemos

¢11,¢22,¢33, "'a¢/<k

O grafico da funcdo de autocorrelag@o parcial de um modelo AR (p) é dado por um

corte brusco, no lag p, como pode ser observado na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Fungéo Tedrica da Autocorrelagao Parcial do Modelo AR (p)

4.7.2
MODELOS MEDIAS MOVEIS MA (q)

Os modelos de médias méveis descrevem quando uma observacio depende do dltimo

termo do ruido branco assim como de um ou mais termos ruidos branco anteriores.

Quando uma série temporal Z, depende somente do ultimo ruido branco e mais do

ruido corrente, esse processo € chamado de Médias Mdéveis de ordem 1- MA (1), e pode ser

descrito pela seguinte equacgao:

Z, —p=a,—-06a,, (5.19)
Onde,

H é a média do processo

6, ¢ o pardmetro de médias-moéveis

a, ¢ o ruido branco que € independente e identicamente distribuido (0, O'j )

A equagdo acima, pode ser reescrita, em funcdo do operador de atraso B:
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Z —u=a, —6Baq,

Z —u=(1-6B)q, (5.20)

Z —u=06(B)q,

Onde o polindmio &(B) =1-6,B ¢ o operador MA (1).

O MA (1) visto acima, pode ser estendido para modelos que possuam q parametros
de médias méveis. O processo de médias-méveis de ordem q € denotado por MA (q) e € dado
pela equacdo:

Z, —-u=a,—-6a,, —6,a_,—-—06a (5.21)

t

A equacdo acima, pode ser reescrita, em func¢io do operador de atraso B.

Z, —pu=a,—6Ba, —6,Ba, —— 6,B%a,

(5.22)
Z —u=6(B)a,
Onde o polinémio &(B) =1-6,B—6,B> —---— 6,B% & o operador MA (q).

Condicao de Estacionariedade para o MA (q)
Toda série temporal composta por a,'s é dita estaciondria, e como Z,na equagio
(5.22) é formado por uma combinacdo linear de a,'s, entdo o processo pode ser escrito em

termos do ruido branco o que garante a estacionariedade do processo.

Condicao de Invertibilidade para o MA (q)

A equagio 6(B)=1-6,B-6,B’ —-+—6 B"=0 ¢ chamada de Equagdo
Caracteristica do processo. E condicio suficiente e necessdria para que o processo MA (q)
seja invertivel que as raizes da equacio caracteristica estejam fora do circulo unitério.

Quando a condi¢do de invertibilidade € satisfeita para um MA (q), este processo pode

ser expresso como um AR puro
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4.7.2.1

Funcao de Autocorrelagao — ACF

Utilizando-se a equacdo (5.3) da funcdo de autocovaridncia e equagdo do processo

MA (q) (5.21), temos que:

v =B(Z, - pu)(Z,_, — )]

7. =Ela,—-6a,,-6,a,,—— 0qat—q Na,_, —6a, =64, ,—— eqat—k—q )]

(5.23)
Apds a multiplicacio e o valor esperado, a fungfo de autocorrelagéo € dada por:
2
y = (-6, +66,.,+6,0, ,+--+6_6)0,k=12,.. .49 (5.24)
0,k >gq
Onde, 6, =1 ¢ 6, =0 para k = 1. Quando k=0, na equagdo (5.23) a variancia é:
Yo=(U+6)+6; +---+6)0; (5.25)
Dividindo-se a autocovariancia pela variancia, é encontrada a ACF tedrica para o
processo MA (q).

-0,+66,.,+6,6, ,+-++6 .0
A lk+12 22k+2 : 9=k q’k:1,2,...,q
Pr = 1+67 +6, +”'+9q (-20)

0,k >gq

A autocorrelacdo de um modelo MA (q) € finita e apresenta um corte brusco apds o

lag (@).
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4.7.2.2

Funcao de Autocorrelacao Parcial - PACF

Em geral, qualquer MA (q) finito e invertivel pode ser expresso como um processo
AR infinito. Para processos AR (p) finitos a fungéo tedrica de autocorrelagdo parcial é zero

ap6s o lag p. Portanto, para um processo MA (q) ou o equivalente AR (p) infinito, a PACF
@, deve ser amortecida a medida que os lags vdao aumentando. Esta caracteristica pode ser
observada na Figura 4.4, onde a Funcdo de Autocorrelacdo Parcial tem a forma de uma

sendide amortecida e cujo dltimo lag significante € o segundo, o que indica o modelo ser um

MA (2).
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Figura 4.4: Fungao Tedrica da Autocorrelagéo Parcial do Modelo MA (2)

4.7.3
MODELOS AUTO REGRESSIVOS MEDIAS MOVEIS ARMA (p,q)

Um bom modelo deve ser capaz de representar todos os dados de uma série temporal,
ou a maior parte deles, com o menor nimero de parametros possivel. Partindo-se dessa
premissa a familia de modelos Auto-Regressivos e de Médias Méveis ARMA (p,q) pode
representar séries que contenham caracteristicas tanto de um modelo AR como de um MA,

com o menor nimero de pardmetros possivel.
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Se um modelo possui um pardmetro AR e um pardmetro MA, entdo ele € chamado

ARMA (1,1), e pode ser descrito pela seguinte equagao:

Z,-w-¢(Z_—M1)=a,-06a,, (5.27)

Utilizando-se o operador B, o modelo ARMA (1,1) pode ser escrito como:

(1-¢B)Z, —u)=(1-6B)a, (5.28)
Ou,

H(B)Z, — u) = 6(B)a,

Onde, ¢(B)=1-¢,B e 6(B) =1-6,B sao respectivamente os operadores AR e
MA.

Em geral, um processo ARMA € formado por p parametros da parte auto-regressiva e
q parametros da parte de médias moéveis, formando os processos ARMA (p,q), que sdo

escritos sob a forma:

(Z, —,U) _¢1 (Z,_l _lu)_¢2(Z,_2 —,U)—"'—¢p (Z,_p _lu)

(5.29)
= at - elat—l - ezaz—z - eqat—q
Utilizando-se o operador B, o modelo ARMA (p,q) pode ser escrito como:
(1-$B~¢,B* —---—¢ B")Z,~u)=(1-6B~6,B> —---~0 B')a,
Ou, (5.30)
H(B)Z, —p) =6(B)a,
Onde, ¢(B)=1-¢,B—¢,B’ —--—¢@,B” & o operador AR de ordem p, e o
polinémio 8(B)=1-6,B — 6’232 —= 6’qu € o operador MA de ordem q.

Um processo ARMA (p,q) contem tanto o processo AR puro quanto o MA, de modo
que um processo AR (p) pode ser escrito sob a forma ARMA (p,0) assim como um processo

MA (q) pode ser escrito sob a forma ARMA (0,q).
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Condicao de Estacionariedade e Invertibilidade para o ARMA (p,q)

As condigdes de estacionariedade e invertibilidade discutidas anteriormente para os
modelos AR e MA também sdo vilidas para os processos ARMA (p,q). Para um processo
ARMA (p,q) ser estaciondrio as raizes da equacao caracteristica ¢(B) =0 devem estar fora
do circulo unitario. Similarmente, as raizes do polindmio @(B) =0 devem estar fora do

circulo unitério, para que o processo seja invertivel e possa ser expresso como um AR puro.

4.7.3.1

Funcao de Autocorrelagao — ACF

A funcdo tedrica da autocorrelagdo para um processo ARMA (p,q) € obtida de forma

semelhante a ACF do processo AR, multiplicando-se ambos os lados da equagdo (5.29) por

(Z,_, — u) e tirando-se o valor esperado.

Vi _¢17k—l _¢27k—2 _"'_¢p7k,,, =

(5.3
7za(k)_glyza(k_l)_HZ;/za(k_2)_..'_9q;/za(k_q)

Onde Vi = E[(Zr _lu)(Z,_k _,U)] & a

funcdo de autocovaridncia e

}/m(k):E[(thk—,u)at] € a covariancia entre Z,, e a,. Desde que Z _, seja

I

independente dos ruidos que tenham ocorrido até o tempo ¢ —k, temos o seguinte resultado:

., (k)=0.k>0
(5.32)
7., (k) #0,k <0

Devido aos termos }_, em (5.31) € necessdrio obter mais uma equagdo, e esta €
obtida multiplicando-se (5.29) por a,_, :

YR =87, (k+ D)=,y (~k+2)—-=9 ¥ (~k+p)=-[6]10, (533)
Onde,
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0, k=12,....,q9
[6,1=<-1 k=0
0 k<0

Resolvendo o sistema com as equacdes (5.31) e (5.33), a autocovaridncia para o

modelo ARMA (p,q) € dada por:

Ve =0Y0 =0V =9,7.,=0
Ou (5.34)
#(B)y, =0

Dividindo a autocovariancia (5.34) por %, , finalmente obtemos a fungdo tedrica da

autocorrelagdo p, do modelo ARMA (p,q):

(1-¢B—¢,B* —---¢, B")p, =d(B)p, =0,k > ¢ (5.35)

A Figura 4.5 mostra o grafico de uma fung¢@o tedrica da autocorrelacdo de um modelo

ARMA (p,q).
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Figura 4.5: Funcao Tedrica da Autocorrelagdo do Modelo ARMA (p,q)
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4.7.3.2 Funcao de Autocorrelaciao Parcial - PACF

Como resultado do operador MA em (5.30), o processo ARMA (p,q) pode ser escrito

sob a forma de um AR infinito dado por:
a, =0(B)" $(B(Z, - ) (5.36)

Onde, @(B)™" é uma série infinita em B. Para processos AR (p) finitos a funcdo

tedrica de autocorrelagio parcial é zero apds o lag p. Portanto, para um processo MA (q) ou o

equivalente AR (p) infinito, a PACF ¢kk deve, ter formas de sendides e ou exponenciais

amortecidas a medida que os lags v@o aumentando. A Figura 4.6 mostra o grafico da
autocorrelacdo parcial de um modelo ARMA (1,1) que € uma exponencial amortecida com o

aumento dos lags.
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Figura 4.6: Fungao Tedrica da Autocorrelagdo Parcial de um Modelo ARMA (1,1)

Na tabela seguinte, segue um resumo das principais caracteristicas dos modelos

AR(p), MA (q) e ARMA (p,q).
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Tabela 4.1: Resumo das Caracteristicas dos Modelos AR(p), MA (g) e ARMA (p,q).

AR (p) MA (q) ARMA (p,q)
B)YZ —u)=6(B
Modelo a, =¢(B)NZ,— ) | Z,—u=06(B)a, HBNZ, —p) =0(B)a,
Raizes de ¢(B) =0
Condicao de Sempre Raizes de ¢(B) =0
. . Fora do circulo L.
Estacionariedade Estaciondrio Fora do circulo unitario
unitério
Raizes de
Condicao de (B)=0 Raizes de 8(B) =0
. Sempre Invertivel
Invertibilidade Fora do circulo | Fora do circulo unitario
unitério
Funcio de Infinita - Infinita — Exponenciais
- Exponenciais e/ou | Finita — corte | e/ou sendides
Autocorrelacio
sendides apos o lag “q” amortecidas apds o lag
Yo,
¢ amortecidas “q-p”
Funcio de Infinita— Infinita — Exponenciais
- Finita — corte apds o | Exponenciais e/ou sendides
Autocorrelacao
lag “p e/ou sendides | amortecidas apds o lag
Parcial ¢,,
amortecidas “p-q”

4.8
MODELOS PERIODICOS

Modelos sazonais hidrolégicos, como as vazdes naturais de um rio, e outros tipos de
séries sazonais apresentam uma estrutura de autocorrelacdo que depende nao sé do intervalo
de tempo entre as observacdes, mas também das estacdes sazonais ao longo do ano. Estes
processos, quando analisados em escalas semanal ou mensal, t€m como caracteristica o
comportamento periddico, refletindo o ciclo das estagdes do ano. Cada periodo apresenta um
conjunto de suas propriedades probabilisticas, definidas pela média, desvio-padrdo e funcdo
de autocorrelagio.

A média amostral de cada periodo é dada por:
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N 1 &
H, = sz(i—l)lzm param =1, 2, ..., 12 meses (5.37.2)
i=1
Ou,
1 N
a, = ﬁzz(i—l)ﬂﬂﬂ param =1, 2, ..., 52 semanas (5.37.b)
i=1

O desvio padrao amostral de cada periodo é dado por:

R 1 & N
o, = \/NZZ(H)IQW[ —U, param =1, 2, ..., 12 meses (5.38.a)
i=1
Ou,
1 N
o, = NZZ(H)SZW —U, param =1, 2, ..., 52 semanas (5.38.b)
i=1

O valor da auto-covariancia amostral do periodo pode ser obtido da seguinte forma:

~m 1 & N N
y" (k) :FZ(Z(H)mm —H, )(Z(ifl)12+m7k —M, ) param =1, 2, .. 12 meses
=1

(5.39.a)
Ou,
N 1 &
7" (k)= NZ(Z(FI)SZHW )2 ysoimi — Hi) param =1, 2, ..., 52 semanas
i=1
(5.39.b)

O valor da autocorrelagdo amostral para o més ou para a semana pode ser obtido da

seguinte forma:

R 7" (k
p" (k)= (;/# para m variando de 1 a 12 meses, (5.40)

O-m —k

ou para m variando de 1 a 52 semanas
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Os dois tipos de modelos peridédicos mais utilizados na previsdo de vazdes sdo os
Modelos Periédico Auto-Regressivo — PAR (p) e Auto-Regressivo Média-Movel Periddico —
PARMA (p, q). Quando modelamos uma série sazonal com um modelo PAR (p), um modelo
AR ¢ especificado para cada estacdo do ano. De maneira similar, o modelo PARMA consiste

em ter um ARMA separado para cada estacdo do ano.

4.8.1
MODELOS AUTO-REGRESSIVOS PERIODICOS - PAR (p)

O histoérico das afluéncias conhecidas e consolidadas pelo ONS totalizando 75 anos
representa a série histérica de vazdes do SIN.

O modelo PAR (p) € bem adequado a andlise deste tipo de série, em virtude dos seus
parametros apresentarem comportamento periddico, tal como as séries semanais e mensais de
vazdes afluentes. Os modelos periddicos consideram para o ajuste de parametros somente
determinadas semanas de um més, trimestre ou semestre, agrupando determinados periodos
do ano, enquanto que modelos estaciondrios consideram a série como um todo com todos os
meses do ano, no qual meses e trimestres diferentes sdo tratados do mesmo modo.

Na préatica, observa-se que em meses iniciais de periodo umido as afluéncias
dependem de 1 ou no maximo 2 meses anteriores. J4 em meses iniciais de periodo seco as
afluéncias dependem de vérios meses passados do tltimo periodo imido.

O numero de termos auto-regressivos do modelo PAR (p) indica a ordem do modelo,
que em geral € um vetor, p = (p1, Pa»---» P12), onde cada elemento fornece a ordem de cada
periodo.

A esséncia do modelo PAR (p) é definir um modelo AR para cada estacdo m do ano.

A descricdo que se segue, € a formulacdo matemética do modelo PAR (p), que para séries

mensais, p = (P, Pa,..., P12)-

=g X +a, (5.41.2)
(o}

(Zt _ll'lm)] m (Zt—l _ﬂm—l)]+‘.‘+¢m (Zf—l? _'le—P)

m—1

m-p

ou

®" (B) | =a (5.41.b)
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Hom

O m

9
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€ uma série sazonal de periodo s

€ o nimero de periodos (s=12 para séries mensais)

€ o nimero de anos

¢ o indice do tempo, t=1, 2, ..., sN, func¢do do ano T (T=1, 2, ..., N) e do
periodo m (m=1, 2, ..., s)

¢ a média sazonal de periodo s

¢ o desvio-padrdo sazonal de periodo s

€ o coeficiente AR para a estagdo m

®" (B) é o operador auto-regressivo de ordem p,,

®"(B)=(1-¢"B—-¢,'B* —...—¢'B"") (5.42)

B' aplicado a Z ;resultaem Z,_, (BiZ[ =Z,.)
€ a ordem de cada operador auto-regressivo

P o) . . P N . 2
é a série de ruidos independentes com média zero e variancia o "’

Condicao de Estacionariedade para o PAR (p)

Para que o modelo associado a cada estacdo m seja estaciondrio, € necessario que as

raizes da equacdo caracteristica sazonal @ (B)=0estejam fora do circulo unitario.

Entretanto, esta ndo é condi¢ao suficiente para que o modelo PAR (p) seja estaciondrio.

Conforme mostrado por Troutman (1979), o modelo PAR (p) € uma caso particular

do PARMA (p,q) para que o modelo PAR (p) seja estaciondrio, a condi¢do necessdria e

suficiente é dada pela equacao:

D W) <o m=12,...,s
i=0

(m)

Onde ;™ € o coeficiente de pesos do modelo PARMA e € dado pela equac@o:

" (By," =-6,"
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4.8.1.1

Funcao de Autocorrelacao — ACF

Seja p,i'") a correlacdo entre Z e Z .y, de tal forma que t corresponda ao periodo m:

p(m) (k) — E|:(Zz —H, j(zzk —Hk j:| (5.43)
O-m O-m—k

thk B ll'lmfk

m—k

Multiplicando-se ambos os lados da equacdo (5.41a) por ( ]e tomando

os valores esperados de cada termo, obtemos para cada periodo:

EHZ 4, J(Z = Hors H - ¢1'"EH(Z” ~ H )j( Zie =M H -
o, Coi O i Ot

7 B _ —
N ¢;”E ( =P /umfpm ) (Ztk Mok j +F a, (Mj (5.44)

o o

m-p,, m—k
Fazendo k =1, a expressdo (5.44) resulta em:

P =@ +¢ ' p" D +... 400 p" " (p, —1) (5.45)

(m)
Uma vez conhecidos os pardmetros do modelo PAR (p) as fungdes Pi sio dadas

pela solugdo da equagdo (5.44) e podem ser expressas por uma combinacio de decaimentos

(m)
exponenciais e/ou ondas senoidais, o que faz Pr tender a zero, a medida que k cresce.

Fixando-se m (como um periodo qualquer) e variando-se k de 1 a p na equacio (5.44)
obtemos para cada periodo o conjunto de equacdes a seguir, que sdo conhecidas como

equacgdes de Yule-Walker.
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T Py pr@ e pmip-n 9| [P ]
P () 1 P p"(p=2) |9 | P
P2 P 1 e P (p=3) | 9 | =| ")

P " (p=1) p"(p=2) p"(p-3) - L ey [P

(5.46)

Para k=0, a expressdo (5.44) fica:

Z —
1= g p" () + g7 p" () +...+ 47 p" (p) + E{a(o_—’u’"ﬂ (5.47)

m

Multiplicando-se a equacdo (5.41.a) por a, e tomando o valor esperado, obtemos:

E|:at(zt _ltlm ]:| — O.j(m) (548)
O-In

Substituindo este resultado na equagdo (5.47), obtemos a seguinte expressao vélida

para qualquer periodo m:
o, " =1=¢'p" )= ¢)'p" (2)=...= 4, p" (p) (5.49)

4.8.1.2

Funcao de Autocorrelagao Parcial - PACF

J4 que a funcdo de autocorrelagdo do modelo PAR para um periodo m vai decaindo
com o tempo e ndo trunca apés um lag especifico, ndo determinando a ordem exata do
modelo, pode ser util identificar outras fun¢des que sejam truncadas apds determinado lag, e
assim ajudem a identificar o modelo. Para conseguir determinar esta fungdo definiu-se a
fung@o tedrica de autocorrelagdo parcial — PACF de um modelo PAR (p) semelhante a
definicdo utilizada para o modelo AR (p), de modo que essa funcdo seja bruscamente cortada
apo6s o ultimo lag significante do modelo, e com isso seja determinada a ordem do modelo

para o periodo m.
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PARMA (p,1)

73

O modelo PARMA foi criado para definir um modelo ARMA para cada periodo do

ano. A descri¢do que se segue, é a formulacdo matemdtica do modelo PARMA (p, 1) que é

dada por:

(Z, = #,)) _
O-Wl

Z,
s
N
t

Hom

O m

q)m

(Dm

6"

m—1 O-m—p
(5.50)
Onde:
€ uma série sazonal de periodo s
€ o nimero de periodos (s=12 para séries mensais)
¢ o nimero de anos
¢ o indice do tempo, t=1, 2, ..., sN, funcdo do ano T (T=1, 2,
periodo m (m=1, 2, ..., s)
¢ a média sazonal de periodo s

¢ o desvio-padrdo sazonal de periodo s

(B) é o operador auto-regressivo de ordem p,,
(B)=(1-¢"B~¢,'B* —...—¢"B"™)

B 'aplicadoaZ resultaem Z, (B'Z, =Z,_,)
€ a ordem de cada operador auto-regressivo

€ coeficiente média-movel de ordem 1

PP P . e A . 2
€ a série de ruidos independentes com média zero e variancia O,
t

- 7 —
o (—(Z” et )j +o P (—( wp =By )J -8"a,  +a,

..., N) e do

(5.51)

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (5.50) por g, e tomando os valores

esperados de cada termo, obtemos para cada periodo:
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EH(Z’ _/’lm)jat} — ¢lmE|:((Zt—l _ﬂm_l)ja[}+...+¢;’E[((Zt_p _lum—P)Jat]_
O-m O-m—l O-m—p

- elmE[at—lat ]+ E[atat ]

El:((zt_'“m)jat} — 0-2 (5.52)
o, !

Multiplicando-se a equagdo (5.50) por ¢, | e tomando os valores esperados, obtemos:

O-m O-m—l O-m—l’

- 9lmE[at—laz—l ] + E[azaz—l ]

E{[ = ) ]‘%—1} = 1mo-§;_1 N elmo-jt—l
o

m

Ou

E{(%}u} =" -6")o, (5.53)

m

Zt —H,

m

Multiplicando a equacdo (5.50) por e tomando os valores esperados,

obtemos:

E|:((Zt _/’lm)j((zt _/’lm)jj| :¢ImE (Zt—l _ﬂm—l)j((zt _/’lm)jj|++
o, o, i o, o,
+ ¢;”E[( (Z’_l’ _’um—l’ )]( (Zt _zum) — 911”E|:a,1((2t _lu_m)jj| +
O-mfp O-m O-m
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1=g"p" () +---+¢, p"(p)+0, -6 (9" -6")o,
Ou

0-5, =1-¢"p" M) -~ ¢,:”pm(p) +6" (9" - 6" )O'(fFl (5.54)

4.8.2.1

Funcéao de Autocorrelacao — ACF

Para obtermos a fungdo de autocorrelagdo lag um basta multiplicar a equagdo (5.50)

por Z,_, e tomar o valor esperado, obtendo:

E|:( (Zt B ﬂm )J( (Zt—l B /um—l )J:| — ¢Im E{( (Zt—l B ﬂm—l )J( (Zt—l B ﬂm—l )J:| N
O-m O-m—l O-m—l O-m—l
7 - _ _
+ ¢ZLEI:(( -r ,Um_p )J{ (Zz—l /um*I )J] — elI"Elzat_l {(Ztl Iumil_) J:| +
O, o, o,
+ E{a, (—(ZH o )ﬂ
O-mfl

MmN am m m—1 m ym=1 52
pr)=g " +o p7 (D+-+¢, p7 (p-1)=60, (5.55)

Ou, tirando o valor de 91’" , temos:

m _ am 1 + m m—1 1 Foe gt m m—1 _1
9,,,:(151 p D+, p" (D o, p" (p=1) (5.:56)

1 2

iy

Repetindo-se o procedimento acima para Z vamos obter o coeficiente auto

=27

regressivo para o lag 2:
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EH(Zt —ﬂm)J((Z,z _ltlmZ)J:| =¢"E Z —ﬂml)J((th _'u"”)ﬂ +ot
O-m O-m—2 L O-m_l O-m—2

+9, EK Grp = Hnp) | Zip =) | Q’”E[at_l (—(Z’_z _ﬂ’"‘z)ﬂ +

o o o

m-p m—2 | m=2
+ E|:at((ZIZ - ltlm72 )J
O-m72 B
P 2 =g p" () + @) 4+ ) " (p=2) (5.57)

Em fim, repetindo-se este procedimento até Z,_ ol obteremos o coeficiente auto

regressivo para o lag p+1:

E ((Z; _ﬂm)J (erpfl _ll'lmfpfl) — ¢1mE (Zt_l _ﬂm_l)J (erpfl _ll'lmfpfl) +
O-m O-m—p—l L O-m—l O-m—p—l
+ ¢pEl[ Z,_, —Hp )J[ (Z s —Hup ) || GlmE[a,l [ Gips =y )J] +
O-m— am— -1 am— -1
P P ] P

P (p+D)=¢"p" (P)+ ¢ p"(p=D+--+¢ " " (1) (5.58)

Arrumando-se as equagdes (5.57) e (5.58) em forma matricial, obtemos o seguinte

sistema de equacdes:

prm 1 pp= ]| [ e
PO P p T 0| P O) 5.59)
P P e P 9] L")

Através da solucdo do sistema de equacdes acima, sdo obtidos os pardmetros auto

regressivos de cada periodo.
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4.9
ERRO MEDIO QUADRATICO DE PREVISAO

Seja X, (k) aprevisdo para X,,, em t, ou seja, com o conhecimento de X,, X, ,,...

Seja e, (k) o erro desta previsdo definido por:

e,(k)=X,,, —X, (k) (5.60)
O erro médio quadratico de previsdo é dado por:

El(e, (k) |= VAR, ()] + B2 [e, (k)] (5.61)

Como no instante t, X, (k) ja é conhecido, o valor esperado e a varidncia de

e, (k) dependem apenas de X, . Logo, podemos escrever:

A 2
Ele, ) |=var[X ., 15,05, L J+Elx, 12, LX) Ge)
Portanto para minimizar o erro médio quadratico de previsdo deve-se fazer:

R, () =E[X,, 1x,x, .. (5.63)

t+k

Assim, a previsdo do erro quadritico médio minimo para X ,, é seu valor esperado

condicionado as informacdes disponiveis no instante em que se faz a previsdo. Este resultado

¢ geral para qualquer varidvel aleatdria, como descrito em Maceira (1989).
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