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4
Diagramas de Traco Parcial

Apos a apresentacao do modelo probabilistico de distin¢ao de estados
quanticos nao-ortogonais, utilizando tracos parciais, temos uma pergunta
natural a ser respondida: quais operadores L sao tragos parciais de operadores

unitarios U? A resposta é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 4.1 Sejam Hi e Hs espacos de Hilbert de dimensao c e d, respecti-
vamente. Entao para todo L : Hi — H1, afirmamos que existe U : Hi @ Ho —
H1 @ Hy unitdrio, tal que Try(U) = L se e somente se |L|* < d°I.

Demonstragao: Supondo que |L|* < d*I, queremos mostrar que existe uma
matriz unitaria U de dimensao cd x cd, tal que Try(U) = L. Considerando a
decomposigao polar de L, podemos escrever L = |L|W, onde W é uma matriz
unitaria (¢ x ¢, obviamente). Se d é um nimero par, definiremos U = UW, tal
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onde o bloco B é 2¢ x 2¢, dado por
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e todas as demais entradas das matrizes U e W sdo nulas. Obviamente, W
é unitaria. Além disso, pela hipdtese, temos que é\L\ < [I. Verifica-se entao
facilmente que U é unitéria, e portanto U também ¢é. Com U construida desta
forma, segue que Try(U) = L, como querfamos.

J& no caso em que d é um nimero impar, o Unico ajuste a ser feito na
matriz U que foi definida anteriormente é o seguinte: os blocos que compdem

a diagonal principal de U sao todos iguais a B, como antes, exceto o ultimo, o
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qual é dado por

bo b1 be
b2 bO bl )
bi by bo
1—bg—+/142bg—3b2 1—bg++/142bg—3b2
onde by = Z|L|, by = 5 SRS 5 2 valores estes que

foram obtidos forcando-se as condicOes para que esta matriz fosse unitaria, e
que todas as entradas de sua diagonal principal fossem iguais a %\L|. Temos
entdo U unitdria, e novamente Tro(U) = L.

Vamos supor agora que Tro(U) = L. Consideraremos U como sendo
uma matriz d x d cujas entradas sao matrizes ¢ x ¢, e a notagao empregada
serd: [U];; = Si;. Como [U*];; = Sy, segue que I = [U Ul = 55,5k
Quando j = k, a parcela do somatério é S}, Sk, logo, |Skr|? < I. Tomando
um vetor normalizado ¢, temos entdo que ||Sp®||? = (&, |Skr]?¢) < 1. Além
disso, utilizando o fato de que Tro(U) = > Sk, segue que |Tro(U)|* =
S SiSy Assim, (6, [Tra(U)26) = S(Swo, Si56) < S21(Seos, S350)| <
SISkedll 1Sl < d?, ou seja, |L|* = |Tra(U)[* < d*I, como querfamos

demonstrar. O

Nosso principal objetivo é utilizar os diagramas de traco parcial para
distinguir dois estados quanticos nao-ortogonais, ¢, e py. Como vimos ante-
riormente, isto s6 é possivel se L = Tro(U) é tal que (Lpq, Lyps) = 0. Con-
siderando a decomposicao polar do operador em questao, podemos escrever
L = |L|W, onde W é unitario. Além disso, podemos decompor |L| em uma
base de autovetores, |L| = T*DT, onde T é unitdrio e D é uma matriz dia-
gonal cujos elementos r; da diagonal principal sao tais que 0 < r; < d, pois,
pelo teorema (4.1), |L| < dI. Assim, a condigao de distingao é reescrita como
(T*DTW ey, T*DTW ) = (DTW ey, DTW ) = 0, e os estados que estao
sendo distinguidos sao ¢©1 = TW1 e po = TW sy, problema equivalente ao
de distingao dos estados originais, ja que T'W ¢é unitario. Ou seja, para a
distingao de estados quanticos nao-ortogonais utilizando diagramas de traco
parcial, basta considerar matrizes L diagonais cujos autovalores sao positivos

e de modulo no méaximo igual a d.

4.1
Probabilidade de Realizacao do Traco Parcial

Nosso proposito nesta secao é determinar quais operadores L sao capazes
de distinguir os estados ¢; e ¢y com probabilidade 6tima (valor este obtido na

segao (2.4)). Iniciaremos nossos estudos com o teorema a seguir:
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Teorema 4.2 Considere um espaco de Hilbert tripartido Hi ® Ho ® Hs. Para
i =a,b, sejam Qpigi = (U, )A" operadores gerais de posto 1 em Ha ® Hs, S
operadores em Hy @ Ha, V¢ € Hy, e ®* € Ho @ Hs, como no diagrama abaizo:

Entao,

(1 ® Qnage)(S* @ D) (¥ @ %), (I © Quv)(S" @ 1) (¥’ @ ©*))
— (A9, AD) (TTQ((J ® &7 0 19)S9) e, Try((I ® B o Qb)sb)w) (4-1)

Demonstracao: Primeiramente, observe que o diagrama acima pode ser

interpretado como um traco parcial, como ilustrado abaixo:

Observe que as expressoes dos lados direito e esquerdo de (4-1) dependem
apenas linearmente ou antilinearmente de A?, Y, S* e &, logo segue pela
propriedade de universalidade do produto tensorial que o teorema estard
provado se conseguirmos demonstra-lo para o caso mais simples, onde todos os
objetos envolvidos (vetores e operadores) sao da forma produto. Sejam entao
AN=AN@A, @=020, 5 =25 S5; ¢ =&, ® P, ondei=a,b.

Utilizando o diagrama
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é imediato verificar que
(I®Qua)(S' @)W ® ') = Sjv' @ (U, S58)AT @ (Qy, P)A;, i =a,b.

Além disso, pelo diagrama

temos que
Tro((I ® ' 0 Q)S)Y' = (O, S301) (O, ) Sy, i=a,b.
Logo, o lado esquerdo da equacao (4-1) pode ser reescrito como:
(¥, ST Sye") (®F, S57Q7) (1, S®T) (AT, A7) (@G, 5)(Q, P5)(A3, A3)
e o lado direito,
(A%, A")(DF, S57O7) (@5, Q3) (€27, S3@7) (25, D) (v, ST UYY") -

Assim concluimos a demonstracao, ja que a igualdade destas duas ex-

pressoes € obviamente verificada. a

Vamos agora voltar ao contexto de diagramas de trago parcial: se o
operador geral de posto 1 (Q ) for um projetor sobre um vetor U, e S for
o unitario U que compoe o diagrama em questao, entdao o lado esquerdo da
equacio (4-1) é escrito como ||(I @ Py)(U @ I)(1» @ ®)]|?, que nada mais é do

que a probabilidade de observarmos ¥ apds uma medicao.
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V)
(V]

[

O que o teorema (4.2) nos fornece entdo é uma outra expressao para tal
probabilidade, a saber, ||Try((/ ® P o U)U )| (pois, neste caso, C' = 1).
Além disso, sabemos que para que o trago parcial seja realizado, devemos ter
Pol =al ,

e isto ocorre entao com a seguinte probabilidade:
Prob(Py) = |af* | Tr2(U)e]*

Obviamente, gostarfamos que Prob(Py) fosse a maior possivel. Para isto,
vamos considerar o seguinte problema: maximizar |a|* sujeito a ® o U = al,

para todos os vetores ® e U tais que ||| = ||| = 1.

Afirmacgao 4.3 [®] = [D]*.

Demonstracao:

Sejam {[|i)} e {|7)} bases ortonormais para os espagos de Hilbert Hy e
3, respectivamente. Por (3-2) e (3-3) vimos que se |®) = > a;;|i) ® |7) entao
b5 (k] o> Lay k) = Sanli) e ® : k) > Saglilk) (] = L (G] o

seja, [Blr; = ax; e [Plr; = ax;. Segue entdo que [®] = [®]*, como querfamos
demonstrar. O
Voltando ao nosso problema de maximizacao, se definirmos [(f} =A a

restricao ||®|| = 1 pode ser reescrita como 1 = [|®]|? = >~ |a;;|* = Tr(A*A).

Além disso, pela restrigao dol =al , temos que ¥ = a®~!. Utilizando entao
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a afirmacio (4.3), segue que [¥] = aA*~!, e a restricio ||| = 1 é agora escrita
como 1 = ||¥]|? = |af*Tr(A* 'A~1). Ou seja, o problema pode ser reescrito
como: minimizar Tr(A* ' A=) sujeito a Tr(A*A) = 1.

Observe que se tomarmos a decomposicao de A em valores singulares,
podemos escrever A =T DW  onde T e W sdo unitarios e D é diagonal. Assim,
Tr(A*A) = Tr(D*D), e Tr(A*tA~1) = Tr(D* ' D~1), ou seja, podemos supor
que A é diagonal, pois os problemas sao equivalentes. Sendo assim, sejam 9J,
os elementos da diagonal de A, 1 < n < d. O problema se reescreve como:
minimizar 3 5 sujeito a 374, = 1, cuja solucao é &, = —=. Ou seja, d deve

1

ser o produto de 77 bor um unitario. Para d = 2, a base de estados de Bell

satisfaz esta condigao. Consideraremos entao:
1 2
Prob(Py) = o [Tra(U)]
Nesta tese, estamos trabalhando apenas com qubits, ou seja, d = 2. Logo,
1 2
Prob(Py) = [ Tes ()9

A pergunta natural a ser respondida é se nao deveriamos considerar dimensoes
maiores, mas a resposta é nao, pois nosso resultado principal é um resultado
sobre probabilidade, a qual nao aumenta se a dimensao for maior. Isto pode
ser visto pelo seguinte: seja M = maxo(|L]). Como, pelo teorema (4.1),
|L| = Trs(U) < dI, segue que Prob(Py) = & [|Lo||* < L || & Ly||” = || Zo|,
quantidade esta que independe da dimensao d. Portanto optamos por d = 2,

por ser matematicamente e experimentalmente mais simples.

4.2
Distincao com Probabilidade Otima

Até agora, dado um certo unitario U, o que vimos foi a probabilidade
de que o trago parcial seja realizado (L = Try(U)). Sabemos que, uma
vez que isto ocorra, podemos utilizar os diagramas de traco parcial para
distinguir dois estados quanticos nao-ortogonais, @1 e 9, realizando uma
medigao com base {Lp1, Lps}. Sejam r e 1 —r as probabilidades de sortearmos
um sistema preparado no estado ¢; e um sistema preparado no estado
9, respectivamente. Entao a probabilidade de que estes dois estados sejam
corretamente distinguidos é dado pela soma das probabilidades de observarmos
(1 OU (pg, OU S€ja, - 1—r
L e [ (12)

Um dos propoésitos deste trabalho é verificar se no conjunto de matrizes L
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que representam o trago parcial de U existe alguma que seja capaz de distinguir
©1 € o com probabilidade 6tima. Ou seja, vamos procurar por matrizes L tais
que a probabilidade dada em (4-2) seja maximizada. Como visto anteriormente,
podemos sempre considerar L = D = diag(ry,72), onde 0 < r; < 2,7 = 1,2,
e entao, obviamente, para maximizar a probabilidade devemos maximizar os
autovalores de D. Observe que se 1, = ry = 2, teriamos D = 21, e entao
L = TDW = 2TW, ou seja, L seria multiplo de um unitario, e s seria
entao capaz de distinguir vetores que ja fossem ortogonais (obviamente com
probabilidade 6tima), um caso trivial. J& a probabilidade de distin¢ao no caso
em que 11 < 2 e ry < 2 é facilmente aumentada se considerarmos a matriz kL,
a qual tem um autovalor igual a 2 (e, pelo teorema 4.1, ainda realizavel por
traco parcial). Concluimos entdo que a probabilidade de distingao de @1 e ¢

¢ maxima se D tem um tnico autovalor igual a 2.
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