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(2011).

[4] BAN, M. Error-free Optimum Quantum Receiver for a Binary Pure Quantum

State Signal. Phys. Lett. A 213, (1996). P. 235 – 238.

[5] BENNETT, C. H.; BRASSARD, G.; CRÉPEAU, C.; JOZSA, R.; PERES,
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A

Análise dos Diagramas de Deutsch

Existem quatro maneiras de atrelar uma CTC ao diagrama de Deutsch,

visto que podemos combinar os operadores U = I⊗P0+V ⊗P1 (controle−V )

com swaps (que serão representados por S). Para cada uma delas, a con-

sistência do modelo pode ser escrita da seguinte forma:

V
 

ρin

ρout

ρ̂

ρ̂

ρ̂ = Tr2(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗)

ρout = Tr1(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗)

V
 

ρin

ρout

ρ̂

ρ̂

ρ̂ = Tr2(SUS(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)SU∗S) = Tr1(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗)

ρout = Tr1(SUS(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)SU∗S) = Tr2(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗)
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V
 

ρin

ρout

ρ̂

ρ̂

ρ̂ = Tr2(US(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)SU∗) = Tr2(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗)

ρout = Tr1(US(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)SU∗) = Tr1(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗)

V
 

ρin

ρout

ρ̂

ρ̂

ρ̂ = Tr2(SU(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗S) = Tr1(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗)

ρout = Tr1(SU(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗S) = Tr2(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗)

A.1

Cálculo de Pontos Fixos

Para cada um dos diagramas de Deutsch, utilizaremos as condições de

consistência acima apresentadas para encontrar as matrizes de densidade que

são pontos fixos do diagrama. Em certa base (a ser especificada em cada

diagrama), tais matrizes serão escritas como

ρ̂ =

(

α β

β̄ δ

)

,

onde α + δ = 1 e αδ − |β|2 ≥ 0.
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A.1.1

Diagrama D.I

Seja ρ̂ escrita na base computacional {|0〉, |1〉}:

ρ̂ = α|0〉〈0|+ β|0〉〈1|+ β̄|1〉〈0|+ δ|1〉〈1| .

A condição de consistência que devemos satisfazer é a seguinte:

ρ̂ = Tr2(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗)

= 〈0|ρ̂|0〉|ψ〉〈ψ|+ 〈1|ρ̂|1〉V |ψ〉〈ψ|V ∗

= α|ψ〉〈ψ|+ δV |ψ〉〈ψ|V ∗ .

Temos então que:

〈0|ρ̂|0〉 = α|〈0|ψ〉|2 + δ|〈0|V |ψ〉|2

⇒ α = α|〈0|ψ〉|2 + δ|〈0|V |ψ〉|2

⇒ α(1− |〈0|ψ〉|2)− δ|〈0|V |ψ〉|2 = 0

⇒ α|〈1|ψ〉|2 − δ|〈0|V |ψ〉|2 = 0 .

Logo, o seguinte sistema deve ser resolvido:

{

α|〈1|ψ〉|2 − δ|〈0|V |ψ〉|2 = 0

α + δ = 1 ,

o qual tem como solução

α =
|〈0|V |ψ〉|2

|〈0|V |ψ〉|2 + |〈1|ψ〉|2 , δ =
|〈1|ψ〉|2

|〈0|V |ψ〉|2 + |〈1|ψ〉|2 ,

desde que (|〈0|V |ψ〉|2, |〈1|ψ〉|2) 6= (0, 0). Assim, o ponto fixo está unicamente

determinado para este caso.

Agora vamos à exceção: |〈1|ψ〉|2 = 0 ⇔ |ψ〉 f
= |0〉. Então, |〈0|V |ψ〉|2 =

|〈0|V |0〉|2 = 0⇔ 〈0|V |0〉 = 0, ou seja, na base computacional:

V =

(

0 η

θ 0

)

, onde |η| = |θ| = 1.

Verifica-se facilmente que V |0〉 f
= |1〉.
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Voltando então ao traço parcial:

Tr2(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗) = α|ψ〉〈ψ|+ δV |ψ〉〈ψ|V ∗

= α|0〉〈0|+ δ|1〉〈1|,

e aplicando a condição de consistência:

α|0〉〈0|+ δ|1〉〈1| = ρ̂

= α|0〉〈0|+ β|0〉〈1|+ β̄|1〉〈0|+ δ|1〉〈1|,

conclúımos que β = 0 e que α e δ são quaisquer números reais tais que α+δ = 1.

Resumindo:

– (I.A) Se |ψ〉 f
= |0〉 e V =

(

0 η

θ 0

)

, onde |η| = |θ| = 1, toda matriz da

forma
ρ̂ = α|0〉〈0|+ δ|1〉〈1| , α+ δ = 1 (A-1)

é um ponto fixo, ou seja, o ponto fixo não é único.

– (I.B) Em todos os outros casos, o ponto fixo do diagrama I é dado por:

ρ̂ =
|〈0|V |ψ〉|2

|〈0|V |ψ〉|2 + |〈1|ψ〉|2 |ψ〉〈ψ|+
|〈1|ψ〉|2

|〈0|V |ψ〉|2 + |〈1|ψ〉|2V |ψ〉〈ψ|V
∗

(A-2)

A.1.2

Diagrama D.II

Na base computacional,

Tr1(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗) = Tr(ρ̂)|〈ψ|0〉|2|0〉〈0|+
+ Tr(V ρ̂)〈1|ψ〉〈ψ|0〉|1〉〈0|+
+ Tr(ρ̂V ∗)〈0|ψ〉〈ψ|1〉|0〉〈1|+
+ Tr(V ρ̂V ∗)|〈ψ|1〉|2|1〉〈1|. (A-3)

Ao forçarmos que a condição de consistência seja satisfeita, obtemos

então o seguinte sistema de equações:











α = Tr(ρ̂)|〈ψ|0〉|2
β = Tr(ρ̂V ∗)〈0|ψ〉〈ψ|1〉
δ = Tr(V ρ̂V ∗)|〈ψ|1〉|2 ,
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onde

Tr(ρ̂V ∗) = 〈0|ρ̂V ∗|0〉+ 〈1|ρ̂V ∗|1〉
= α〈0|V ∗|0〉+ β〈1|V ∗|0〉+ β̄〈0|V ∗|1〉+ δ〈1|V ∗|1〉

Como ρ̂ e V ρ̂V ∗ são matrizes de densidade (já que V é unitária), devem

ter traço igual a 1. Logo, α = |〈ψ|0〉|2, δ = |〈ψ|1〉|2, e assim obtemos uma

única equação a ser resolvida:

β =
(

|〈ψ|0〉|2〈0|V ∗|0〉+ β〈1|V ∗|0〉+ β̄〈0|V ∗|1〉+ |〈ψ|1〉|2〈1|V ∗|1〉
)

〈0|ψ〉〈ψ|1〉 ,

a qual tem como solução:

β =
cā− ā− ab̄

b̄b− c̄c+ c̄+ c− 1
,

onde

a =
(

|〈ψ|0〉|2〈0|V |0〉+ |〈ψ|1〉|2〈1|V |1〉
)

〈1|ψ〉〈ψ|0〉
b = 〈1|V |0〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉
c = 〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉 ,

desde que o denominador seja diferente de zero.

Como V é uma matriz unitária 2 x 2, temos que |〈1|V |0〉|2 = |〈0|V |1〉|2.
Logo, o denominador de β pode ser simplificado, pois b̄b− c̄c = 0. Assim,

β =
cā− ā− ab̄

c̄+ c− 1
,

e o ponto fixo está determinado no caso em que c̄+ c− 1 6= 0.

Vamos então analisar a exceção:

c̄+ c− 1 = 0 ⇔ 2Re(c) = 1 ⇔ 2Re (〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉) = 1 .

Como |ψ〉 é um vetor normalizado, temos que |〈1|ψ〉|2 + |〈0|ψ〉|2 = 1.

Logo, |〈1|ψ〉||〈ψ|0〉| ≤ 1

2
(Isto vem do fato de que ao maximizarmos a função

xy sujeita às restrições x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, obtemos x = y = 1√
2
).

Além disso, como V é uma matriz unitária, |〈0|V |1〉| ≤ 1. Estas desigualdades

implicam o seguinte:

Re (〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉) ≤ 1

2
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Logo,

2 Re (〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉) = 1 ⇔ 〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉 = 1

2

⇔
{

|〈0|V |1〉| = 1

|〈1|ψ〉| = |〈ψ|0〉| = 1√
2

⇔











V =

(

0 η

θ 0

)

, onde |η| = |θ| = 1

〈1|ψ〉 = 1√
2
, 〈ψ|0〉 = ν√

2
, onde |ν| = 1

,

onde uma fase global foi aplicada a |ψ〉. Além disso, usando que

〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉 = 1

2
, conlui-se facilmente que ν = η̄.

Logo, o caso excepcional ocorre quando:

V =

(

0 η

θ 0

)

e |ψ〉 f
=
|1〉+ η|0〉√

2
, onde |η| = |θ| = 1 .

Vamos então voltar ao traço parcial para calcular o ponto fixo do diagrama II

quando V e |ψ〉 são da forma dada acima:

Tr1(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗) =
1

2
|0〉〈0|+ (β̄η + βθ)

η̄

2
|1〉〈0|+

+ (βη̄ + β̄θ̄)
η

2
|0〉〈1|+ 1

2
|1〉〈1| .

Logo, a condição de consistência é satisfeita se α = δ = 1

2
e β = (βη̄ + β̄θ̄)η

2
,

ou seja,

β = ±|β|
√

ηθ̄ .

Há ainda uma restrição óbvia sobre |β|: como αδ−|β|2 ≥ 0, segue que |β| ≤ 1

2
,

e assim está determinado o ponto fixo neste caso excepcional.

Resumindo:

– (II.A) Se |ψ〉 f
= |1〉+η|0〉√

2
e V =

(

0 η

θ 0

)

, onde |η| = |θ| = 1, o ponto

fixo é dado por:

ρ̂ =
1

2
|0〉〈0|+ β|0〉〈1|+ β̄|1〉〈0|+ 1

2
|1〉〈1| (A-4)

onde β = ±|β|
√

ηθ̄ e |β| ≤ 1

2
; ou seja, para um tal |ψ〉 o ponto fixo não

é único.

– (II.B) Em todos os outros casos, o ponto fixo do diagrama II é dado

por:
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ρ̂ = |〈ψ|0〉|2|0〉〈0|+ β|0〉〈1|+ β̄|1〉〈0|+ |〈ψ|1〉|2|1〉〈1| (A-5)

onde

β =
cā− ā− ab̄

c̄+ c− 1

e

a =
(

|〈ψ|0〉|2〈0|V |0〉+ |〈ψ|1〉|2〈1|V |1〉
)

〈1|ψ〉〈ψ|0〉
b = 〈1|V |0〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉
c = 〈0|V |1〉〈1|ψ〉〈ψ|0〉 .

A.1.3

Diagrama D.III

Temos

Tr2(U(ρ̂⊗ |ψ〉〈ψ|)U∗) = ρ̂|〈ψ|0〉|2 + V ρ̂V ∗|〈ψ|1〉|2

A condição de consistência é então escrita como:

ρ̂|〈ψ|0〉|2 + V ρ̂V ∗|〈ψ|1〉|2 = ρ̂

⇔ ρ̂(1− |〈ψ|1〉|2) + V ρ̂V ∗|〈ψ|1〉|2 = ρ̂

⇔ V ρ̂ = ρ̂V ,

desde que |〈ψ|1〉|2 6= 0, ou seja, |ψ〉
f

6= |0〉 (observe que, se |ψ〉 f
= |0〉, então a

condição de consistência se resume a ρ̂ = ρ̂, ou seja, a coleção de pontos fixos

é a esfera de Bloch inteira).

Se V for um múltiplo da identidade, a condição acima é obviamente

satisfeita, e então todos os pontos da esfera de Bloch são pontos fixos do

diagrama III. Se este não for o caso, então V ρ̂ = ρ̂V implica que ρ̂ é diagonal

na base {|ϕ1〉, |ϕ2〉} de autovetores de V . Logo, ρ̂ = α|ϕ1〉〈ϕ1|+ δ|ϕ2〉〈ϕ2|.
Resumindo:

– (III.A) Se |ψ〉 f
= |0〉, todos os pontos da esfera de Bloch são pontos fixos

do diagrama III.

– (III.B) Se |ψ〉
f

6= |0〉 e V é múltiplo da identidade, todos os pontos da

esfera de Bloch são pontos fixos do diagrama III.

– (III.C) Em todos os outros casos, os pontos fixos são dados por:

ρ̂ = α|ϕ1〉〈ϕ1|+ δ|ϕ2〉〈ϕ2| , (A-6)
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onde |ϕ1〉, |ϕ2〉 são os autovetores de V e α+ δ = 1.

A.1.4

Diagrama D.IV

Tomando ρ̂ na base computacional, temos que

Tr1(U(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)U∗) = α|0〉〈0|+ 〈ψ|V ∗|ψ〉|0〉〈1|+ 〈ψ|V |ψ〉|1〉〈0|+ δ|1〉〈1| .

Para que a condição de consistência seja satisfeita, devemos resolver a

seguinte equação:

β = β〈ψ|V ∗|ψ〉 ,

a qual só tem solução única (a saber, β = 0) se tivermos 〈ψ|V ∗|ψ〉 6= 1, ou

seja, se |ψ〉 não é autovetor de V associado ao autovalor 1.

Logo, concluindo:

– (IV.A) Se |ψ〉 é autovetor de V associado ao autovalor 1, então todos

os pontos da esfera de Bloch são pontos fixos do diagrama IV.

– (IV.B) Em todos os outros casos, os pontos fixos são dados por:

ρ̂ = α|0〉〈0|+ δ|1〉〈1| , (A-7)

onde α+ δ = 1.

A.2

Cálculo de ρout para os Diagramas de Deutsch

A partir das condições de consistência dadas no ińıcio deste caṕıtulo,

calcularemos ρout em função de ρ̂ geral, ou seja, não utilizaremos as expressões

de ponto fixo que foram obtidas na seção anterior.

A.2.1

Diagrama D.I

Temos que

ρout = Tr1 [(I ⊗ P0 + V ⊗ P1)(|ψ〉〈ψ| ⊗ ρ̂)(I ⊗ P0 + V ∗ ⊗ P1)]

= Tr (|ψ〉〈ψ|)P0ρ̂P0 + Tr (V |ψ〉〈ψ|)P1ρ̂P0 +

+Tr (|ψ〉〈ψ|V ∗)P0ρ̂P1 + Tr (V |ψ〉〈ψ|V ∗)⊗ P1ρ̂P1

E então:
ρout = (P0 + 〈ψ|V |ψ〉P1)ρ̂(P0 + 〈ψ|V ∗|ψ〉P1) . (A-8)
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A.2.2

Diagrama D.II

O traço parcial é o mesmo que foi utilizado no cálculo de ponto fixo do

diagrama III. Segue então que:

ρout = |〈0|ψ〉|2ρ̂+ |〈1|ψ〉|2V ρ̂V ∗ . (A-9)

A.2.3

Diagrama D.III

O traço parcial é o mesmo que foi utilizado no cálculo de ponto fixo do

diagrama II. Segue então que:

ρout = |〈ψ|0〉|2|0〉〈0|+ Tr(V ρ̂)〈1|ψ〉〈ψ|0〉|1〉〈0|+
+Tr(ρ̂V ∗)〈0|ψ〉〈ψ|1〉|0〉〈1|+ |〈ψ|1〉|2|1〉〈1| . (A-10)

A.2.4

Diagrama D.IV

O traço parcial é o mesmo que foi utilizado no cálculo de ponto fixo do

diagrama I. Segue então que:

ρout = 〈0|ρ̂|0〉|ψ〉〈ψ|+ 〈1|ρ̂|1〉V |ψ〉〈ψ|V ∗ . (A-11)

A.3

Para quais estados iniciais temos ρout puro?

Analisaremos agora sob quais condições temos ρout puro. Ao contrário

da seção anterior, ρ̂ não será uma matriz de densidade qualquer, mas sim um

ponto fixo do diagrama em questão.

Utilizaremos o seguinte critério: ρout é puro se e somente se ρ2out = ρout.

Para matrizes 2 x 2, isto é equivalente a det(ρout) = 0.

A.3.1

Diagrama D.I

Caso (1) Se V |ψ〉 = µ|ψ〉, segue por (A-2) que ρ̂ = |ψ〉〈ψ|. Substituindo
este resultado em (A-8), temos que ρout = (P0+ µP1)|ψ〉〈ψ|(P0+ µ̄P1), o qual

já é puro.

Caso (2) Se V |ψ〉 6= µ|ψ〉 e 〈ψ|V |ψ〉 = 0, então a equação (A-8) pode

ser reescrita como ρout = P0ρ̂P0+P1ρ̂P1 = α|0〉〈0|+δ|1〉〈1|, ou seja, ρout é uma
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combinação convexa de dois pontos extremos da esfera de Bloch, e portanto só

pode ser puro se α = 1 ou α = 0. Vamos verificar o que isto impõe sobre |ψ〉.
Se o ponto fixo for da forma (I.A), sabemos que ele não é único (dado pela

eq.A-1). Se α = 1, então ρ̂ = ρout = |0〉〈0|, e se α = 0, então ρ̂ = ρout = |1〉〈1|.
No caso em que o ponto fixo é da forma (I.B), a única restrição sobre |ψ〉

é que não podemos ter |ψ〉 f
= |0〉 e V |ψ〉 f

= |1〉 ao mesmo tempo. De acordo com

a equação (A-2), α = 1 implica que |ψ〉 f
= |0〉, e então a hipótese 〈ψ|V |ψ〉 = 0

é satisfeita se e somente se V |ψ〉 f
= |1〉, contradição. Analogamente, α = 0

implica que V |ψ〉 f
= |1〉, e então a hipótese 〈ψ|V |ψ〉 = 0 é satisfeita se e

somente se |ψ〉 f
= |0〉, contradição de novo.

Caso (3) Se V |ψ〉 6= µ|ψ〉 e 〈ψ|V |ψ〉 6= 0, então ρout é dado pela equação

(A-8). Na base computacional, podemos escrever

ρout =

(

α 〈ψ|V ∗|ψ〉β
〈ψ|V |ψ〉β̄ δ

)

Para descobrir em quais situações ρout é puro, vamos forçar que o determinante

de ρout seja igual a zero, ou seja, α(1 − α) − |〈ψ|V |ψ〉|2|β|2 = 0. De acordo

com as hipóteses deste caso, temos que |〈ψ|V |ψ〉|2 não pode ser 0 nem 1. Logo,

duas soluções óbvias seriam α = 1, β = 0, e α = 0, β = 0. Se nenhum destes

casos ocorre, teŕıamos

α =
1±

√

1− 4|〈ψ|V |ψ〉|2|β|2
2

.

Como ρ̂ é uma matriz positiva, segue que α(1 − α) − |β|2 ≥ 0. Logo, ao

substitúırmos o α encontrado:

(

1 +
√

1− 4|〈ψ|V |ψ〉|2|β|2
2

)(

1−
√

1− 4|〈ψ|V |ψ〉|2|β|2
2

)

− |β|2 ≥ 0

⇒ |〈ψ|V |ψ〉|2|β|2 − |β|2 ≥ 0

⇒ |〈ψ|V |ψ〉|2 ≥ 1

⇒ |〈ψ|V |ψ〉|2 = 1 ,

ou seja, |ψ〉 é autovetor de V , contradição.

Vamos verificar o que as soluções α = 1, β = 0 e α = 0, β = 0

impõem sobre |ψ〉. O caso em que ρ̂ é da forma (I.A) será descartado, pois

〈ψ|V |ψ〉 f
= 〈0|1〉 = 0, contradição. Já para o caso (I.B), a análise é análoga

a que foi feita anteriormente: de acordo com a equação (A-2), α = 1 implica

que |ψ〉 f
= |0〉, e então ρ̂ = ρout = |0〉〈0|. Se α = 0, então V |ψ〉 f

= |1〉, e assim
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ρ̂ = ρout = |0〉〈0|.
Resumindo, ρout é puro nos seguintes casos:

– Se V |ψ〉 = µ|ψ〉, então ρ̂ = |ψ〉〈ψ| e ρout = (P0 + µP1)|ψ〉〈ψ|(P0 + µ̄P1)

– Se |ψ〉 f
= |0〉 e V |ψ〉 f

= |1〉, então ρ̂ = |0〉〈0| implica que ρout = |0〉〈0|, e
ρ̂ = |1〉〈1| implica que ρout = |1〉〈1|

– Se |ψ〉 f
= |0〉, V |ψ〉

f

6= |0〉 e V |ψ〉
f

6= |1〉, então ρ̂ = ρout = |0〉〈0|

– Se |ψ〉
f

6= |0〉, |ψ〉
f

6= |1〉 e V |ψ〉 f
= |1〉, então ρ̂ = ρout = |1〉〈1|

A.3.2

Diagrama D.II

Caso (1) Se |ψ〉 f
= |0〉, então pelas equações (A-5) e (A-9), temos que

ρ̂ = ρout = |0〉〈0|.
Caso (2) Se |ψ〉 f

= |1〉, então as mesmas equações nos mostram que

ρ̂ = |1〉〈1| e ρout = V |1〉〈1|V ∗.

Caso (3) Se |ψ〉
f

6= |0〉, |ψ〉
f

6= |1〉, como |〈0|ψ〉|2 e |〈1|ψ〉|2 são

dois números reais, positivos e que somam 1, segue por convexidade que

ρout = |ξ〉〈ξ| se e somente se ρ̂ = V ρ̂V ∗ = |ξ〉〈ξ|, ou seja, V |ξ〉 = µ|ξ〉. Voltando
à equação (A-3), temos então que |ξ〉〈ξ| = (P0 + µP1)|ψ〉〈ψ|(P0 + µ̄P1). Logo,

|ψ〉 = (P0 + µ̄P1)|ξ〉.
Resumindo, ρout é puro nos seguintes casos:

– Se |ψ〉 f
= |0〉, temos ρ̂ = |0〉〈0| e ρout = |0〉〈0|.

– Se |ψ〉 f
= |1〉, temos ρ̂ = |1〉〈1| e ρout = V |1〉〈1|V ∗.

– Se |ψ〉 = (P0 + µ̄P1)|ξ〉 e V |ξ〉 = µ|ξ〉, então ρ̂ = ρout = (P0 +

µP1)|ψ〉〈ψ|(P0 + µ̄P1).
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A.3.3

Diagrama D.III

Caso (1) Se |ψ〉 f
= |0〉, segue pela equação (A-10) que ρout = |0〉〈0|.

Caso (2) Se |ψ〉 f
= |1〉, segue pela mesma equação que ρout = |1〉〈1|.

Caso (3) Se |ψ〉
f

6= |0〉, |ψ〉
f

6= |1〉, pela equação (A-6) temos que ρ̂

é diagonal na base de autovetores {|ϕ1〉, |ϕ2〉} de V , com autovalores α e δ.

Sejam µ1, µ2 os autovalores de V . Então V = µ1|ϕ1〉〈ϕ1|+µ2|ϕ2〉〈ϕ2|. Segue que
Tr(V ρ̂) = αµ1 + δµ2 e Tr(ρ̂V ∗) = αµ̄1 + δµ̄2. Como µ1 e µ2 são unimodulares,

podemos escrevê-los como µ1 = γa, µ2 = γā, onde |γ| = |a| = 1. Pela equação

(A-10) temos então que:

ρout = P0|ψ〉〈ψ|P0 + γ(αa+ δā)P1|ψ〉〈ψ|P0 +

+γ̄(αā+ δa)P0|ψ〉〈ψ|P1 + P1|ψ〉〈ψ|P1 ,

o qual deve ser um estado puro. Vamos então obter condições sobre α e δ para

que isto aconteça. Forçando det(ρout) = 0, chegamos a |αa + δā|2 = 1. Como

|a| = 1 e α + δ = 1, segue por convexidade que α = 0 ou δ = 0. Se α = 0,

então a equação (A-6) é escrita como ρ̂ = |ϕ2〉〈ϕ2|, e temos:

ρout = P0|ψ〉〈ψ|P0 + γāP1|ψ〉〈ψ|P0 + γ̄aP0|ψ〉〈ψ|P1 + P1|ψ〉〈ψ|P1 .

Se δ = 0, então a equação (A-6) é escrita como ρ̂ = |ϕ1〉〈ϕ1|, e temos:

ρout = P0|ψ〉〈ψ|P0 + γaP1|ψ〉〈ψ|P0 + γ̄āP0|ψ〉〈ψ|P1 + P1|ψ〉〈ψ|P1 .

Resumindo, ρout é puro nos seguintes casos:

– Se |ψ〉 f
= |0〉, ρout = |0〉〈0|;

– Se |ψ〉 f
= |1〉, ρout = |1〉〈1|;

– Se |ψ〉
f

6= |0〉, |ψ〉
f

6= |1〉, então

ρout =

(

a〈0|ψ〉
γ〈1|ψ〉

)

(

ā〈ψ|0〉 γ̄〈ψ|1〉
)

caso ρ̂ = |ϕ2〉〈ϕ2|; e

ρout =

(

ā〈0|ψ〉
γ〈1|ψ〉

)

(

a〈ψ|0〉 γ̄〈ψ|1〉
)
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caso ρ̂ = |ϕ1〉〈ϕ1|, onde γa e γā são os autovalores de V , e |ϕ1〉 e |ϕ2〉
são os respectivos autovetores.

A.3.4

Diagrama D.IV

Pela equação (A-11), temos que ρout é combinação convexa de dois

estados puros. Logo, ρout é puro se e somente se ρout = |ψ〉〈ψ| = V |ψ〉〈ψ|V ∗

(ou seja, |ψ〉 é autovetor de V ); 〈0|ρ̂|0〉 = 0 (o que implica que ρ̂ = |1〉〈1|, pela
equação (A-7)), e então ρout = V |ψ〉〈ψ|V ∗; 〈1|ρ̂|1〉 = 0 (o que implica que

ρ̂ = |0〉〈0|), e então ρout = |ψ〉〈ψ|.
Resumindo, ρout é puro nos seguintes casos:

– Se |ψ〉 é autovetor de V , então ρout = |ψ〉〈ψ|.
– Se |ψ〉 não é autovetor de V e ρ̂ = |1〉〈1|, então ρout = V |ψ〉〈ψ|V ∗.

– Se |ψ〉 não é autovetor de V e ρ̂ = |0〉〈0|, então ρout = |ψ〉〈ψ|.

A.4

Verificação de ortogonalidade entre os ρout

Neste caṕıtulo, procuraremos saber quais pares de vetores não-ortogonais

cada um dos diagramas de Deutsch consegue distinguir. Dados um diagrama

e uma matriz V , se o estado inicial do sistema for |ψi〉〈ψi| ⊗ ρ̂i, então o estado

final é ρ̂i ⊗ ρout,i, i = 1, 2. A condição para que |ψ1〉 e |ψ2〉 sejam distinguidos

é a seguinte: ρout,1 e ρout,2 devem ser puros e ortogonais entre si.
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A.4.1

Diagrama D.I

No caṕıtulo anterior, identificamos as seguintes classes de restrições sobre

|ψ〉 e ρ̂ para que ρout seja puro:

(A)

{

V |ψ〉 = µ|ψ〉
ρ̂ = |ψ〉〈ψ|

⇒ ρout = (P0 + µP1)|ψ〉〈ψ|(P0 + µ̄P1)

(B)











|ψ〉 = λ|0〉
V |ψ〉 = θ|1〉 ⇒ ρout = |0〉〈0|
ρ̂ = |0〉〈0|

(C)











|ψ〉 = λ|0〉
V |ψ〉 = θ|1〉 ⇒ ρout = |1〉〈1|
ρ̂ = |1〉〈1|

(D)























|ψ〉 = λ|0〉
V |ψ〉 6= µ|0〉
V |ψ〉 6= θ|1〉
ρ̂ = |0〉〈0|

⇒ ρout = |0〉〈0|

(E)























V |ψ〉 = θ|1〉
|ψ〉 6= λ|0〉
|ψ〉 6= ν|1〉
ρ̂ = |1〉〈1|

⇒ ρout = |1〉〈1|

Os vetores que queremos distinguir, |ψ1〉 e |ψ2〉, podem pertencer a uma

mesma classe ou a classes distintas.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (A):

Caso trivial, pois |ψ1〉 e |ψ2〉 são autovetores de V , logo já são ortogonais

entre si.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (B):

Temos

ρout,1 = (P0 + µP1)|ψ1〉〈ψ1|(P0 + µ̄P1)

ρout,2 = |0〉〈0|
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Forçando a ortogonalidade:

〈ψ1|(P0 + µ̄P1)|0〉 = 0

⇔
(

a b

)

(P0 + µ̄P1)

(

1

0

)

= 0

⇔
(

a b

)

(

1 0

0 µ̄

)(

1

0

)

= 0

⇔ a = 0

⇔ |ψ1〉 = η|1〉

Logo, como |ψ2〉 = |0〉, este é um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = (P0 + µP1)|ψ1〉〈ψ1|(P0 + µ̄P1)

ρout,2 = |1〉〈1|

Forçando a ortogonalidade:

〈ψ1|(P0 + µ̄P1)|1〉 = 0

⇔
(

a b

)

(P0 + µ̄P1)

(

0

1

)

= 0

⇔
(

a b

)

(

1 0

0 µ̄

)(

0

1

)

= 0

⇔ bµ̄ = 0

⇔ b = 0

⇔ |ψ1〉 = ν|0〉

Logo, como |ψ2〉 = |0〉, este é um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (D):

Caso trivial, exatamente como o caso em que |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (B).

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (E):

De acordo com o caso em que |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (C), teremos

|ψ1〉 = ν|0〉. Como |ψ1〉 ∈ (A), segue então que V |0〉 = µ|0〉, ou seja, |0〉 é
um autovetor de V . Como V é unitária, podemos afirmar que |1〉 também
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Distinção Ótima de Estados Quânticos por CTC’s Pós-Selecionadas 69

é autovetor. Seguindo a hipótese da classe (E) sobre a matriz V , temos

que V |ψ〉 = θ|1〉. Logo, usando as informações anteriores, afirmamos que

|ψ2〉 = η|1〉, contrariando a hipótese |ψ2〉 6= ν|1〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (B):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (C):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (D):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (E):

Pelas hipóteses da classe (B), temos que |ψ1〉 = λ|0〉 e V |0〉 = θ|1〉. Já
uma das hipóteses da classe (E) é que V |ψ2〉 = θ|1〉. Logo, segue que

|ψ2〉 = ν|0〉, e obtemos um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (C):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (D):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (E):

Este caso não se aplica, pois ρout,1 = ρout,2 = |1〉〈1|, logo nunca serão

ortogonais entre si.

– Se |ψ1〉 ∈ (D) e |ψ2〉 ∈ (D):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (D) e |ψ2〉 ∈ (E):

Este é um caso que realmente consegue distinguir dois vetores não-

ortogonais: temos que ρout,1 = |0〉〈0|, ρout,2 = |1〉〈1| (obviamente

ortogonais entre si) e as hipóteses sobre |ψ〉 e V dadas nas classes (D) e

(E) não nos levam a nenhuma contradição ou trivialidade.
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– Se |ψ1〉 ∈ (E) e |ψ2〉 ∈ (E):

Este caso não se aplica, pois ρout,1 = ρout,2 = |1〉〈1|, logo nunca serão

ortogonais entre si.

Concluindo: o diagrama I de Deutsch só consegue distinguir vetores não-

ortogonais |ψ1〉 e |ψ2〉 tais que

|ψ1〉 = λ|0〉
|ψ2〉 = θV ∗|1〉 ,

que é exatamente o caso que Brun tratou em seu artigo.

A.4.2

Diagrama D.II

No caṕıtulo anterior, identificamos as seguintes classes de restrições sobre

|ψ〉 e ρ̂ para que ρout seja puro:

(A)

{

|ψ〉 = λ|0〉
ρ̂ = |0〉〈0|

⇒ ρout = |0〉〈0|

(B)

{

|ψ〉 = θ|1〉
ρ̂ = |1〉〈1|

⇒ ρout = V |1〉〈1|V ∗

(C)











|ψ〉 = (P0 + ν̄P1)|ξ〉
V |ξ〉 = ν|ξ〉
ρ̂ = |ξ〉〈ξ|

⇒ ρout = |ξ〉〈ξ|

Os vetores que queremos distinguir, |ψ1〉 e |ψ2〉, podem pertencer a uma

mesma classe ou a classes distintas.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (A):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (B):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = θ|1〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = |0〉〈0|
ρout,2 = |ξ〉〈ξ|
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Forçando a ortogonalidade:

〈0|ξ〉 = 0

⇔ |ξ〉 = θ|1〉

Logo,

|ψ2〉 = (P0 + ν̄P1)|ξ〉

=

(

1 0

0 ν̄

)(

0

θ

)

=

(

0

ν̄θ

)

= µ|1〉 ,

e então, como |ψ1〉 = λ|0〉, chegamos a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (B):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = θ|1〉 e |ψ2〉 = ν|1〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = V |1〉〈1|V ∗

ρout,2 = |ξ〉〈ξ|

Forçando a ortogonalidade (e lembrando o fato de que V |ξ〉 = ν|ξ〉):

〈1|V ∗|ξ〉 = 0

⇔ ν̄〈1|ξ〉 = 0

⇔ 〈1|ξ〉 = 0

⇔ |ξ〉 = λ|0〉 ,
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Logo,

|ψ2〉 = (P0 + ν̄P1)|ξ〉

=

(

1 0

0 ν̄

)(

λ

0

)

=

(

λ

0

)

= λ|0〉 ,

e então, como |ψ1〉 = θ|1〉, chegamos a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos que

|ψ1〉 = (P0 + ν̄P1)|ξ1〉
|ψ2〉 = (P0 + ν̄P1)|ξ2〉 ,

onde |ξ1〉 e |ξ2〉 são os autovetores de V .

Como V é unitária, |ξ1〉 e |ξ2〉 são ortogonais entre si. Além disso, P0+ν̄P1

também é uma matriz unitária, logo preserva a ortogonalidade entre os

vetores. Ou seja, |ψ1〉 e |ψ2〉 já são ortogonais entre si, nos levando a um

caso trivial.

Concluindo: o diagrama II de Deutsch não consegue distinguir quaisquer

par de vetores não-ortogonais.

A.4.3

Diagrama D.III

No caṕıtulo anterior, identificamos as seguintes classes de restrições sobre

|ψ〉 e ρ̂ para que ρout seja puro:
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(A)
{

|ψ〉 = λ|0〉 ⇒ ρout = |0〉〈0|

(B)
{

|ψ〉 = θ|1〉 ⇒ ρout = |1〉〈1|

(C)











|ψ〉 6= λ|0〉
|ψ〉 6= θ|1〉
ρ̂ = |ϕ2〉〈ϕ2|

⇒ ρout =

(

a〈0|ψ〉
γ〈1|ψ〉

)

(

ā〈ψ|0〉 γ̄〈ψ|1〉
)

(D)











|ψ〉 6= λ|0〉
|ψ〉 6= θ|1〉
ρ̂ = |ϕ1〉〈ϕ1|

⇒ ρout =

(

ā〈0|ψ〉
γ〈1|ψ〉

)

(

a〈ψ|0〉 γ̄〈ψ|1〉
)

,

onde γa, γā (|γ| = 1, |a| = 1) são os autovalores de V , e |ϕ1〉, |ϕ2〉 são os

respectivos autovetores.

Os vetores que queremos distinguir, |ψ1〉 e |ψ2〉, podem pertencer a uma

mesma classe ou a classes distintas.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (A):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = ν|0〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (B):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = λ|0〉 e |ψ2〉 = θ|1〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = |0〉〈0|

ρout,2 =

(

a〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

ā〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

〈0|(a〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ a〈0|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ2〉 = θ|1〉 ,

o que nos leva a uma contradição com a hipótese |ψ2〉 6= θ|1〉 da classe

(C).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611665/CA
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– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (D):

Temos

ρout,1 = |0〉〈0|

ρout,2 =

(

ā〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

a〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

〈0|(ā〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ ā〈0|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ2〉 = θ|1〉 ,

o que nos leva a uma contradição com a hipótese |ψ2〉 6= θ|1〉 da classe

(D).

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (B):

Caso trivial, pois |ψ1〉 = θ|1〉 e |ψ2〉 = ν|1〉.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = |1〉〈1|

ρout,2 =

(

a〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

ā〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

〈1|(a〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ γ〈1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ2〉 = λ|0〉 ,

o que nos leva a uma contradição com a hipótese |ψ2〉 6= λ|0〉 da classe

(C).

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (D):
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Temos

ρout,1 = |1〉〈1|

ρout,2 =

(

ā〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

a〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

〈1|(ā〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ γ〈1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ2〉 = λ|0〉 ,

o que nos leva a uma contradição com a hipótese |ψ2〉 6= λ|0〉 da classe

(D).

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 =

(

a〈0|ψ1〉
γ〈1|ψ1〉

)

(

ā〈ψ1|0〉 γ̄〈ψ1|1〉
)

ρout,2 =

(

a〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

ā〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

(ā〈ψ1|0〉〈0|+ γ̄〈ψ1|1〉〈1|)(a〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ 〈ψ1|0〉〈0|ψ2〉+ 〈ψ1|1〉〈1|ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)|ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (D):
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Temos

ρout,1 =

(

a〈0|ψ1〉
γ〈1|ψ1〉

)

(

ā〈ψ1|0〉 γ̄〈ψ1|1〉
)

ρout,2 =

(

ā〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

a〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

(ā〈ψ1|0〉〈0|+ γ̄〈ψ1|1〉〈1|)(ā〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ ā2〈ψ1|0〉〈0|ψ2〉+ 〈ψ1|1〉〈1|ψ2〉 = 0 ,

logo, se a condição acima for satisfeita, podemos distinguir vetores das

classes (C) e (D).

– Se |ψ1〉 ∈ (D) e |ψ2〉 ∈ (D):

Temos

ρout,1 =

(

ā〈0|ψ1〉
γ〈1|ψ1〉

)

(

a〈ψ1|0〉 γ̄〈ψ1|1〉
)

ρout,2 =

(

ā〈0|ψ2〉
γ〈1|ψ2〉

)

(

a〈ψ2|0〉 γ̄〈ψ2|1〉
)

Forçando a ortogonalidade,

(a〈ψ1|0〉〈0|+ γ̄〈ψ1|1〉〈1|)(ā〈0|ψ2〉|0〉+ γ〈1|ψ2〉|1〉) = 0

⇔ 〈ψ1|0〉〈0|ψ2〉+ 〈ψ1|1〉〈1|ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)|ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

Concluindo: o diagrama III de Deutsch pode distinguir vetores |ψ1〉 e
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|ψ2〉 não-ortogonais entre si somente nos casos em que











































|ψi〉 6= λ|0〉 , |ψi〉 6= θ|1〉 , i = 1, 2

V = γU∗

(

a 0

0 ā

)

U , |γ| = 1 , |a| = 1 , U unitária

ā2〈ψ1|0〉〈0|ψ2〉+ 〈ψ1|1〉〈1|ψ2〉 = 0

A.4.4

Diagrama D.IV

No caṕıtulo anterior, identificamos as seguintes classes de restrições sobre

|ψ〉 e ρ̂ para que ρout seja puro:

(A)
{

V |ψ〉 = µ|ψ〉 ⇒ ρout = |ψ〉〈ψ|

(B)

{

V |ψ〉 6= µ|ψ〉
ρ̂ = |1〉〈1|

⇒ ρout = V |ψ〉〈ψ|V ∗

(C)

{

V |ψ〉 6= µ|ψ〉
ρ̂ = |0〉〈0|

⇒ ρout = |ψ〉〈ψ| .

Os vetores que queremos distinguir, |ψ1〉 e |ψ2〉, podem pertencer a uma

mesma classe ou a classes distintas.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (A):

Caso trivial, pois |ψ1〉 e |ψ2〉 são autovetores de V , logo já são ortogonais

entre si.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (B):

Temos

ρout,1 = |ψ1〉〈ψ1|
ρout,2 = V |ψ2〉〈ψ2|V ∗

Para ortogonalidade, devemos ter

〈ψ1|V |ψ2〉 = 0 .
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Como V |ψ1〉 = µ|ψ1〉, segue que 〈ψ1|V |ψ2〉 = µ〈ψ1|ψ2〉. Logo,

〈ψ1|V |ψ2〉 = 0

⇔ µ〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (A) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = |ψ1〉〈ψ1|
ρout,2 = |ψ2〉〈ψ2|

Forçando a ortogonalidade,

〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (B):

Temos

ρout,1 = V |ψ1〉〈ψ1|V ∗

ρout,2 = V |ψ2〉〈ψ2|V ∗

Forçando a ortogonalidade,

〈ψ1|V ∗V |ψ2〉 = 0

⇔ 〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

– Se |ψ1〉 ∈ (B) e |ψ2〉 ∈ (C):
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Temos

ρout,1 = V |ψ1〉〈ψ1|V ∗

ρout,2 = |ψ2〉〈ψ2|

Para ortogonalidade, devemos ter

〈ψ1|V ∗|ψ2〉 = 0

⇒ 〈ψ2|V |ψ1〉 = 0 ,

logo, se a condição acima for satisfeita, podemos distinguir vetores das

classes (B) e (C).

– Se |ψ1〉 ∈ (C) e |ψ2〉 ∈ (C):

Temos

ρout,1 = |ψ1〉〈ψ1|
ρout,2 = |ψ2〉〈ψ2|

Forçando a ortogonalidade,

〈ψ1|ψ2〉 = 0

⇔ |ψ1〉 e |ψ2〉 são ortogonais entre si ,

o que nos leva a um caso trivial.

Concluindo: o diagrama IV de Deutsch pode distinguir vetores |ψ1〉 e |ψ2〉
não-ortogonais entre si somente nos casos em que























|ψ1〉 e |ψ2〉 não são autovetores de V

ρ̂1 = |1〉〈1|
ρ̂2 = |0〉〈0|
〈ψ2|V |ψ1〉 = 0
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