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Apêndice A  

Para encontrar a relação teórica entre a volatilidade do valor de mercado de 

uma empresa (σE) e a volatilidade do valor dos ativos da empresa (σA), é preciso 

começar escrevendo a famosa EDP de BLACK e SCHOLES (1973): 

 

0)(
2

1 22 =++−−+ ytvvv CFrFFCrVFvσ  

 

Isolando,  

yvytvv CrFFCrVFFv −+−−=+ )(
2

1 22σ              (A.1) 

 

 

Agora, a equação do Lemma de Itô24: 

dtFdVFdVFdV tvvv ++= 2)(
2

1
 

 

Lembrando que o ativo segue um MGB 

dzVdtVdV AAAA σµ +=               (A.2) 

 

Substituindo o MGB (A.2) do ativo na equação do Lemma de Itô: 

 

dtFdVFdzVdtVFdV tvvAAAv +++= 2)(
2

1
)( σµ  

 

Sabendo que 2222222
2

...2 dwVdwdtVdtVdV AAAAA σσµµ ++= = 

dtVA

22σ  

                                                 
24 Para discussão rigorosa do Lemma de Itô, veja MCKEAN 1969 ou então ANEXO C. 
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dtFdtVFdzVFdtVFdV tvvAAvAv +++= 22

2

1
σσµ

dzVFdtFVFVFdV AAvtvvv σµσ +++= )
2

1
( 22  

 

Fazendo, µV= (µV – C), ou seja, com presença de dividendos, 

obtém-se:  

 

dzVFdtFFCVVFdV AAvtvvv σµσ ++−+= ))(
2

1
( 22           (A.3) 

 

Substitui-se na equação A.3 a equação A.1, 

 

 

dzVFdtCrFFCrVFCVdV AAvyvv σµ +−+−−−= ))()((  

 

Calculando, tem-se: 

 

dzVFdtCrFVFrdV AAvyv σµ +−+−= ))((                     (A.4) 

 

Analisando as equações A.2 e a equação A.4, verifica-se que os parâmetros 

são iguais, ou seja: 

 

rFVFrV vA +−= )(µµ  

 

rF
VFr

V
y

A +
−

=
σ

σµ
µ

)(
 

y

A

VFr
Vr

σ

σµ
µ

)(
)(

−
=−    com isso é encontrada a relação desejada,   

vyA VFV σσ =  

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611759/CA



   114 

  A

A

E

E

A

E
V

V

V

V
σσ

∂

∂








=                  (A.5) 

 

 

No modelo de BLACK e SCHOLES (1973), pode-se mostrar que  

)( 1dN
V

V

A

E =
∂

∂

 , então pelo modelo de MERTON (1974), a relação das 

volatilidades dos assets com o equity é: 

 

A

E

A

E dN
V

V
σσ )( 1








=

          (A.6) 
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Apêndice B  

Neste apêndice será visto o detalhamento da formulação de MERTON 

(1974) para encontrar a probabilidade de default de firmas: 

 

Primeiramente será assumido que os ativos seguem em MGB 

 

dWVdtVdV AAAA σµ +=      ),0( dtNdW ≈   

 

 

Seja f = ln V A  

pelo lemma de Itô 25,       

                            2

2

2

2
1)(ln A

A

A

A

A dV
dV

fd
dV

dV

df
Vdf +=      26            (B.1) 

                          

Calculando,  

AA

o

A VdV

Vd

dV

df 1)(ln
==   (B.2)      e           

22

2

2

2 1
)1()(ln

AA

A

A

o

A VdV

V
d

dV

Vd

dV

fd −
===   (B.3)   

 

 

Agora substitui B.2 e B.3 na equação B.1: 

dtV
V

dV
V

Vdf AA

A

A

A

A

22

2

1
2

11
)(ln σ








−+=  

  

                                                 
25 Parcela sem o resto de Itô e a parcela em dt. Para mais detalhes verificar Anexo C  

26 2222222
2

...2 dwVdwdtVdtVdV AAAAA σσµµ ++= , sabendo que dt2 = 0,  dt.dw = 0 e dw2 = dt 

Reescrevendo: dtVdV AAA

22
2

σ=  
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dtdV
V

Vdf AA

A

A

2

2

11
)(ln σ−=              (B.4)     

 

Substituindo a equação B.4 no MGB do ativo: 

( ) dtdwVdtV
V

Vdf AAAA

A

A

2

2

1
.

1
)(ln σσµ −+=  

 

Calculando,  

 

   

 

O próximo passo é integrar pelos dois lados: 

 

dwdtVd
tt

t
AA

tt

t

tt

t
A ∫∫∫

∆+∆+∆+

+−= σσµ )2
1()(ln 2  

 

 

ln )()2
1( 2

,

,
tttAA

tA

ttA
wwt

V
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−+∆−=













∆+

∆+
σσµ     

 

Sabendo que: 

t

ww ttt

tt
∆

−
= ∆−

∆+ε  sendo )1,0(NTt ≈+ε  

O objetivo de fazer isso é "normalizar" o erro. Com isso, obtém-se a 

seguinte relação importante: 

 

ttA

A

tAttA ttVV ∆+∆+ ∆+∆−+= εσ
σ

µ .)
2

(lnln
2

,,  

                                                                              

Sabendo que a probabilidade de default é dada pela equação: 

 

tAtttAtdef VBVobP ,,. /[Pr ≤= ∆+ ] = Prob [ln ( ≤∆+ ), ttAV  ]/)ln( ,tAt VB  

 

dwdtVdf AAA σσµ +







−= 2

2

1
)(ln
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É a probabilidade de o valor dos ativos ser menor do que o valor contábil 

das suas dívidas. 

 

P ]0/)ln()[ln(Pr ,,, ≤−= ∆+ tAtttAtdef VBVob  

 

 = Prob [ ln tAV , + ( 0)ln(.)
2

2

≤−∆+∆− ∆+ tttA
A Btt εσ

σ
µ ] 

  

 = Prob [ ln ttAt
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∆
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Portanto, a fórmula desejada para a distância de default: 
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Apêndice C 

Processo de Wiener Generalizado e Movimento Browniano Simples 

O processo de Wiener generalizado pode ser descrito pela seguinte equação: 

 

                                 dx = a (x,t) dt + b (x,t) dz               (C.1) 

 

Onde a(x,t) é a função não-aleatória de tendência, b(x,t) é a função não-

aleatória de variância, as variáveis presentes nesta fórmula serão definidas 

adiante. Além de ser um processo estocástico não-estacionário 

fundamentalmente pelo fato de a sua variância crescer linearmente no tempo, 

o processo de Wiener possui três características principais, conforme afirmam 

DIXIT e PINDYCK (1994): 

 

1. É considerado como um processo de Markov pelo fato de que a 

distribuição de probabilidades dos valores futuros do processo depende 

somente do seu valor atual, ou seja, não é afetado pelos valores passados do 

processo ou por qualquer informação; 

 

2. Apresenta incrementos independentes, ou seja, a distribuição de 

probabilidade para as variações no processo em qualquer intervalo de tempo 

são independentes de qualquer outro intervalo de tempo (que não se 

sobreponha ao primeiro); 

 

3. Variações no processo em qualquer intervalo finito de tempo têm 

distribuição normal, com uma variância proporcional (linear) ao intervalo de 

tempo ocorrido. 
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Portanto, supondo que um processo de Wiener apresente uma variável 

z(t), sua variação ( ∆z ) em um intervalo de tempo ( ∆t ) seria dada pela 

fórmula: 

∆z = εt t∆  , onde, εt é uma variável  aleatória com distribuição 

normal, ou seja, εt ~ N(0,1); e os valores de ∆z , para quaisquer intervalos, são 

independentes. Além disso, a variável aleatória (εt) não tem correlação serial, 

ou seja: 

 

E( εt , εs) = 0 para t ≠ s . 

 

Ao se considerar um intervalo de tempo infinitesimalmente pequeno, ou 

seja, ∆t→ 0 , refletindo na derivada dt = 0, é possível representar o incremento 

do Processo de Wiener (dz) no tempo contínuo como: 

 

dz = εt t∆    (C.2) 

 

Pelo fato de que εt ~ N(0,1) e tomando a equação C.2, pode-se verificar 

que o valor esperado da variação de z é zero e sua variância é proporcional ao 

intervalo de tempo da variação (dt): 

 

E[dz] = E[ εt ]. dt  = 0, pois E[ εt ] = 0     (C.3) 

 

Var [dz] = Var [ε t . dt  ] = ( dt  )2.Var [ε t ] = dt .(1)2 = dt , pois o 

DP [ε ] = 1. (C.4) 

 

Logo, define-se que: dz = ε t . dt ↔ dz ~ N( 0, dt )             (C.5) 

 

Voltando à equação generalizada do Processo de Wiener, que já foi 

anteriormente descrito: 

 

                                             dx = a (x,t) dt + b (x,t) dz           (C.1) 
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Onde, 

• dz é o chamado incremento de Wiener; 

• a(x,t) e b(x,t) são funções não aleatórias conhecidas. 

Substituindo-se os parâmetros a(x,t) e b(x,t) por, respectivamente, α 

(conhecido como parâmetro drift) e σ (parâmetro de variância), ambos 

constantes, chega-se à seguinte equação: 

 

dx =α dt +σ dz                 (C.6) 

 

Nesta equação, α representa o parâmetro de tendência no tempo (ou 

crescimento), σ o parâmetro de variância, que exprime a incerteza ou ruído do 

processo, ou seja, determina a amplitude dos choques aleatórios que x sofre ao 

longo do tempo e é conhecido como volatilidade, e x é um processo 

estocástico. 

Considerando-se em um intervalo de tempo ∆t, a mudança em x, 

denotada por ∆x, tem-se: 

 

∆x = α∆t +σε dt                (C.7) 

Onde: 

E[∆x ] = α ∆t          (C.8) 

Var[∆x ] = σ2 ∆t     (C.9) 

 

O processo dx pode ser representado pela soma de um componente 

determinístico (drift ou tendência) com um componente aleatório 

normalmente distribuído. Pela equação C.2, a soma de uma constante com 

uma variável aleatória normal resulta numa variável (dx) também normal com 

média α e variância σ2. 

O movimento geométrico browniano é, em geral, utilizado para modelar 

preço, taxas de juros, preços de produtos e outras variáveis financeiras e 

econômicas. A restrição que existe ao uso do Movimento Geométrico 

Browniano é o fato de que este processo pode divergir, levando x(t) para o 

infinito, de forma que alguns modelos que seguem este processo podem não 
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ser muito realistas (Brandão, 2001). Uma representação gráfica deste processo 

está apresentada na figura abaixo: 

 

Figura 30 – Aumento da Variância conforme aumenta o tempo de previsão 

Fonte: Notas de Aula; Prof. Marco Antonio Dias  
 

O processo de Wiener é um processo estocástico em tempo contínuo. 

Este processo é caracterizado por ser um processo de Markov, em tempo 

contínuo, e pode ser utilizado para representar a dinâmica do valor de um 

projeto, preços de vendas de mercadorias e variáveis em geral, que se 

desenvolvem estocasticamente no tempo e que afetam a decisão de investir. 

Conforme DIXIT e PINDYCK (1994), este processo estocástico contínuo de 

Itô x(t) também pode ser representado pela equação C.1. O processo de Itô é 

conhecido como Movimento Browniano Generalizado. 

 

No MGB, os parâmetros drift e variância são dados por: 

a(x,t) = αx 

b(x,t) = σx 

Substituindo estes valores na equação do processo de Ito, tem-se: 

 

dx =α x dt +σ x dz    ou      
dzdt

x

dx
σα +=

         (C.10) 
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Assim, o comportamento dinâmico de uma variável aleatória, cuja taxa 

de retorno contínua tem distribuição normal, pode ser descrito pelo MGB. 

conforme mostra a equação C.10. Contudo, para se manipular esta equação, é 

preciso um resultado importante de cálculo estocástico conhecido como Lema 

e Itô. 

O processo do MGB tende a divergir para longe do seu ponto de partida 

original. Esta característica não costuma ser desejada para algumas variáveis 

como, por exemplo, o preço de commodities. É interessante ressaltar também 

que o MGB nunca assume valores negativos e, portanto, mais adequados para 

representar o movimento do preço de ativos financeiros.  

Voltando ao caso de processos de Itô, sabe-se que eles são processos 

contínuos no tempo, mas que não são diferenciáveis pelas regras ordinárias de 

cálculo. Entretanto, isto seria essencial para a valoração de uma opção. Sendo 

assim, faz-se necessário utilizar-se o Lema de Itô, chamado também de 

Teorema Fundamental do Cálculo Estocástico. 

 

Lema de Itô 

 

O Lema de Itô pode ser entendido como uma versão da Expansão de 

Taylor para o cálculo estocástico. O Lema de Itô permite que sejam calculadas 

funções (ou transformações) processos de Itô. Assim, considerando-se ainda a 

função F(x,t), que é diferençável ao menos duas vezes em relação a x, e uma 

vez em relação a t, utilizando-se o Lema de Itô, esta derivada será: 

 

)(2
1 2

2

2

xRdx
dx

Fd
dt

dt

dF
dx

dx

dF
dF +++=  

 

Onde,  

...
2

1

6

1
)( 4

4
3

3
++= dx

dx

Fd
dx

dx

dF
xR  

Conhecido como Resto de Itô. 
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Convencionalmente adota-se dt
n
 = 0 para n > 1, dz

2
 = dt  

27 

Além disso, sabendo que x segue processo de Itô - dztxbdttxadx ),(),( += : 

dttxbdttxbdttxbtxadttxadx ),(),().,(),(),( 2222322
2

=++=            

n > 2 → dx
n
 = 0, ou seja, os termos contidos no Resto de Itô "desaparecem" na 

fórmula. 
 

Substituindo-se este resultado na equação C.10, tem-se o Lema de Itô: 
 
 

dz
dx

dF
txbdtdx

dx

Fd
b

dx

dF
txadt

dt

dF
dF ),(2

1),( 2
2

2
2 +












++=  

 

 

                                                 

27 var [dz]= Var [εt . dt  ] = ( dt  )
2
 . Var [ εt ] = dt 

Var(dz) = E[(dz - E[dz])
2
] =  E[dz]

2 
= dt 

Var(dz
2
) = 0 → E [(dz

2
 – E[dz

2
])

2
] = 0 → dz

2 
= E [dz

2
] ∴dz2 = dt 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611759/CA




