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Introducao

O ponto de partida deste trabalho foi considerar a discretizacao por

diferencas finitas do problema de Dirichlet nao linear

F(u)=—Au— f(x,u) =h, em
u =0, em OS2

onde 2 C R™ é um aberto limitado com fronteira Lipschitz e f : R — R é suave
satisfazendo certas condigoes de crescimento. E especialmente interessante
considerar o caso h = —t¢, onde ¢ é o autovetor positivo associado ao menor
autovalor de —A com condicoes de Dirichlet em Q2 e t > 0.

A discretizacao desse operador nos conduz ao estudo da aplicacao

F: R —- R»
) (1_1)
w e Au— f(u)

onde a matriz A é simétrica e positiva definida (os detalhes, familiares entre

analistas numéricos, se encontram no Apéndice 6.4) e

fu) = (filur), faluz), ., fu(un))".

As hipdteses sobre as coordenadas g = f; fazem parte da teoria eliptica
habitual: as vezes, g é superlinear, as vezes assintoticamente linear, as vezes
apenas continua e linear sobre os niimeros negativos e positivos. Grande parte
dos resultados tratam de fungoes f; convexas. Sob essas condigoes, a EDP
F(u) = —t¢ é uma linha de pesquisa ativa nos tltimos trinta anos, dando
origem a diversos resultados de multiplicidade de solucoes, além de conjecturas
indicando areas de pesquisa pouco entendidas. Nosso interesse original era
justamente buscar mais compreensao geométrica sobre a chamada conjectura
de Lazer-McKenna [LMcK], que cota por baixo o ntimero de solugoes, para t
grande, em termos do nimero de autovalores de —A que estejam na imagem
de f” — vamos supor nessa introdugao, para simplificar, que f(z,u) = f(u) e

f ¢ estritamente convexa.
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A conjecture diz que se f : R — R ¢é C! e se

lirf fz)=pe lim f(z)=v

com p < Ay < v, v ¢o(—A) e o intervalo (u,r) contendo ao menos os k + 1

autovalores de —A em {2 contando a multiplicidade, entao a equacao

—Au — f(u) = —tpy —v, em
u =0, em 0f)

tem ao menos 2(k + 1) solugbes para ¢ > 0 suficientemente grande. Aqui
é um dominio limitado de R™, ¢; é a autofuncao positiva correspondente ao
primeiro autovalor A; de —A e v € L*(Q).

Quando f é convexa e o fecho da imagem de f’ nao contém nenhum
dos autovalores de A, Hammerstein [HAM] e Dolph [DOL] mostraram que
F(u) = —Au — f(u) é um difeomorfismo entre dois espagos de fungoes
apropriados. E facil demonstrar as contrapartidas discretas desse resultado:
o mais importante, talvez, é perceber que o que torna o resultado verdadeiro
nao tem nada a ver com o laplaciano.

Da mesma forma, quando o fecho da imagem de f’ s6 contém o menor au-
tovalor de —A, encontramos os resultados seminais de Ambrosetti-Prodi [AP],
imediatamente amplificados por Manes-Micheletti [MM] e maravilhosamente
geometrizados por Berger e Podolak [BP]: nesse caso, F é uma dobra global
entre dois espacos de funcoes, e assim alguns valores tém duas pré-imagens,
outros nao estdo na imagem e existe um hiperplano (topolégico) na imagem
consistindo de pontos com uma tnica pré-imagem. Mais uma vez, os resultados
estendem naturalmente para a situagao discreta, e a participacao do laplaciano
¢ minima.

Varios autores consideraram mutacoes dos casos anteriores: interagoes
com um unico autovalor, nao necessariamente o primeiro, ou a interagao com
os primeiros k autovalores (o contexto da conjectura de Lazer-McKenna). Falta
intuigao, e provavelmente a analise numérica sugerida em [CAL] pode ajudar.

Outra classe abundante de resultados se relaciona com o comportamento
assintético das pré-imagens, isto é, as solugoes de —Au — f(u) = —t¢, onde
¢ é o autovetor positivo de —A associado ao menor autovalor A\; (o ground
state) e t > 0. Entre vérios autores (Lupo [LSS], Ruf [RUF]), ressaltam
para esse trabalho os resultados de Costa, Figueiredo e Srikanth [CFS] e os
de Solimini [SOL]. Combinando resultados desses autores, foi demonstrada a

conjectura para dimensao 1: a equagao —u" — f(u) = —t¢p, u(0) = u(n) = 0
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tem exatamente 2k solucoes, para ¢ > 0 e f convexa tal que o fecho da
imagem de f’ contém os primeiros k& nimeros quadrados positivos (isto é, os k
menores autovalores do operador segunda derivada com condigoes de Dirichlet
em [0, 7]).

Aqui, entretanto, a pergunta é — o que acontece quando a nao lineari-
dade interage com muitos autovalores, possivelmente com todos? Nada mais
diferente do que a conjectura de Lazer-McKenna nos leva a pensar. O resul-
tado mais interessante deste trabalho é o Teorema 5.11, descrito a seguir. Um
ortante em R"™ é uma componente conexa (aberta) obtida apds a remocao dos
pontos tendo alguma coordenada nula. Em particular, ha 2" ortantes em R",

dados pelos sinais de cada coordenada de seus pontos.

Teorema Sejam A uma matriz simétrica e a e b numeros reais satisfazendo

alguma das duas hipoteses abaixo:
(1) a < A\ € suficientemente negativo e b > X\, € suficientemente grande;

(1) a matriz A € positiva, com entradas fora da diagonal nao positivas, a < A\

e b >\, € suficientemente grande.

Entao eziste to > 0 tal que a equacio Fu(u) =y —tp, t > to, p > 0, possui
exatamente 2" solucoes, uma no interior de cada ortante de R™, onde Fy :
R" — R™ ¢ dada por Fu(u) = Au — f(u) com f(u) = (fi(u1),. .., fulun))?,
e cada f; € suave, estritamente convexa, com comportamento assintotico dado

por

lim

r——00 (—Qj) r—oo I

Uma matriz A com as caracteristicas listadas acima é conhecida como matriz
de Stieltjes.

Experimentos apresentados no Capitulo 4 mostram que existe algo se-
melhante a uma transicao de fase no nimero de pré-imagens, a medida que o
parametro b vai superando mais autovalores de A — no principio, o ntimero
acompanha o crescimento em progressao aritmética do tipo Lazer-McKenna,
mas parece existir um salto para o modo exponencial quando certa fragao do
espectro é superada.

H& muito pouco a se guardar da situagao continua: do laplaciano, restam
as propriedades listadas no teorema para a matriz A, que alids sao satisfeitas
pelas discretizagoes habituais do laplaciano. Quanto ao ground state ¢, nao ha
nada de especial nele, qualquer vetor positivo tem propriedades semelhante,

talvez para comportamento assintético mais tardio.
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Para demonstrar o resultado, sao necessarios varios passos inter-
mediarios. Mais do que uma sequéncia de lemas preparatérios, a demonstragao
final segue de uma sequéncia de escolios, isto €, argumentos apresentados
em demonstragoes de proposigoes mais simples. Assim, a aplicagdo F(u) =
Au— fae(u) com nao linearidade assintoticamente linear descrita acima, e estu-
dada em detalhe no Capitulo 5, é aproximada por Fy,(u) = Au — fye(u), onde
a derivada das coordenadas de f,, s6 toma dois valores, a e b, respectivamente
sobre nimeros negativos e positivos. Esse caso, a nao linearidade linear por
partes, é tratado no Capitulo 4. No Capitulo 3, estuda-se o caso superlinear
Fy(u) = Au — fy(u), que por sua vez tem uma simplificagao fundamental, a
eliminagao da parte linear.

Talvez o exemplo mais simples seja justamente a fungao u € R” — G(u)
dada por

w= (U, ... up) — —(ud, ... ud),

para a qual é claro que a equagao G(u) = —p tem 2" solugoes para qualquer
vetor p de coordenadas estritamente positivas. Geometricamente, a situacao
é clara: o dominio é dobrado n vezes, sobrepondo-se 2" vezes sobre o ortante
negativo. O conjunto critico consiste da uniao dos hiperplanos coordenados,
onde dobras ocorrem.

Ao perturbar G por uma transformacao linear, obtendo uma func¢ao
propria Fyp, o conjunto critico se desdobra genericamente em n componentes,
cada uma associada & possibilidade de um dos autovalores (ordenados) da
Jacobiana se anular. O que resta do efeito de dobra-sobre-dobra responsavel
pela grande quantidade de pré-imagens para a escolha —p é o seguinte fato
geométrico: cada subconjunto critico associado ao anulamento do -ésimo
autovalor da jacobiana, é levado por F,, a uma de n superficies de tal forma
que a k-ésima superficie circunda um ponto de coordenadas muito negativas
(Z:i) vezes, o que pode ser formalizado com argumentos de teoria de grau,
como serd visto na Secao 3.3.

Assim, a razao da abundancia de pré-imagens é topoldgica, e em principio
muito robusta. Isso leva a hipoteses mais flexiveis, nas quais argumentos de
deformagao, combinados com o estudo do conjunto critico e sua imagem, conti-
nuam passiveis de aplicacao de maneira uniforme no parametro da deformacao.

Em retrospecto, talvez esse tipo de resultado mereca um contexto diferen-
te. Para fins de analise numérica, por exemplo, nao surpreende que um opera-
dor diferencial nao linear seja mal apreendido por suas discretizagoes a medida
que avancamos em alta frequéncia — fenomenos desse tipo sao conhecidos

ja no caso linear. Por outro lado, existem situagoes em Matemaética Fisica em
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que operadores tridiagonais, por exemplo, aproximam operadores com espectro
continuo em intervalos fechados. Um resultado como o teorema acima mostra
que essas aproximagoes de alta dimensao sao muito sensiveis a perturbagoes
assintoticamente lineares, com variagao dramética de geometria com pequenas

alteragoes da perturbacao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710707/CA




