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3
O caso s/-admissivel

Neste capitulo, mostramos que a equagao Fy(u) =y — tp, p > 0, possui
exatamente 2" solugoes para t > 0 suficientemente grande. Mas ainda, tais
solucoes se distribuem de maneira bastante regular nas componentes conexas
de R™\C(Fy). Com efeito, veremos que hid exatamente uma solu¢do em
cada ortante de R™. Para demonstrar tais fatos, utilizaremos a homotopia
Hg - [0,1] x R" — R™ dada por Hy(7,u) = TAu — fe(u) que deforma a
aplicacao original num modelo simplificado: em 7 = 0 a homotopia Hy, se
reduz somente a parte nao linear — fy,. Dai, alguns fatos provados para H(0, -)

serdo transferidos, via homotopia, para a aplicacao Fy = Hg(1,-).

Lema 3.1 A homotopia Hg : [0,1] x R" — R", Hy(m,u) = TAu — fo(u) €

uma aplicacao propria.

Aqui, nao ¢ necessario que f, tenha coordenadas fs,; convexas.
Demonstragao:
Vamos mostrar que Hg(7,u) vai a infinito quando (7,u) vai. Suponha por

absurdo que a sequéncia z¥ = H, (7%, u*) seja limitada, mas (7%, u*) — oc.

Entao i N i
gt )
L I (T (T
e, assim f“(}f ) — Tk AL — 2 6 limitada, contrariando a superlinearidade
’ T [k [uF]  JuP] ’
das coordenadas de fq. a
3.1

Faixas e a cruz

No que segue, descreveremos uma regiao do dominio que contém o

conjunto critico C(Fy). A i-ésima faiza de espessura a > 0 é
o= {(uy, us, ..., up) € R" | |uy| < a}.

Definimos ainda a cruz de espessura «, denotada por X, por X, = ., F..
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Proposigao 3.2 Ezxiste o > 0 tal que os conjuntos criticos C, = C(Hg(T,"))

estao contidos na cruz X, para todo T € [0, 1].

Demonstracao:

Para simplificar vamos escrever f = f,,. Para 7 € [0, 1] fixo,
DHgy(1,u) = 7A — Diag(f'(u)). (3-1)

Os elementos da diagonal de DH (7, u) sao DHg(T,u);; = 7A; — fl(w;). Pelo

Teorema de Gershgorin os autovalores de D H,(7,u) estao contidos na uniao

dos discos
|z = (TAy = fi(w)] < Ri(7), onde Ri(r) =7 |Ayl.  (3-2)
i
Defina R* = max (R;(7)) = max(R;(1)). Assim u € C, é tal que

1,7€[0,1] 7
ITA; — fi(w;)| < R* para algum i.
ou, equivalentemente, 7A4;; — R* < fl/(u;) < 7A; + R*. Fazemos entao
| fi(u;)| < 'mz[abxl] (ITAy — RY|, |TAiu + RY|) < max|A;| + R”. (3-3)
1, 7€|0, 1

Pelo Lema 2.1, |f/| — oo. Assim, uma cota em |f/(u;)| implica na existéncia

de a > 0 tal que para |u;| < a. O

Exemplo 3.3: Consideremos a aplicacao Fy, = A, — fo4 onde fou =

(9.9,.--,9), g(x) =2*e

2 —1 0 0
-1 2 -1 0
Ay=1] 0 -1 2
: -1
0 0 - -1 2

Neste caso, a desigualdade (3-3) se torna
122] <4 <= |z] <2

e, portanto, o conjunto critico de Fy, estd contido em Xj3. A Figura 3.1 exibe
C(Fy) C X3 para a matriz As. Ja na Figura 2.1 do capitulo anterior temos

C(Fy) para a matriz As.
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Figura 3.1: C(Fy) C X3 para Ay

a

O ntmero de pré-imagens Fszl(w), w € R™, depende muito da geometria
da imagem do conjunto critico por Fy,.. Vamos mostrar a seguir que certa classe

de semirretas eventualmente abandona a imagem por Hy, de cruzes.

Proposicao 3.4 Sejam Hy = 7A — fy e Xy C R™ uma cruz com faizas de
espessura o. Considere a semirretar(t) = y—tp, t >0, ondep > 0 e ||p|| = 1.

Entao existe ty > 0 tal que, se t > ty, temos

T(t)¢ U HSZ(T,XQ).

7€[0,1]

Aqui a convexidade de f,, nao é necessaria.
Demonstragao:
Novamente vamos escrever f = fy. Suponha, por absurdo, que existam

sequéncias u* € X,, 7 € [0,1] e t* € R tais que
AU — f(uh) =y —t*p, (3-4)

com th = ||[7F Au* — f(u*) — y|lc — 00. Visto que pelo Lema 3.1 a homotopia

¥ — oo também. Em particular, t*/|u*|,, — oo, pela

H,, é propria temos u
superlinearidade de f. Extraindo uma subsequéncia, se necessario, podemos
supor que |uf| < a para algum fndice fixo i. Dividindo Equagio (3-4) acima
por t* e igualando a i-ésima coordenada
((T* AU, e5) — filuf) — yi)/[ubloo _
£/ |uF oo

Os trés termos no numerador sao limitados, o denominador vai a infinito

quando k — oo: p; = 0, contradigao. O
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Pela proposicao acima temos, em particular, que a classe de semirretas,
r(t) =y —tp, t > 0, onde p > 0 e [|p|l = 1 abandona a imagem por Fy, de
cruzes.

A Figura 3.2 exibe Fy(X;) para Fy, dada no exemplo anterior: aqui y = 0.
Note o comportamento distinto da imagem das duas curvas criticas. A curva
azul é a imagem de uma curva critica que s6 tem dobras, e por isso a cruz sé
se em contra de um lado dela. A curva critica vermelha é a imagem de uma
curva critica contendo uma cuspide e o comportamento de uma faixa em torno
dela seria um pouco diferente, mas nao se nota ao considerarmos a imagem da
cruz, um conjunto mais largo.

No Apéndice 6.2 sao descritos conjuntos convexos dados por equacoes

simples, os bolsdes, que contém a imagem de cruzes, Fs(X,,).

Figura 3.2: Fy(C(Fy)) C Fa(X5)

3.2
Solugdes de Fy(u) =y —tp, p >0 et >0, e seus indices

Considere o problema Fy(u) = Au — f(u) = o, f(u) = (u3,u3, ... u2)
ew < 0. E dese esperar que se a norma de w for suficientemente grande, o
nimero de solucoes de Fi(u) =  seja o mesmo de f(u) = —i, que é 2"
Com efeito, esse é um modelo simplificado do caso sf-admissivel e o teorema
seguinte se encarrega em provar o caso geral. A ideia é contar o numero de
solugbes de Fy(u) = y — tp usando a homotopia Hgs que preserva o ntimero de

2™ solucoes no decurso do tempo 7 =0 até 7 = 1.

Lema 3.5 Seja Fy(u) = Hg(0,u) = —fs(u). Eziste to > 0 tal que parat >t
o nimero de solugoes da equacao Fo(u) =y —tp, p > 0, € 2", uma em cada

ortante de R"™.
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Demonstracao:

Escreva f = fg. Neste caso, DFy(u) = — Diag(f](u1),..., fl(u,)) e essa
matriz deixa de ser inversivel somente quando algum elemento diagonal é nulo.
Para cada f; isso ocorre exatamente em um numero real, devido a convexidade
de f;. Desta forma, o conjunto critico C(Fj) consiste da uniao de hiperplanos
paralelos aos hiperplanos coordenados.

Para t suficientemente positivo, a convexidade e a superlinearidade de cada f;
garantem que cada uma das equagoes f;(x) = —(y;—tp;) > 0 possui exatamente
duas solucoes, com sinais contrarios. Deste modo, para t suficientemente
positivo, a equagao Fy(u) =y — tp, p > 0, tem exatamente 2" solugbes, uma

em cada ortante de R”. O

Teorema 3.6 Seja Fy(u) = Au — fo(u) sl-admissivel. Entdao existe to > 0
tal que para t > ty o nimero de solugoes da equagio Fy(u) =y —tp, p > 0,

é2m.

Demonstragao:

Escreva H = Hy e f = fg. Desejamos determinar o nimero de solugoes de
H(1,u) = Fy(u) = Au— f(u) =y — tp. (3-6)

Pela Proposigao 3.2, todos os conjuntos criticos C, = C(H (7, -)) estao contidos
numa cruz X,. Pela Proposicao 3.4, existe ty > 0 tal que parat > ty, w = y—1tp
é valor regular de H, para todo 7 em [0, 1], uma vez que H (X, ) contém todos os
valores criticos. Portanto, todo u € R™ satisfazendo H(7,u) = TAu— f(u) = w
se encontra fora da cruz X, garantindo que DH, (u(7)) é inversivel. Assim,

faz sentido derivar a equagao H.(u(7)) = w em termos de 7,

Au(r) + TAY (1) — f'(u(m)u' (1) =0 (3-7)

que leva a
(1) = = [FA— f'(u()] " Au(r) = =[DH,(u(r))]"* Au(7). (3-8)
O Lema 3.5 os permite definir Q = [—f]7'(w) = {s;]i = 1,2,...,2"}, o

conjunto de solugoes para 7 = 0, onde cada uma delas pertence a um ortante

de R™. Para cada s € {2 mostraremos que existe uma tinica solucao do problema

u'(t) = —[DH-(u(r))]~ Au(T)
u(0) = s

Para mostrar que as equagoes tém solugao para todo 7 € [0, 1], basta mostrar
a estimativa a priori [DH, (u(7))]7*A € M,,(Li.([0,1],R)) ([CL]). H& duas

de valor inicial
{ (3-9)
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dificuldades a considerar. A primeira é a possibilidade da inversa nao estar bem
definida, o que ja foi evitado porque os w’s sao valores regulares de cada H..
Além disso, poderiamos ter solucoes da equacao diferencial indo para infinito
— i8s0 nao ocorre porque a homotopia H é propria.

Até aqui temos que o nimero de solugdes da equagao Fi(u) = w é menor
ou igual a 2", pois condigoes iniciais s distintas (pertencentes ao conjunto
Q, #Q = 2") podem resultar em mesmos pontos finais u(1) em solugoes do
PVI (3-9). Para mostrar que #F,' () < 2" ndo ocorre, vamos reparametrizar
o PVI (3-9) fazendo

r=1-7, 7€l0,1], y(7)=u(l—-7) e y(7)=—-u(1-7).

Dai,

{ Y/(7) = [DH_+(u(1 = 7)) Au(l - 7) 510

y(0) = u(1)
Se para $1, $3 € {2, com s; # g, tivermos os mesmos pontos finais u(1) nas
solugbes correspondentes do PVI (3-9) entraremos em contradi¢ao devido a
unicidade da solugao do PVI (3-10). Portanto, #F,' () = 2. O

Como no caso continuo, tanto para equagoes diferenciais ordinarias
quanto parciais, a equacao admite uma formulacao variacional, o que permite
a atribuicao de um indice de Morse, definido a seguir, para cada solugao.

Consideremos o funcional ¢ : R™ — R definido por
1 2 .
D) = 5 (Au,u) — (f(w), 1) - (@,u)

onde f' = fel = [1,1,...,1]. Como V®(u) = Fy(u) — i, u € R" é
solugdo de Fy(u) = w se, e somente se, u é ponto critico do funcional ®,
ou seja, V&(u) = 0. Mais ainda, como visto no Teorema 3.6, para w < 0
com norma suficientemente grande toda solu¢ao u da equagdo Fy(u) = w é
tal que det DFy(u) # 0, isto é, det D?*®(u) # 0. Portanto, toda solugao u de
Fy(u) = w é ponto critico ndo-degenerado de ®. O indice de Morse de u é
o ntmero de autovalores negativos de D?®(u). Vamos calcular os indices de
Morse das 2" pré-imagens de w.

Nas componentes de R"\C(Fy), o indice de Morse de D Fy(-) permanece
constante. De fato, a hessiana de ® ¢ a jacobiana de Fyy, D?*® = DF,, e assim o
determinante de D?*®(u) s6 pode passar por zero (e assim, mudar o nimero de
autovalores negativos) se passar por um ponto critico u de Fy. As componentes
conexas de R™\C(F) sdo denotadas por Ry, ¢ = 0, ..., n consistindo de pontos

regulares com o mesmo numero ¢ de autovalores negativos de DFy,.
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Por outro lado, cada uma das componentes conexas de R"\ X, estd
contida num ortante distinto de R™ e cada uma delas tem uma solucao de
H(0,u) = w. A homotopia, como vimos, descreve curvas de solugoes que se
mantém em R™\X,. Assim, a equagao original também tem uma solu¢ao em
cada ortante de R™. Mais, o argumento de deformagcao também permite concluir
que o indice de Morse de cada solugao de H(1,-) é o mesmo das solugoes de
H(0,-): o indice entao é dado pelo nimero de autovalores negativos associado

ao ortante onde esta a solucao. Demonstramos o resultado a seguir.

Teorema 3.7 Sejap >0 e Fyy = A — fo sl-admissivel. Entao existe tg > 0
tal que, parat >ty a equacao Fy(u) = y—tp tem exatamente uma solugdo em
cada ortante de R™. O indice de cada solu¢ao é o nimero de suas coordenadas

negativas. Existem ezatamente (}) solugdes de Fy(u) =y — tp com indice de
Morse k.

3.3
Rotacao das imagens das componentes criticas

Sejam n = 3 e Fy(u) = 0.01 Azu — (u?,u3,u3)?. Para simplificar as
figuras de C(Fy) e Fy(C(Fs)) usaremos a nao linearidade af-admissivel pois
a situacao superlinear é muito parecida.

O conjunto critico C(Fy) é composto por trés componentes. Na
Figura 3.3, representamos uma aproximacao da segunda componente
critica Co(Fy), muito similar & componente critica intermedidria que vi-
mos na Figura 2.1. O que nos interessa agora é visualizar a imagem das trés
componentes criticas. Na verdade, a imagem das componentes inferior e supe-
rior nao é surpreendente: elas sao mapeadas difeomorficamente em superficies
de R™. O que é mais significativo é a imagem da componente intermediaria,
exibida na Figura 3.4: ela dd duas voltas ao redor do vetor (—1,—1,—1),

mostrado em destaque.

Figura 3.3: C(Fy) Figura 3.4: F(C(Fy))
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Vamos estudar com mais detalhe o fenomeno de rotagao das imagens das
componentes criticas. Seja Fyy = A — f sf-admissivel com o espectro de A
simples e f estritamente convexa. Pelo que foi visto na Proposigao 2.3, C(Fy)
é composto por n subconjuntos Cp,k = 1,...,n, que sao graficos de fungoes
continuas v : p- — R,p > 0. E claro que os Cp’s e 0os R,’s se entrelacam.

Consideremos os semi-espacos topolédgicos fechados

U =R (3-11)

e, para dar homogeneidade a notacao, vamos definir também U,, = R™. Observe
que OUy = Cpyq para £ =0,...,n— 1.

Como Fy, ¢é prépria, podemos estendé-la continuamente a esfera
R" U {oc}, obtendo uma funcao Fy. Estamos interessados em calcular o grau
topolégico em relacdo a um ponto muito negativo das restricoes de Fip as es-
feras Uy U {o0}, 0 que, por propriedade é igual ao grau de Fy, em relagao a
Uy.

Mais precisamente, seja w um ponto regular especificado pelo Teo-

rema 3.7, com 2" solugoes. Queremos

deg(F,e, U U {00}, ) = deg(Fyp, Uy, 1) = Z sgn(det(DFy(q))).

q€F, (W)U

Note que w nao tem pré-imagens na fronteira de U: na demonstracao do
Teorema 3.6, vimos que a homotopia H, descreve curvas de solugoes que se
mantém em R"\X,. Em cada R, temos exatamente (Z) solucoes cujo sinal de
det(DFy(-)) em cada uma dessas solucoes é (—1)"**. Logo, os graus acima sao

somatorios de nimeros binomiais com os devidos sinais:

deg(Fy, Uy, 1) — ZZ:H)"H (Z‘) _ (—1yn <”; 1).

1=0
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