PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 0710707/CA

5
O caso al-admissivel

Finalmente, consideramos aplicagoes af-admissiveis. Seja Fyy = A — fur,
onde a nao linearidade é descrita por uma matriz diagonal de entradas
diagonais fur;(-) com parametros assintoticos a e b. Fixado um ortante O
com padrao de sinais s15s...s,, vamos novamente designar por D a matriz
diagonal com entradas DS = a se s; < 0 e DY = bse s; > 0. A aplicagao
F,; é nao ressonante se todas as matrizes A — D?, junto com seus menores
principais (isto é, as matrizes obtidas removendo linhas e colunas de mesmos
indices de A — D?), sao inversiveis.

Neste capitulo, mostramos que a equagao Fy(u) =y — tp, p > 0, possui
exatamente 2" solugoes para t > ( suficientemente grande desde que a
nao linearidade f,, seja assintoticamente linear e convexa. Veremos ainda
que ha exatamente uma solucao em cada ortante de R™. Analogamente ao
caso superlinear, para demonstrar tais fatos, utilizaremos uma homotopia
Hy 2 [0,1] x R® — R™ dada por Hu(7,u) = TFu(u) + (1 — 7)Fp(u) que
faz a deformacao entre os casos pf-admissivel e af-admissivel possuindo os

mesmos parametros assintéticos a e b.

Lema 5.1 Sejam os parametros a e b tais que F,y € nao ressonante. Entao a
homotopia Hyp 2 [0,1] x R® — R™ dada por He(7,u) = TFu(u) + (1 —7) Fpe(u)

¢ propria.

Demonstragao:

Suponha por absurdo que a sequéncia zF = H, (7%, u*) seja limitada, mas

(7%, u¥)] — oo. Passando para uma subsequéncia, podemos supor que os
vetores normalizados (tome a norma sup, por exemplo) u*/|u¥| convirjam para
um vetor unitario u*. Visto que Hgo(7,u) = Au— (7 foe + (1 —7) fpr) temos que
dividindo Hye(7%, u*) = 2* por |u*| obtemos

uk T Fua(u) + (1= 7) fors(uf) 17 2

|uk|_ ey |uk| g e :m

o que leva a

(5-1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710707/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 0710707/CA

A geometria de discretizagbes de operadores elipticos semi-lineares 42

wk wk T
" ™ fars (it lat]) + (1= 7) fon (kg u*1) o
== (52

W_ ceey ’ukj’ g e .. ’ukj‘

k . uf
Fazendo |u*| — oo temos que |Z—,§‘ — 0. Se a coordenada u; = limy_, i €

negativa, nula ou positiva teremos, respectivamente,

k k
™ fara (elt]) + (U= 7 fons (M)
|uk| - (IUZ-7
k uf k uf
7" fat,i WU’ + (1= 7°) fpe WU’
— 0 =au;
|u*]
e
k uf |k k uf |k
T" fat,i (u_k|u |> + (1 =75) fpes <u_k|u |>
[uF| [u®] bt

||
Tomando o limite em (5-2)

Aut — (dyul,dous, . . . doul)’ = (A — Diag(dy, dy, . .., d,))u* =0,

onde cada entrada d; pode ser igual a a ou b e, portanto, concluimos que
u* # 0 estd no nucleo da matriz A — D, onde D é a matriz diagonal que
possui elementos diagonais iguais aos valores a ou b. Isso contradiz a hipotese

de nao ressonancia. O

Como descrito na Secao 2.3, o conjunto critico de uma aplicacao
pl-admissivel nao ressonante H,,(0, -) esta contido na uniao dos hiperplanos co-
ordenados, logo numa cruz de espessura nula. Para cada 7 € [0, 1) a aplicacao
Hy(1,u) = 7Fy(u) + (1 — 7)Fp(u) deixa de ser diferenciavel sobre os hiper-
planos coordenados. Definimos o conjunto critico de Hy (7, ) como a uniao dos
hiperplanos coordenados com os pontos u para os quais a jacobiana D H (T, )
nao é inversivel.

A proxima proposicao garante a existéncia de uma cruz X, que contém

todos os conjuntos criticos de Hy(T,-) para 7 € [0, 1].

Proposicao 5.2 FEriste o > 0 tal que 0s conjuntos criticos C. = C(Hg(T,"))

estao contidos na cruz X, para todo T € [0, 1].

Demonstragao:

Claramente, qualquer cruz contém os hiperplanos coordenados. Para um
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ponto u no interior de um ortante O, temos
DHy(t,u) = A — D° 4+ 7(D° — D°),

onde DY = Diag(d;), d; = a ou d; = b, dependendo do padrio de sinais do
ortante O, e D = Diag( we1(U1); fopo(uz), oo fapn(un)). Pela ressonancia, a
matriz A — DO é inversivel e, portanto, também o sdo as matrizes suficiente-
mente préximas a ela. Assim, para N suficientemente grande, sup; |u;| > N
implica que DH (7, u) é inversivel. Logo, tome ov = N.

O

5.1
Outra construcao do conjunto critico de F,

O conjunto critico da aplicacio superlinear Fi(u) = Au — u?/2 é
C(Fy) = {u| det(A — Diag(uy, us, . .., u,)) = 0}.
Ja o conjunto critico de Fyp(u) = Au — fu(u) é

C(Far) = {u | det(A = Diag(for1 (), fara(u2), - farn(un))) = 0}

Se supusermos que cada coordenada f,,; da nao linearidade ¢ estritamente

convexa, por exemplo, a funcao f/,. : R — (a,b) é um homeomorfismo, ou

"

mesmo um difeomorfismo se f,r; é de classe C?, com oy

> (. Vamos supor

essas hipdteses por conveniéncia.

Proposicao 5.3 Seja Fi(u) = Au — u?/2. Suponha favisi=1,...,n suaves,
estritamente converas tais que fo,; - R — (a,b) sejam difeomorfismos. Entao
o difeomorfismo ® : R" — (a,b)",

q)<x17 T2, ... 7ZEn) - ((féé,l)(x1)7 (f;Z,Q)(x2)7 RR) (féé,n)(xn»ﬂ

¢ um homeomorfismo entre o conjunto critico C(Fy) e a interse¢ao do conjunto
critico C(Fy) com a caiza (a,b)". Se C(Fy)N(a,b)" é uma unido de superficies,

U passa a ser um difeomorfismo entre C(Fy) e C(Fy) N (a,b)".

A construcao permite obter inclusées de C(F,,) em faixas de maneira

simples.
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Proposicao 5.4 Com a notagao da proposicao acima, suponha que o fecho
Cy de C(Ey) N (a,b)" (na caiza [a,b]”) ndo contém nenhum vértice de [a,b]™.

Entao existe uma cruz contendo C(Fy).

A condigao é necessaria e suficiente, como se vé pela demonstragao. Se
F,, é nao ressonante, a hipdtese é automaticamente satisfeita: existe uma cruz
contendo C(F).
Demonstracao:
Seja p € C(Fy) na fronteira da caixa, p, € C(Fy) no interior, convergentes
a p. Entao @ !(p,) € C(F,), indo para infinito. Se p nao for um vértice da
caixa [a, b]", é porque alguma coordenada de p difere de a e b — a mesma
coordenada dos pontos ®~!(p,) entdao é uniformemente limitada. O resultado

agora segue por compacidade. O

O exemplo seguinte ilustra uma situagao ressonante, onde conjuntos
criticos nao estao em cruzes.

Exemplo 5.5: Considere a matriz

(cujo espectro é {~ 3.438,~ 7.562}) e a nao linearidade f = (f1, f2), onde

Fulz) = folz) = 38x arctan(z) — 1;):1(1 +a?) 4 653%'

Entao f/ : R — (% ~ 6.571,12) é um difeomorfismo. Na Figura 5.2 exibimos

o conjunto critico de F,; = A — f que é dado pela funcao

(137 + 23 arctan(z))
y(x) = —tan
2(15m + 19 arctan(z))
Como lim y(x) = —oo, nenhuma cruz pode conter C(Fy).

Tr—+00
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Figura 5.1: C(Fsg), Fy(u) = Au —
(u2, ud)” Figura 5.2: C(Fy)

5.2
Contando solucgées de F(u) =y —tp,p>0et >0

Lema 5.6 Sejam Fy, e Iy aplicagcoes nao ressonantes com parametros
assintdticos a e b, associadas pela homotopia Hy : [0,1] x R" — R" dada
por Hey(,u) = 7Fy(u) + (1 — 7)Fp(u). Seja X, C R™ uma cruz com faizas
de espessura a e p > 0 tal que toda solugao de Fp(u) = —p somente possui
entradas nao nulas. Considere a semirreta r(t) =y —tp et > 0. Entao eziste

to > 0 tal que, set > ty, temos
r(t) & Ha(r, Xy), V7 € [0, 1]

Demonstracao:
Comecamos seguindo os passos do Lema 5.1. Suponha por absurdo que existe

™ €10,1], t* — 0o e u* € X, N O para algum ortante O tal que

1 r(t) y—tp
—Ha k7 M= —== .
] e ) = T = T

k

Pelo Lema 5.1, H, é proépria, logo u* — oo e entao podemos supor que

uk /|uf| — u*. Visto que a sequéncia de u*’s estdo numa cruz, existe alguma
k

coordenada ¢ em que u; é uniformemente limitada, portanto, u} = 0.

Fazendo k — oo o membro esquerdo se torna:

(A — Diag(dy, . ..,d,))u*, onded; =a,bou a,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710707/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 0710707/CA

A geometria de discretizagbes de operadores elipticos semi-lineares 46

dependendo se u; é negativo, positivo ou nulo. A convergéncia do membro

direito implica que t*/|u*| — ¢ > 0. Assim,
(A — Diag(d,, ..., d,))u* = (A— Du* = —cp, p>0.

Se ¢ > 0, a equacao acima garante que u* possuindo alguma coordenada nula

é solugao de Fy,(u*) = —cp, entdo, por homogeneidade, u = u*/c é solugao de
Fy(u) = —p, uma contradicio. Se ¢ = 0, temos (A — D%)u* = 0 com u* # 0,
o que contradiz a hipdtese de ressonancia. O

As proximas duas proposigoes garantem que semirretas r(t) = y — tp,
p > 0, abandonam a imagem de cruzes quando t é suficientemente positivo,
para a homotopia Hu(7,u) = 7F,(u) + (1 — 7)F,s(u) e alguma das hipdteses

abaixo ¢ satisfeita:
(I) a < Ay é suficientemente pequeno e b > A, é suficientemente grande;

(IT) a matriz A é de Stieltjes, a < A\; e b > \,, é suficientemente grande.

Proposicao 5.7 Sejam F, e F, aplicacoes admissiveis com parametros
assintoticos a e b, associadas pela homotopia usual Hyy. Sejam X, C R™ uma
cruz com faizas de espessura o e a semirreta r(t) =y —tp, t >0 e p > 0.
Se a < A\ € suficientemente pequeno e b > N, € suficientemente grande, entao

existe tg > 0 tal que, set > ty, temos
r(t) & Hal(r, X,), V7 € [0, 1].

Demonstracao:

Pelo Teorema 4.4 obtemos parametros a e b satisfazendo as hipoteses acima e
tais que Fyy e Fjy sdo nio ressonantes. Portanto, a equagao (A — D)u = —cp,
p > 0, possui somente solucoes com todas as entradas nao nulas. Agora, basta

aplicar o Lema 5.6 acima. O

Proposicao 5.8 Sejam Foy = A — for € Fpy = A — fpe aplicagoes admissivets
com parametros assintoticos a e b, associadas pela homotopia usual Hyp. Sejam
X, CR™ uma cruz com faizas de espessura « e a semirreta r(t) = y—tp, t >0
ep > 0. Seamatriz A € de Stieltjes, a < Ay eb > N\, € suficientemente grande,

entao existe tog > 0 tal que, set > ty, temos

r(t) & Ha(r, X,), V7 € [0, 1].
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Demonstracao:
Esta demonstracao é analoga a da proposicao anterior, porém devemos aplicar

o Teorema 4.6. O

A seguir, apresentamos a versao discreta do Teorema 1 de [SOL]: para

t > 0 suficientemente grande, proximo a cada solugao de

—Au = fu(u)+¢ em
u = 0 em 02

existe uma unica solugao de

—Au = fy(u)+td em Q
u = 0 em Of)

onde 2 C R™ é aberto e limitado com fronteira suave e ¢ € L*().

Proposicao 5.9 Sejam Fy = A — fo al-admissivel nao ressonante e fop com

fungoes coordenadas tais que f,,; : R — (a,b) sdo difeomorfismos. Entdo existe

to > 0 tal que parat >ty o problema F,(u) = —tp, comp > 0, possui ao menos
o mesmo nimero de solugoes do problema Fy(u) = Au— but + au™ = —p.
Demonstragao:

E claro que F,, também é nao ressonante. Seja u* uma solucio de Foy(u) = —p.

Como tais solugoes sao pontos regulares, por estarem no interior de ortantes,
pelo Teorema da Funcao Inversa existe € > 0 tal que F}; ¢ um homeomorfismo
entre B.(u*) e Fp(Bc(u*)). Em particular, dist(F,(0B.),—p) = d # 0 e
deg(Fpe, Be, —p) = £1. Além disso, dist(Fpe(0B(tu*), —tp) = td, para t > 0,
por homogeneidade de Fj,; e deg(Fp, Bic(tu*), —tp) = £1. Escreva

Fpo = Fu(z) +r(z), onde r(z) = fu(z) — foe(x) = faelx) = b(z)" + a(z)”.

r(tu®)

Assim  lim = 0 e existe ty para o qual, se t > tg e |p| € [[u*]| —¢, |u*|+¢€]

t—+o0
entdo |r(tp)| < td/2. Para esses valores de t, entao,

deg(Fue, Bie(tu®), —tp) = deg(Fpr, Bie(tu™), —tp) # 0.

Corolario 5.10 Seja F,y = A— fu0 nao ressonante, associado a uma matriz de

Stieltjes A com menor autovalor A\ e fq com funcgoes coordenadas estritamente
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convezras. Para a < A\ e b suficientemente grande existe to > 0 tal que o

problema F,(u) = —tp possui ao menos 2™ solugoes para todo t > t.
Demonstracao:
E s6 combinar o Teorema 4.6 com o resultado acima. O

Em [CFS] os autores mostram que o problema

—u" = fu(u) —sen(z) em (0,m)
uw(0) = u(m) = 0

com fpe(u) =bu™ —au~, para a < A, Ag, ..., \p < b < A\p4q tem exatamente
2k solucoes. Aqui \; = 4%, i = 1,2,..., sao os autovalores do problema livre
—p” = Ap em (0,7), p(0) = p(r) = 0. Em seguida, como consequéncia do
Teorema 1 em [SOL|, deduzem que existe ¢, > 0 tal que o problema abaixo

também possui exatamente 2k solucoes para todo t > tg

—u" = fu(u)—tsen(z) em (0,7)
u(0) = u(r) = 0

com lim fu,(x)=ae lm fu(x)=0.

T——00 T—+00

Para obter uma contrapartida discreta, falta mostrar que Fyp(u) = y—tp
como acima tem ezxatamente 2™ solucoes para t suficientemente grandes. Esse

é o contetdo do préximo resultado.

Teorema 5.11 Sejam A uma matriz simétrica e a e b numeros reais satis-

fazendo alguma das duas hipoteses abaixo:
(1) a <\ € suficientemente pequeno e b > X, é suficientemente grande;
(1) a matriz A € de Stieltjes, a < Ay e b > X\, € suficientemente grande.

Entao para qualquer aplicagio al-admissivel Fy(u) = Au — fo(u) com
parametros assintoticos a e b, existe ty > 0 tal que a equagao Fye(u) =y — tp,
t > tyg, p > 0, possui exatamente 2" solucoes. Mais ainda, existe eratamente

uma solucao no interior de cada ortante O.

O argumento habitual, tentar inverter a correspondéncia entre solugoes de
Fo(u) =y —tp e Fyu(u) =y — tp descrita na proposicao acima, nao funciona:
¢é necessario identificar aonde se encontram os conjuntos criticos.
Demonstragao:

E uma questao de justapor as técnicas desenvolvidas até agora. Vamos nova-

mente considerar a homotopia Hye : [0,1] x R" — R" dada por H(7,u) =
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TE(u) + (1 — 7)Fy(u) onde as nao linearidades possuem os mesmos com-
portamentos assintoticos, o que garante nao ressonancia ao longo de toda a
homotopia para as aplicagoes F,(-) = Hy(7,+) associadas.

O argumento geométrico que cota conjuntos criticos por uma cruz
apresentado na Proposicao 5.2 obtém uma mesma cruz X, para todas as F.
Note que a situacao extrema, 7 = 0, tem seu conjunto critico cotado por
uma cruz de espessura zero, uma vez que o conjunto critico de uma aplicacao
pl-admissivel esta contido na uniao dos hiperplanos coordenados.

Agora, de acordo com as Proposicoes 5.7 e 5.8, existe ty tal que, para
t > to, as semirretas r(t) = y — tp, p > 0, estao fora da imagem da cruz X,
e logo deixam de encontrar as imagens de todos os conjuntos criticos das
aplicagoes F.

Finalmente, estamos nas condicoes do argumento de deformacao usado
no Teorema 3.6: as solugoes da equagao F,(u) = y —tp, para t suficientemente
grande e 7 € [0, 1], consistem apenas de valores regulares, por estarem fora da
cruz que contém os pontos criticos de cada aplicagdo da homotopia. Assim,
cada aplicacao da familia tem exatamente uma solugao por ortante, cada uma
delas com o indice de Morse dado pelo nimero de coordenadas negativas em

seu ortante. O
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