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A
Máquinas de Suporte Vetorial

A área de aprendizagem de máquina se preocupa com o desenvolvimento

de algoritmos que permitam aos computadores aprender com dados de entrada

provenientes, por exemplo, de sensores ou bancos de dados. O conhecimento

adquirido pela máquina é utilizado para reconhecer automaticamente padrões

complexos e tomar decisões inteligentes.

Uma das classes de algoritmos que tenta realizar aprendizagem de

máquina é chamada de aprendizagem supervisionada. Esses algoritmos tentam

deduzir uma função a partir de dados de treino contendo a resposta esperada

da máquina. Em geral, esses dados de treino consistem de objetos (input),

normalmente na forma de vetores, associados a sáıdas (output) desejadas.

Dependendo do problema, essas sáıdas podem ser representadas por um

valor cont́ınuo, caracterizando um problema de regressão, ou valores discretos,

também chamados de classes, caracterizando um problema de classificação.

As Máquinas de Suporte Vetorial são um conjunto de métodos de

aprendizagem supervisionada usadas para classificação e regressão de dados.

Em geral, esses métodos calculam um hiperplano, ou conjunto de hiperplanos,

cujos parâmetros serão utilizados na função de classificação ou regressão.

Vamos nos focar agora no problema de classificação binária. Para maiores

detalhes, referenciamos o leitor ao livro de Vapnik (45).

A.1
Classificador linear

Inicialmente, a máquina recebe um conjunto de dados de treino (training

set) na forma:

Γ = {(xi, ci)|xi ∈ Rp, ci ∈ {−1, 1}}Ni=1 , (A-1)

onde xi representa um dado de entrada p-dimensional, e ci sua classificação.

Nosso objetivo é encontrar um hiperplano que separe, da melhor maneira

posśıvel, os pontos com classificação ci = −1 dos pontos classificados com
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Figura A.1: Exemplo de hiperplano de margem máxima separando duas classes.

ci = 1, como ilustrado na figura A.1. Este hiperplano será chamado de

hiperplano de margem máxima.

Todo hiperplano pode ser descrito por uma equação do tipo

w · x− b = 0, (A-2)

onde w 6= 0 é o vetor normal do hiperplano e b
‖w‖ determina o deslocamento

do hiperplano a partir da origem, ao longo do vetor w.

Queremos escolher wopt e bopt de modo que os hiperplanos paralelos dados

pelas equações

wopt · x− bopt = 1

e

wopt · x− bopt = −1

maximizem a distância entre si, dada por 2
‖w‖ , respeitando a condição de

separar os dados de acordo com suas classes. O hiperplano de margem máxima

será dado pela equação wopt · x− bopt = 0.

Estabelecemos, portanto, um problema de otimização com restrições,

onde queremos maximizar a distância entre os planos 2
‖w‖ , considerando

restrições que nos garantam que esses hiperplanos separem os dados de acordo

com sua classe, ou seja:
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ci(w · xi − b) ≥ 1, i = 1 . . . N. (A-3)

Com uma pequena adaptação nesta formulação, chegamos à forma

primal, caracterizada como um problema de otimização quadrática, que expli-

citamos abaixo:

Minimize (em w, b)
1

2
‖w‖2

sujeito a

ci(w · xi − b) ≥ 1, i = 1 . . . N.

Para deduzir a forma dual Lagrangeana, usamos a função Lagrangeana

generalizada:

L(w, b, α) =
1

2
‖w‖2 −

N∑
i=1

αi [ci(w · xi + b)− 1] , (A-4)

onde αi são os multiplicadores de Lagrange.

Minimizando L(w, b, α) em relação a w e b, chegamos às relações

w =
N∑
i=1

αicixi (A-5)

e
N∑
i=1

αici = 0.

Substituindo estas relações de volta em L(w, b, α) chegamos à forma dual:

Maximize (em αi)

W(α) =
N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i,j=1

αiαjcicjx
T
i xj (A-6)

sujeito a
αi ≥ 0, i = 1 . . . N (A-7)

e n∑
i=1

αici = 0, i = 1 . . . N. (A-8)

Usando esta formulação dual, é posśıvel encontrar wopt substituindo-se

os valores de αopt na equação (A-5). Para encontrar bopt, é necessário voltar à

forma primal:

bopt = −maxci=−1(wopt · xi) + minci=1(wopt · xi)
2

.
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De acordo com a condição de complementaridade de Karush-Kuhn-

Tucker, as soluções ótimas αopt, wopt, bopt devem satisfazer

(αi)opt [ci(wopt · xi + b)− 1] = 0, i = 1 . . . N.

Isto significa que um ponto xi só pode ter seu multiplicador de Lagrange αi

não nulo se ci(wopt · xi + b) = 1, ou seja, quando este ponto pertence a um dos

hiperplanos que define a margem. Este resultado é extremamente importante,

pois, de acordo com a equação (A-5), só precisamos dos pontos xi na margem

para representar w. Esses pontos serão chamados de vetores de suporte. É

interessante enfatizar que os vetores de suporte são geralmente poucos em

relação ao tamanho do training set, pois só ocorrem na fronteira entre as

classes.

Uma vez identificados os vetores de suporte xi com seus respectivos αi,

podemos expressar nossa função classificadora como:

f̂(x) =
∑
i∈SV

[αici(xi · x)] + b, (A-9)

onde SV é o conjunto com os ı́ndices dos vetores de suporte.

Quando f̂(x) = 0, o ponto x está contido no hiperplano que divide

as amostras. Em qualquer outro caso, usamos sign(f̂(x)) para classificar um

ponto x como pertencente à classe 1 ou −1.

Até agora, assumimos que os dados são linearmente separáveis, ou seja,

que é posśıvel separar dados de diferentes classes usando apenas um hiperplano.

Descreveremos agora duas generalizações deste método para tratar dados

ruidosos e dados não linearmente separáveis.

A.2
Classificador linear com margem flex́ıvel

Em muitos cenários é necessário trabalhar com conjuntos de dados de

treino que não são linearmente separáveis por causa de rúıdo nas classificações,

por exemplo. Cortes et al. (11) sugeriram uma modificação da formulação

original para tratar este tipo de problema. A idéia é que, quando não for

posśıvel encontrar um plano que divida os pontos das duas classes, pode ser

suficiente encontrar o hiperplano que minimiza o erro de classificação dos

pontos de treino.

Para medir o posśıvel erro de classificação do hiperplano, são introduzidas

variáveis ξi associadas às restrições da forma primal do problema original

(figura A.2):
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Figura A.2: Formulação das Máquinas de Suporte Vetorial usando margem
flex́ıvel: a condição do hiperplano ótimo é relaxada, permitindo que algumas
amostras ultrapassem a margem.

ci(w · xi − b) ≥ 1− ξi, i = 1 . . . n. (A-10)

Para minimizar este erro, introduzimos um novo termo na função objetivo

da minimização:

1

2
‖w‖2 + C

∑
i

ξi, (A-11)

onde C é um peso associado ao erro tolerável. A solução deste problema de

minimização é similar ao procedimento descrito na seção anterior.

A.3
Classificador não-linear

Quando os dados de treino não forem linearmente separáveis, é posśıvel

recorrer a uma extensão proposta por Boser et al. (7). Neste método, a função

de classificação f̂ corresponde a uma função linear em um espaço de Hilbert F ,

chamado de feature space. Em particular, o hiperplano deduzido para criação

de f̂ estará contido não mais no espaço de entrada Rp, mas em um espaço de

alta dimensão ou dimensão infinita F , o que na prática significa que ele pode

não ser linear no espaço de entrada.
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Inicialmente, é necessário definir uma função não-linear φ: Rp 7→ F ,

chamada de feature map, que mapeia os pontos de treino xi ∈ Rp em F .

Dada uma função φ, definimos um kernel como uma função K: Rp×Rp 7→
R, tal que ∀xi, xj ∈ Rp

K(xi, xj) = φ(xi) · φ(xj).

Uma função do tipo kernel generaliza o produto interno usual no espaço de

entrada Rp, e uma de suas vantagens é que ele possibilita mapear dados im-

plicitamente para o feature space e treinar a máquina, sem a necessidade de

conhecer uma função φ potencialmente complicada e problemática computa-

cionalmente. A existência de φ a partir de K é garantida pelo Teorema de

Mercer, se K for simétrica positiva definida. Um exemplo bastante utilizado é

o kernel Gaussiano, dado por

K(xi, xj) = exp

(
−‖xi − xj‖

2

2σ2

)
. (A-12)

Neste caso, F é um espaço de dimensão infinita, mas K é simples, pois é

multiplicativo em dimensão.

Na prática, obtemos um classificador não-linear usando o mesmo algo-

ritmo descrito na seção A.1, apenas substituindo cada produto interno pelo

kernel não linear escolhido. A função classificadora resultante será dada por

f̂(x) =
∑
i∈SV

[αiciK(xi, x)] + b. (A-13)

É interessante notar que em momento algum é necessário conhecer a função φ.

A.4
Adequação às Galerias Inteligentes

A forma dual das Máquinas de Suporte Vetorial caracteriza um problema

de otimização quadrática convexa (equação (A-6)) com restrições lineares

(equações (A-7) e (A-8)). Como neste tipo de problema a solução é única

e não existem máximos locais, é posśıvel encontrar esta solução eficientemente

com custo proporcional à quantidade de dados de entrada N . Um método

eficiente e paralelizável para este propósito é o SMO (32). A LibSVM (8) é

uma boa alternativa de biblioteca de código aberto em C++ que implementa

um método do tipo SMO.

Como mencionado anteriormente, a quantidade de vetores de suporte M

é em geral bem menor que a quantidade de amostras N . Em particular, isso

torna o custo de avaliar um dado de entrada xi dado pela equação (A-9) muito
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eficiente, com ordem de grandeza O(M)� O(N).

Além disso, os problema de otimização e de avaliação dos dados de en-

trada não dependem diretamente da dimensão dos dados de entrada p, devido

ao uso de kernels. Apenas a avaliação do kernel nos pontos é dependente da

dimensão p. Isto implica que é posśıvel acrescentar descritores sem prejudicar

o custo computacional.

Finalmente, em termos de memória, uma máquina é representada apenas

pelos vetores de suporte, além dos vetores w e b do hiperplano e parâmetros

do kernel K, o que garante baixo custo de armazenamento.
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B
Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos representam uma classe de algoritmos que ten-

tam achar soluções aproximadas em problemas de otimização. Esses algoritmos

recebem este nome porque se baseiam em prinćıpios da biologia evolucionária

como herança, mutação, seleção e crossover. Descreveremos a seguir os pas-

sos de um algoritmo genético, e o algoritmo usado neste trabalho no contexto

de otimização de parâmetros. Recomendamos ao leitor o livro de Banzhaf et

al. (1).

B.1
Algoritmo genético usual

Um algoritmo genético tem como objetivo encontrar, em uma população,

o indiv́ıduo que tem a melhor avaliação de acordo com uma função objetivo

f̂ : Ω 7→ R. Esta busca segue por diversas gerações de populações, seguindo o

prinćıpio de que a população evolui a cada nova geração, até que algum critério

de parada seja atingido.

A elaboração de um algoritmo genético para resolver um problema

espećıfico requer:

1. estabelecer uma representação genética dos indiv́ıduos, ou seja, definir o

domı́nio Ω que representa os genes do indiv́ıduo;

2. criar a função objetivo f̂ .

Uma vez definidos o domı́nio Ω e a função objetivo f̂ , um algoritmo genético

deve seguir os passos descritos no algoritmo B.1. Descreveremos a seguir cada

etapa do algoritmo.

B.1.1
Inicialização

Nesta etapa, é necessário estabelecer algum procedimento para gerar uma

população inicial Ψ ⊂ Ω, que será dada como entrada para o algoritmo. Uma

estratégia comum é amostrar uniformemente o domı́nio Ω.
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entrada: População inicial Ψ ⊂ Ω
sáıda : Melhor indiv́ıduo ω ∈ Ω
enquanto nenhuma condição de parada atingida faça1

Pais := Seleção(Ψ,f̂);2

Ψ := Reprodução(Pais);3

Retorne melhor parâmetro ω ∈ Ψ de acordo com f̂ .4

Algoritmo B.1: Esqueleto de um algoritmo genético

B.1.2
Seleção

Em cada geração, indiv́ıduos da população serão selecionados para re-

produção. Para que a população evolua, devemos selecionar indiv́ıduos porta-

dores de bons genes, ou seja, indiv́ıduos com boa avaliação de acordo com a

função objetivo f̂ . Em geral, o processo de seleção ocorre como um processo

estocástico, onde a probabilidade de um indiv́ıduo ser selecionado depende de

sua avaliação segundo f̂ . Isto tenta garantir que a qualidade média da po-

pulação evolua com o tempo, visto que indiv́ıduos com melhor avaliação tem

maior probabilidade de se reproduzirem.

B.1.3
Reprodução

Nesta etapa, os pais selecionados na etapa anterior serão emparelhados

para gerar uma nova geração de indiv́ıduos. Cada par de pais pode passar por

dois operadores genéticos: crossover e mutação. O primeiro operador recebe

genes de dois indiv́ıduos e gera um novo indiv́ıduo, estabelecendo alguma

estratégia para combinar genes dos pais. O segundo operador realiza pequenas

mutações aleatórias no código genético, para garantir a variabilidade genética.

B.2
Algoritmo genético para otimização de parâmetros

Nesta seção descreveremos uma abordagem para resolver um problema

de otimização de parâmetros usando um algoritmo genético baseado em

combinações convexas.

Como descrito na seção anterior, precisamos inicialmente definir nossa

representação genética dos indiv́ıduos. Vamos considerar, como indiv́ıduos,

parâmetros ω ∈ Ω ⊂ Rn, onde Ω é um hipercubo. Esta restrição é reco-

mendável, visto que realizaremos combinações convexas entre elementos deste

domı́nio. Entretanto, podemos usar esse hipercubo para representar domı́nios
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de parâmetros mais complexos usando parametrizações. Deixaremos a função

objetivo f̂ em aberto.

Na fase de inicialização do algoritmo, é necessário criar um conjunto de

amostras do domı́nio Ω. Para garantir que qualquer parâmetro ω ∈ Ω possa

ser gerado como resultado de combinações convexas do conjunto de amostras

inicial, devemos incluir pelo menos os vértices do hipercubo Ω. Outras amostras

podem ser geradas uniformemente no hipercubo.

Vamos considerar agora um conjunto de parâmetros Ψ ⊂ Ω selecionados

do modo convencional para reprodução. Nesta fase, os parâmetros serão

emparelhados aleatoriamente ν vezes, e cada par será reproduzido usando

combinações convexas aleatórias. Desse modo, garantimos que cada pai vai

gerar ν filhos, e a nova população será de ν
2
· |Ψ| indiv́ıduos.

Seja (ωi, ωj) um dos pares criados aleatoriamente, e X uma variável

aleatória uniforme em [0, 1]. Definimos nosso operador de crossover como

ξ: Ω× Ω 7→ Ω dado por

ξ(ωi, ωj) = ωi +X(ωj − ωi).

Assim, o filho resultante tem probabilidade uniforme de estar em qualquer

ponto da reta que liga os dois parâmetros no hipercubo.

Opcionalmente, podemos simular o efeito de uma mutação M: Ω 7→
Ω, perturbando aleatoriamente as coordenadas do novo indiv́ıduo com uma

pequena probabilidade. Na prática, este operador tem o poder de expandir a

imagem ξ(Ψ×Ψ) para um subconjunto maior de Ω, de modo que ξ(Ψ×Ψ) ⊂
M(ξ(Ψ×Ψ)), aumentando a variabilidade genética dos indiv́ıduos.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710713/CA




