
3Cosmologia3.1IntroduçãoMuitos anos antes que de os neutrinos fossem detetados experimentalmente,Alpher et at [119℄ notaram que eles estariam em equlíbrio térmio nos primórdiosdo Universo. Também notaram que a aniquilação dos pares e+ − e− aumentaria atemperatura dos fótons, mas não dos neutrinos já desaoplados. Logo depois, Chiu eMorrison [120℄ alularam a razão da interação e+e− → νeν̄e no plasma, enontraram
Γν ∼ G2

F T 5. Zeldovih usou isso para alular a temperatura em que os neutrinosdesaoplaram, isto igualando a razão das interações aima menionadas om a razãoda expansão de Hubble na époa onde a radiação foi dominante. Alguns anos depois,Ponteorvo e Smorodinski disutiram a possibilidade de obter limites na densidadede energia osmológia om energia dos neutrinos om a massa da ordem de MeV,usando dados provenientes do experimento de Reines-Cowan. Anos depois, Gersteine Zeldovih �zeram a onexão que se os neutrinos oriundos do Universo primordialquente (�neutrinos reliquia�) são massivos, então um limite sobre a soma da massados neutrinos poderia ser obtida om a ondição que nνmν < ρ0, sendo ρ0 omo adensidade de energia osmológia total.Um melhor limite de mν < 130eV foi enontrado por Marx e Szalat. Elesintegraram numeriamente a equação de Friedmann desde o desaoplamento doneutrino de múon até a époa atual, oloando a ondição que t0 < 4.5Gyr1.Separadamente, Cowsik e MClelland usaram diretamente limites sobre Ω e h paraassim obter mν < 8eV, assumindo que mν = mνe = mνµ , mas assumiram de formaerrada que Tγ = Tν . Chegamos assim a versão moderna do limite Gerstein-Zeldovih.Eles usaram t0 > 10Gyr e h > 0.4 om Ωh2 < 1, e ρ < 10.54 keVm−3, om isto elesenontraram Ωνh
2 ∼∑(mν/94.14eV).Em anos reentes, osmólogos notaram a importânia que têm os neutrinos noiníio do Universo, em muitas formas, por exemplo, o número de espéies de neutrinos11yr = 31556925.2s
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Capítulo 3. Cosmologia 37afeta a nuleossíntese do Big Bang (Big Bang Nuleosynthesis-BBN), a qual de�nea omposição dos elementos leves no Universo. Com esse argumento pode se dizerque o número de espéies dos neutrinos é de três, sendo de aordo om o númerodeterminado no CERN, no experimento LEP, no qual mediram a largura invisíveldo espetro de bóson Z. Também nas anisotropias da Radiação Cósmia de Fundode Miroondas (Cosmi Mirowave Bakground Radiation-CMBR), na formação deestruturas a grandes esalas(Large Sale Struture-LSS), sob forma de matéria esuraquente.Os neutrinos relíquia que desaoplaram do resto do plasma primordial quandoo Universo tinha era de um segundo de idade, são a segunda partíula maisabundante no Universo depois dos fótons, om a densidade de número um pouomenor, só por um fator de 3/11 por ada família. Mas detetar diretamente osneutrinos relíquia é um dos grandes desa�os ientí�os nos iníios do séulo 20,isto devido à interação fraa que eles tem om a matéria.Neste apítulo fazemos uma breve revisão do modelo padrão da osmologia.Começamos revisando alguns elementos da Relatividade Geral, logo obtemosa métria de Robertson-Walker. A partir desta métria, disutimos algumaspropriedades da propagação da luz, e onstruimos a expressão para a distâniade luminosidade, a qual usaremos no apítulo 5 onde mostramos os resultados.Ainda neste apítulo, estudamos a função de distribuição dos neutrinos, om o qualonluiremos que, mesmo que os neutrinos sejam hoje não-relativístios, eles sãodesritos pela mesma função de distribuição usada para partíulas relativístias.3.2Elementos de Relatividade GeralO modelo Cosmológio está baseado na solução das equações de Einstein,levando em onsideração o prinípio osmológio de homogeneidade e isotropia. Aequação da gravidade de Einstein é dado por
Rµν − 1

2
Rgµν = 8πGNT µν + Λgµν , (3.1)onde gµν é o tensor métrio2 do espaço-tempo, Λ e GN são a onstante osmológia ea onstante de Newton; T µν é tensor momento-energia. Em um espaço-tempo plano3

gµν se reduz ao limite de Minkowski de�nido omo diag(1,−1,−1,−1), isso é o tensor2Aqui as letras gregas de�nem o espaço quadridimensional α, β=0,1,2,33o qual depende do observador

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA



Capítulo 3. Cosmologia 38métrio da relatividade espeial. O tensor de Rii4 Rµν e o esalar de Rii R sãode�nidos por
Rµν = Rανµ

α ,R = Rν
ν , (3.2)onde Rµ

νρσ é o tensor de Riemann de�nido omo
Rµ

νρσ =
∂Γµ

νσ

∂xρ
− ∂Γµ

νρ

∂xσ
+ Γµ

ηρΓ
η
νσ − Γµ

ησΓη
νρ. (3.3)O símbolo de Christo�el é de�nido omo

Γµ
αβ =

1

2
gµρ

(

∂gβρ

∂xα
+

∂gαρ

∂xβ
− ∂gαβ

∂xρ

)

, (3.4)e o intervalo de tempo próprio dτ é:
dτ2 = gαβdxαdxβ. (3.5)Na relatividade geral, vetores e tensores têm propriedades de transformaçãode�nidas sob transformações de oordenadas x → x

′ , vetores ontravariantes V µ eovariantes Wµ seguem as leis de transformação
V

′µ =
∂x

′µ

∂xν
V ν , W

′

µ =
∂xν

∂x′µ
Wν , (3.6)assim o produto V.W = V µWµ é invariante sob transformações de oordenadas.As transformações anteriores podem ser generalizadas para tensores om índiesontravariantes e ovariantes. Um tensor ovariante Vγλ transforma omo

V
′

γλ =
∂xρ

∂x′γ

∂xτ

∂x′λ
Vρτ , (3.7)um tensor ontravariante transformaria omo

U
′αβ =

∂x
′α

∂xκ

∂x
′β

∂xσ
Uκσ. (3.8)Como um exemplo, podemos transformar o tensor métrio que aparee em(3.1), ele é um tensor ontravariante e transforma segundo (3.9), assim

g
′µν =

∂x
′µ

∂xξ

∂x
′ν

∂xδ
gξδ, (3.9)

gαβ tem uma matriz inversa que é um tensor ovariante, isso é
gµνgµβ = δν

β . (3.10)4Estamos onsiderando a notação de soma de Einstein:
A

′

i =
∑

j

∂xj

∂x′i
Aj → A

′

i =
∂xj

∂x′i
Aj ,quando um índie no termo prinipal aparee duas vezes então a soma é feita sobre estesíndies, e o sinal de somatória não é neessário.
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Capítulo 3. Cosmologia 39Já o símbolo de Christo�el não é um tensor porque ele transforma omo:
Γ

′µ
αβ =

∂x
′µ

∂xν

∂xρ

∂x
′α

∂xσ

∂x
′β

Γν
ρσ +

∂x
′µ

∂xν

∂2xν

∂x
′α∂x

′β
. (3.11)Muitos sistemas marosópios podem ser onsiderados om boa aproximaçãoomo �uidos perfeitos, isso quer dizer, sistemas no qual um observador viajando àveloidade do �uido, o vê omo isotrópio. O tensor que desreve este tipo de �uidoé o tensor energia momentum, e é de�nido por:

T µν = (ρ + p)uµuν − pgµν , (3.12)onde ρ é a densidade de energia, p é a pressão e u é a quadriveloidade do �uido.A onservação da energia implia que para um volume V

d(ρa3) + Pd(a3) = 0, (3.13)onde a é o fator de esala do Universo que será de�nido na seção 3.3 e V ∝ a3. Aequação (3.13) é a equivalente à primeira lei da termodinâmia
dQ = dU + dL, (3.14)onde dQ = 0 é o alor dado ao sistema, dU = d(ρa3) é a variação da energia interna,e dL = pd(a3) é o trabalho feito pelo sistema. Temos

d(ρa3) = −pd(a3), (3.15)abrindo estas derivadas temos
ρd(a3) + a3dρ = −pd(a3), (3.16)somando a3dp a ada lado da equação (3.16) obtemos

(ρ + p)d(a3) + a3dρ + a3dp = a3dp. (3.17)Assim, podemos esrever (3.15) de outra forma
d[a3(ρ + p)] = a3dp. (3.18)Para uma equação de estado p = wρ onde w é onstante, temos
d[a3(1 + w)ρ] = a3dp (3.19)e abrindo a equação (3.19) para reagrupar termos e lembrando que p = wρ, om wonstante

(1 + w)ρd(a3) + a3(1 + w)dρ = a3wdρ. (3.20)Reordenando termos em (3.20)
(1 + w)ρd(a3) = −a3dρ (3.21)
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Capítulo 3. Cosmologia 40e integrando (3.21) obtemos
ρ ∝ a3(1+w). (3.22)Matéria implia partíulas não-relativístias e pressão zero pM = 0, enquantoradiação implia pR = 1

3ρR.
ρM ∝ a3 (matéria), (3.23)
ρR ∝ a4 (radiação), (3.24)

ρΛ ∝ onstante (energia do váuo). (3.25)3.3A métria Robertson-WalkerNo modelo padrão da osmologia supõe-se que a matéria e a radiação podemser aproximadas a um �uido perfeito, em grandes esalas, e seguidamente, basamo-nos em reentes resultados de experimentos omo WMAP, Boomerang e outros (eos quais estâo em aordo om o prinípio osmológio de homogeneidade e isotropiaem grandes esalas (da orden de 100Mp)). De�nimos a geometria do espaço-tempo,que pode ser desrita pela métria de Robertson-Walker representando um Universoespaialmente homogêneo e isotrópio, o qual será disutido nesta seção.Em um espaço tridimensional om urvatura onstante o tensor de Riemmanné dado por
Rabcd = K(gacgbd − gadgbc), (3.26)onde os índies romanos variam de 1 a 3, e K é uma onstante hamada de urvatura.A geometria do espaço é assim de�nida pelo sinal de K.Contraindo (3.26) om gac temos

gacRabcd = Rbd,de modo que
Rbd = K(3gbd − gbd), (3.27)

Rbd = 2Kgbd.Como o espaço tridimensional é isotrópio em torno de ada ponto, o elementopode ser esrito na forma
dσ2 = gabdxadxb = eλdr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2). (3.28)Com (3.28) onsegue-se manter a ondição de isotropia, pois r2(dθ2 + sin2θdφ2) temsimetria esféria e é invariante sob rotações, om isto, embora o sistema rode vamoster a mesma medida para dois observadores em uma posição diferente om um r
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Capítulo 3. Cosmologia 41onstante.As omponentes não-nulas do tensor de Rii são
R11 =

λ

r
, (3.29)

R22 = cosec2θ, (3.30)
R33 = 1 +

1

2
re−λλ− e−λ. (3.31)Segundo a ondição (3.27) para o espaço urvo teremos apenas duas equações nãotriviais λ

r
= 2Keλ, (3.32)

1 +
1

2
re−λλ− e−λ = 2Kr2. (3.33)De (3.32) temos
e−λdλ = 2Krdr (3.34)
−e−λ = Kr2 + C (3.35)
eλ =

1

Kr2 + C
(3.36)om r ≪ 1 para um espaço de Minkowski plano C = 1, om esta aproximação temos

eλ =
1

1−Kr2
. (3.37)Assim obtém-se que a métria para um espaço om urvatura onstante é

dσ2 =
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2θdφ2). (3.38)O elemento de linha pode ser esrito omo

ds2 = f(xa, t)dt2 − hab(x
a, t)dxadxb. (3.39)Para um observador o-móvel (dxα = 0), o elemento de linha representa o tempopróprio medido por esse observador, pela ondição de isotropia e homogeneidade,todos os observadores têm que medir o mesmo tempo, de modo que f(xa, t) nãopode depender da posição xa. Assim, a função deve depender somente do tempo

f(t). Com isto o elemento de linha (3.39) �a
ds2 = f(t)dt2 − hab(x

a, t)dxadxb. (3.40)Podemos rede�nir a variavél temporal omo dt
′

=
√

f(t)dt de modo que
ds2 = dt

′2 − h(xa, t)abdxadxb. (3.41)Consideremos que temos três pontos em um espaço tridimensional e um tempo t1,
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Capítulo 3. Cosmologia 42ada um separados por uma distânia �xa o-móvel δxa. A distânia própria deada ponto evolui de tal forma que ela tem que depender somente do tempo e nãoda posição, isto devido à homogeneidade e isotropia do espaço. Desta forma, seonsideramos os 3 pontos em um tempo t2, a forma geométria será igual a vistano tempo t1, mas o tamanho não será o mesmo, estando multipliado por um fatorhamado de �fator de esala� a(t). Com isto teremos
hab = [a(t)]2dσ(xa), (3.42)e das equações (3.42), (3.38) e (3.41) obteremos o elemento de linha

ds2 = dt2 − [a(t)]2
(

dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

)

. (3.43)Esta é a onheida métria de Robertson-Walker.Na média, as galáxias estão em repouso no referenial o-móvel que desrevea métria Robertson-Walker, o qual é de�nido omo o sistema de referênia no quala radiação ósmia de fundo é isotrópia. K é de�nida omo:
K =



































< 0 universo hiperbólio,
0 universo plano,
> 0 universo esfério (3.44)

3.4Propagação da luzNa seção 3.3 de�nimos o fator de esala a(t), mas não sabemos se esse fatorde esala está resendo ou diminuindo. A maneira que temos para determinar istoé analisando a informação que nos hega do Universo em forma de �luz�. A análiseonsiste em omparar a mudança nas linhas espetrais da frequênia da luz, dealguma fonte no Universo (uma galáxia por exemplo) om os dados observados naTerra. Nesta seção vamos disutir essa mudança nas linhas espetrais relaionandoo fator de esala om a frequênia da luz emitida pela fonte e a observada na Terra.Conluiremos que o fator de esala está resendo e omo onseqüênia disso afreqüêia da luz terá um aumento, isso é hamado de �desvio para o vermelho�.Uma forma simples de ver o desvio para o vermelho é a partir da meâniaquântia, quando a partíula propaga, o omprimento de onda assoiado a ela é
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Capítulo 3. Cosmologia 43proporional a λ = h/p, onde h é a onstante de Plank e p é o momento dapartíula. Como disutir-se-á na seção 3.6 , o momento devido à expansão do Universoé esalado por a−1, se o momento muda então o omprimento de onda tem que mudartambém. O omprimento de onda em um tempo t0 que é quando o raio de luz hegaao observador terá um omprimento de onda λ0, para um tempo t1 que é quandoo raio sai da fonte terá um omprimento de onda λ1, isto pode ser relaionado daseguinte forma
λ1

λ0
=

a(t1)

a(t0)
. (3.45)Quando o Universo se expande, o omprimento de onda mudará om esta expressão.Neste aso, o omprimento de onda aumentará e isto é onheido omo desvio parao vermelho.Se onsideramos a métria de Robertson-Walker (3.43), podemos hegar aomesmo resultado mas a partir de um ponto de vista lássio. Se onsideramos que aluz que sai de um ponto P , desreve uma trajetória radial até o observador que estána origem de oordenadas O, fazemos na métria (3.43) dθ = φ = 0, e om d2S = 0para obter uma geodésia radial nula. Teremos

dt

a(t)
= ± dr

(1−Kr2)
1

2

. (3.46)Considerando um raio saindo de uma galáxia P om uma linha de Universo r1 emum tempo ta e hegando em O em um tempo tb, então
∫ tb

ta

dt

a(t)
= −

∫ 0

r1

dr

(1−Kr2)
1

2

= f(r1), (3.47)onde
f(r1) =



































√
Ksen−1r1 K > 0,

r1 K = 0,

√
Ksenh−1r1 K < 0.

(3.48)Agora, vamos onsiderar dois raios de luz, um saindo de P em um tempo t1e outro em um tempo t1 + dt e hegando em O nos tempos t0 e t0 + dt0. Então daequação (3.47) temos que
∫ t0+dt0

t1+dt1

dt

a(t)
−
∫ t0

t1

dt

a(t)
=

∫ t0+dt0

t0

dt

a(t)
−
∫ t1+dt1

t1

dt

a(t)
= 0. (3.49)Se dt0 é muito pequeno, λ = δt≪ t temos que

dt0
a(t0)

=
dt1

a(t1)
. (3.50)Desta forma os intervalos dt1 e dt2 são os intervalos de tempo próprios entre
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Capítulo 3. Cosmologia 44o raio medido pela fonte e o observador, por isso o intervalo medido por O é a(to)
a(t1)vezes o intervalo medido por P .Em um Universo em expansão

t0 > t1 → a(t0) > a(t1),de (3.50) pode-se dizer que a luz sofre um desvio para o vermelho z dado por
1 + z =

ν1

ν0
=

a(t0)

a(t1)
, (3.51)onde ν1 e ν0 são, respetivamente, as freqüênias do sinal emitido pela fonte em

t = t1, e medido pelo observador em t = t0. O desvio para o vermelho será
z =

λ0 − λ1

λ1
. (3.52)Como a freqüênia ν é inversamente proporional ao omprimento de onda λ, podeser reesrita omo

z =
ν1

ν0
− 1. (3.53)3.5Distânia de Luminosidade.Uma das formas que temos de onheer qual é a distânia entre uma fonte queestá fora de nossa galáxia e nós, é medindo a luminosidade aparente da fonte, queé o valor medido a partir da Terra. Isso é possível se já onheemos a luminosidadeabsoluta, que é aquela medida por um observador o-móvel à fonte. Nesta seçãoveremos omo é possível fazer este tipo de medida, isto usando o fator de esala a(t)e o desvio para o vermelho z de�nido na seção 3.4.Consideremos um detetor om um espelho de raio b, o qual detetará osraios de luz vindos de uma fonte loalmente inerial. Consideremos agora um vetorunitário que sai do entro do detetor até o entro da fonte. Este vetor unitário faráum ângulo sólido om os raios de luz vindos da fonte, os quais serão paralelos a estevetor unitário e tangentes ao espelho do detetor. Esse ângulo sólido esta dado por

π|ǫ|2 =
πb2

a2(t0)r
2
1

, (3.54)onde r1 é o raio que sai do detetor até a fonte, e a(t0) é o fator de esala.A fração de raios distribuídos isotropiamente no espelho do detetor é
|ǫ|2
4

=
A

4πa2(t0)r2
1

, (3.55)onde A é a área própria do espelho no detetor A = πb2.
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Capítulo 3. Cosmologia 45Cada fóton emitido om energia hν1 terá uma energia desviada para o vermelhodada por hν1
a(t1)
a(t0) , e fótons emitidos num intervalo de tempo δt1 hegarão emintervalos de tempo δt1

a(t0)
a(t1) , onde t1 é o tempo em que o fóton é emitido e t0 éo tempo em que o fóton é detetado. Então, a potênia reebida pelo espelho é
P = L

(

a(t1)

a(t0)

)2( A

4πa2(t0)r2
1

)

, (3.56)e a luminosidade aparente é
l =

P

A
=

(

La2(t1)

4πa4(t0)r
2
1

)

. (3.57)Num espaço Eulidiano a luminosidade aparente de uma fonte em repouso auma distânia d é L/4πd2, desta forma podemos de�nir a distânia de luminosidadeomo
dL =

(

L

4πl

)
1

2

, (3.58)e usando (3.57) podemos reesrevê-la omo
dL = a2(t0)

r1

a(t1)
. (3.59)Usando as equações (3.51),(3.46) e (3.47) obtemos

dL(z) = a(t0)(1 + z)r1. (3.60)A distânia de luminosidade dL deve ser esrita em termos de quantidadesobserváveis independentes do sistema de oordenadas, por isso temos que reesrevero termo a(t0)r1. Para isso usa-se um resultado para os fótons que viajam en geodésiasnulas radiais, dados por (3.46) e (3.47)
χ =

∫ t0

t1

dt

a(t)
=

1

a(t0)

∫ z

0

dz′

H(z′)
, (3.61)onde usamos a relação entre a e z (3.51), e a de�nição H = ȧ/a. A quantidade χ éhamada distânia própria.

χ = f(r1)→
√

kr1 = fk(
√

kχ), (3.62)onde
fk(x) =



































sen(x) k > 0,

x k = 0,

senh(x) k < 0

(3.63)
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Capítulo 3. Cosmologia 46Para expressar k em termos de observáveis usamos a equação de Friedmann
H2 =

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (3.64)esrita omo

(Ω − 1)a2H2 = k, (3.65)onde se vê que a urvatura é nula se Ω = 1, e Ω é a soma de todas a omponentesda densidade de energia. Isto é
Ω =

∑

i

Ωi =
∑

i

ρi

ρc
, (3.66)onde ρc = 3H2

8πG é a densidade de energia rítia e i = m, r,Λ, ν. Usando (3.65)podemos esrever √
k = a(t0)H0

√

Ω0 − 1. (3.67)Sendo Ω0 o parâmetro de densidade atual e H0 a onstante de Hubble, podemosagora esrever
a(t0)r1 =

1

H0

√
Ω0 − 1

fK

(

H0

√

Ω0 − 1

∫ z

0

dz′

H(z′)

)

, (3.68)e a distânia de luminosidade será então
dL(z) =

(1 + z)

H0

√
Ω0 − 1

fK

(

H0

√

Ω0 − 1

∫ z

0

dz′

H(z′)

)

. (3.69)Assim dL(z) �a expressa somente em função de quantidades físias de sistema deoordenadas que podem ser, em prinípio, medidas observaionalmente. Vê-se que aequação (3.69) depende de H(z), para enontrar essa relação temos que expressar aequação de Friedmann
H2(a) =

8πG

3

∑

i

ρi −
k

a2
= H2

0

(

∑

i

Ωi0
ρi

ρi0
+ Ωk0

(

a

a0

)−2
)

. (3.70)A densidade de energia em função do fator de esala ρ(a) pode ser obtida a partirda equação (3.22), omo também a partir da equação da onservação da energia
ρ̇ = −3H(ρ + P ). Fazendo

ρ̇ = −3
ȧ

a
ρ(1 + w), (3.71)onde w = P/ρ é a equação de estado. Se w é onstante, integrando temos:

∫

dρ

ρ
= −3(1 + w)

∫

da

a
, (3.72)

ln(ρ) = −3(1 + w)ln(a) + C,

ρ(a) = Ca−3(1+w),
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Capítulo 3. Cosmologia 47onde o valor de C é:
C =

ρo

a
−3(1+w)
o

,e substituendo o valor de C temos:
ρ

ρ0
=

(

a

a0

)−3(1+w)

. (3.73)Já om esta equação podemos ver a dependênia das diferentes densidades de energiaom o parâmetro de esala a. Por exemplo, para a radiação a equação de estado é
w = 1/3, então

ρ

ρ0
=

(

a

a0

)−4 (3.74)e para bárions w = 0
ρ

ρ0
=

(

a

a0

)−3

. (3.75)Para a densidade de energia esura temos w = −1

ρ

ρ0
= 1. (3.76)Ou seja, vemos que ela não depende do parâmetro de esala.A densidade de alguma outra omponente será denotada por ρx para difereniá-la das demais densidades de energia, onde

gx =
ρx

ρx0
. (3.77)Com (3.74), (3.75), (3.76) e (3.70) esrevemos o parâmetro de Hubble omo:

H(z) = H0

√

Ωx0gx(z′) + Ωm0(1 + z′)3 + Ωr0(1 + z′)4 + Ωk0(1 + z′)2 + ΩΛ. (3.78)Finalmente a distânia de luminosidade pode ser esrita da seguinte forma
dL(z) =

(1 + z)

H0

√
Ω0 − 1

fK

(

√

Ω0 − 1

∫ z

0

dz′

E(z′)

)

, (3.79)onde
E(z′) =

√

Ωx0gx(z′) + Ωm0(1 + z′)3 + Ωr0(1 + z′)4 + Ωk0(1 + z′)2 + ΩΛ, (3.80)e Ωk0 é de�nido omo
Ωk0 = 1− Ω0 = 1− Ωx0 − Ωm0 − Ωr0 − ΩΛ. (3.81)Em (3.80) temos que Ωm0 é a densidade de matéria, Ωr0 é a densidade de energia daradiação, Ω0 é a densidade de energia total no Universo e ΩΛ é a densidade de energiado váuo. Com isso determina-se por ompleto a distânia de luminosidade previstapor um modelo teório, e portanto podem-se omparar os dados de um determinadomodelo om os dados observaionais e ver a onsistênia entre eles.
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Capítulo 3. Cosmologia 483.6Movimento GeodésioEm um espaço de Minkowski, uma geodésia é de�nida omo a reta que unedois pontos, já para um espaço urvo, uma geodésia é a menor urva que une doispontos e que não neessariamente é uma reta.Nesta seção apresentaremos uma disussão aera do movimento geodésio,representado pela equação:
duµ

dτ
+ Γµ

αβuαuβ = 0 (3.82)onde uµ = (u0, ui) = (γ, γvi) é a quadriveloidade da partíula, om vi = dxi/dt e
γ = (1−|~v|2)−1/2. No aso do Universo homogêneo e isotrópio desrito pela métriade Robertson-Walker (3.43), a omponente µ = 0 e as omponentes que �am nosímbolo de Christo�el são Γ0

kj = −gkj ȧ/a, assim temos
du0

dτ
+

ȧ

a
|~u|2 = 0, (3.83)onde |~u|2 = −gkju

kuj , se temos (u0)2 − |~u|2 = 1 e u0du0 = |~u|d|~u|. Substituindo em(3.83) temos
1

u0

d|~u|
dτ

+
ȧ

a
|~u| = 0. (3.84)Finalmente, om uµ = dxµ

dt omo a quadriveloidade, podemos fazer u0 = dt
dτobtendo |~̇u|

|~u| = −
ȧ

a
. (3.85)Integrando temos

ln(|~u|) ∼ −ln(a(t)), (3.86)isto é
|~u| ∼ a−1, (3.87)om pµ = muµ podemos fazer
|~p| ∝ a−1. (3.88)Assim, para um Universo em expansão teríamos

|~p| = |~p|ν−des

(

a

aν−des

)−1

. (3.89)Quando os neutrinos sofrem o desaoplamento do plasma primordial eles �am livrese têm um momento om um desvio para o vermelho dado por (3.89).3.7A função de distribuição dos neutrinosA evolução da densidade de energia e da pressão dos neutrinos tem duasépoas bem de�nidas: a primeira, no Universo primordial quando os elétrons, fótons
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Capítulo 3. Cosmologia 49e neutrinos estavam em equilíbrio térmio; a segunda, quando os neutrinos sedesaoplaram e �aram livres do plasma primordial. Esse desaoplamento foi devidoao aminho médio dos neutrinos tornar-se omparável em ordem de grandeza à taxade expansão do Universo.Nesta seção vamos disutir a evolução da densidade de energia e da pressãodos neutrinos para as duas époas, a do equilíbrio térmio e a do desaoplamentodos neutrinos.3.7.1A função de distribuição no equilíbrio térmioA matéria e radiação nos primórdios do Universo estiveram em equilíbriotérmio devido à rápida interação das partíulas. Neste aso, ada espéie daspartíulas presentes no Universo primordial formavam um gás o qual interagia muitofortemente, om densidade de número nχ, densidade de energia ρχ e pressão Pχ dadospor:
nχ =

gχ

(2π)3

∫

fχ(~p)d3p, (3.90)
ρχ =

gχ

(2π)3

∫

Eχ(~p)fχ(~p)d3p, (3.91)um
Pχ =

gχ

(2π)3

∫ |~p|2
3Eχ(~p)

fχ(~p)d3p, (3.92)onde gχ é o número de graus internos de liberdade (spin), e Eχ(~p)2 = |~p|2 + m2
χ é aenergia de ada espéie no plasma primordial.A função de distribução fχ(~p), é dada por:

fχ(~p) =
1

exp(Eχ−µχ)/Tχ ±1
, (3.93)onde Eχ é a energia de ada espéie, µχ é o potenial químio de ada espéie, e o sinalpositivo orresponde aos férmions, aso do neutrino, e o sinal negativo orrespondeaos bósons, omo no aso do fóton.O potenial químioÉ normalmente assumido que a assimetria da arga lept�nia é muito pequena,pois a ontribuição do elétron para a assimetria dos léptons é desprezada devido àneutralidade do Universo, portanto o potenial químio do elétron também deveser desprezado. Então, a ontribuição para a assimetria lept�nia (se não for muitopequena) é feita pelos neutrinos. A arga lept�nia é a diferença entre os neutrinose anti-neutrinos.Embora os neutrinos de fundo osmológio não podem ser observadosdiretamente, sua assimetria pode ser estimada. Hoje sabemos que a assimetria do
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Capítulo 3. Cosmologia 50número bari�nio é muito pequena, e portanto, os poteniais químios dos bárionstambém. Isto é onferido por vários resultados de dados osmológios omo WMAPe é oerente om o modelo de BBN5. A expressão
η ∼ nB

nγ
∼ 10−9 (3.94)é a omparação entre a arga bari�nia e bos�nia [7℄.Por outro lado, a assimetria dos léptons está diretamente relaionada om ospoteniais químios dos neutrinos, e não neessariamente é igual ou omparável àassimetria dos bárions. Como não existe uma únia teoria sólida que nos diga o valornumério do potenial químio dos neutrinos, ele tem que ser determinado a partirde dados osmológios observados(as abundânias dos elementos leves) e a teoria queonheemos omo BBN.Se olhamos o grá�o (FIG 1) do artigo[121℄, vemos a abundânia de He omofunção de ξ = µν/T . Se o valor de ξ for grande(pequeno), esperar-se-ia menos(mais)He no Universo. Se ξ for grande(pequeno) ter-se-ia mais νe de que ν̄e (mais ν̄e doque νe), isto in�uenia a razão entre o nêutron e o próton (n/p) através das reações

n + e+ ←→ p + ν̄e, (3.95)
p + e− ←→ n + νe, (3.96)

n ←→ p + e− + ν̄e. (3.97)Para que os dados de abundânia de He onordem om os dados da previsãoteória que vem do modelo de BBN, os valores de ξ têm que estar em erto intervaloque é −0.046 < ξ < 0.072 [121℄. Deste modo podemos fazer o potenial químio
µ ≃ 0 na função de distribuição da equação para a densidade de energia (3.91).3.7.2A função de distribuição dos neutrinos depois do desaoplamentoAs equações (3.90), (3.91) e (3.92) são as que desrevem o omportamento deada espéie de partíula na époa do equilíbrio térmio (elétrons, fótons e neutrinos).E pelas razões apresentadas na seção anterior, pode-se aproximar o potenial químioa µ = 0. Nesta seção vamos disutir qual a temperatura em que os neutrinos sofrem5O BBN é uma teoria a qual foi desenvolvida por Alpher, Bethe, Gamow e Herman,eles disseram que devido a ertas ondições que aonteeram no Universo primordial, fez-sepossível a formação de núleos leves. A sua intuição os levou à predição da existênia daCMBR (radiação ósmia de fundo), a qual foi desoberta anos depois por Penzias e Wilson.Os estudos deixaram laro que o BBN é responsável pela formação de 4 isótopos leves 2He,
3He, 4He e 7Li.
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Capítulo 3. Cosmologia 51o desaoplamento e qual será a função que desreverá seu omportamento depois dodesaoplamento.O Universo esteve em equilíbrio térmio devido à rápida interação daspartíulas que nesse momento o ompõem. Como foi visto na seção 3.4, o Universoestá se expandindo e a temperatura ai omo T ∝ a−1, então ele está se esfriando.Enquanto o Universo ontinua se expandindo as partíulas ontinuam sua interaçãoaté que o neutrino, devido à sua interação fraa om as outras partíulas, desaopla doplasma primordial de uma forma quase instantânea. Quando o neutrino se desaoplaainda é relativístio, pois se omparamos a temperatura do Universo primordial oma energia da massa em repouso do neutrino, esta última pode ser desprezada, ouseja, o neutrino seria onsiderado omo de massa zero e por isso relativístio; esseneutrino é hamado de �relíquia quente�.Da seção 3.6 sabemos que o momento de uma partíula tem um desvio parao vermelho dado por (3.89), e da seção do potenial químio sabemos que podemosaproximá-lo a zero µν = 0, om6 T ν−des
ν = T ν−des

γ no momento do desaoplamentodo neutrino. Depois do desaoplamento temos:
fν(~p) =

[

exp

(

√

|~p|2(a/aν−des)2 + m2
ν

T ν−des
ν

)

± 1

]−1

, (3.98)omo o neutrino é relativístio então temos que T ν−des
γ ≫ mν . Desse modo a equaçãoda função de distribução �a

fν(~p) ≃
[

exp

( |~p|(a/aν−des)

T ν−des
ν

)

± 1

]−1

, (3.99)utilizando que
Tν = T νdes

γ

(

a

aνdes

)−1

, (3.100)obtemos a função de distribução
f(~p) ≃ 1

e
p

Tν + 1
. (3.101)A partíula mantém a função de distribução relativístia depois dodesaoplamento, e mesmo que a partíula hegue a ser não relativístia ela ontinua7sendo desrita pela mesma função de distribuição.6T ν−des

ν é a temperatura do neutrino no momento do seu desaoplamento e T ν−des
γ é atemperatura do fóton no momento do desaoplamento do neutrino.7a partíula hega a ser não-relativístia porque sua massa se torna omparável àtemperatura do Universo.
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Capítulo 3. Cosmologia 52A temperatura do desaoplamentoNo plasma primordial o neutrino se mantinha em equilíbrio térmio por meiodas interações
ν + ν̄ ←→ e+ + e−, (3.102)

ν̄ + e± ←→ ν̄ + e±. (3.103)A taxa das interações é dada por
Γ = n < σv >, (3.104)onde n é a densidade de número das partíulas alvo, σ é a seção de hoque, v é aveloidade do neutrino, e < σv >∼ G2

F T 2
γ , onde Tγ é a temperatura que determinaa ordem de grandeza da energia das partíulas que interagem no banho térmio, e

n ∼ T 3
γ . Com isso temos

Γ ∼ G2
F T 5

γ . (3.105)O desaoplamento dos neutrinos aontee quando a taxa de interação Γ se tornaomparável à variação da temperatura |Ṫγ/Tγ | ou à taxa de expansão H

Γ ∼ H. (3.106)Isso quer dizer que o neutrino sofre o desaoplamento quando o seu aminho médioaumenta de tal forma que a interação fraa om as outras partíulas seja tãopequena que eles onseguem sair do plasma primordial. Quando o neutrino sofre odesaoplamento temos que Tγ ≫ mν . Fazendo esta aproximação na equação8 (3.91),temos
ρ(Tχ) =























π2

30
gχT 4

χ para bósons,
7π2

240
gχT 4

χ para férmions (3.107)e usando a equação de Friedmann (3.64) om k = 0, obtemos
H2 =

8πG

3
ρ, (3.108)Como na époa onsiderada a densidade de energia foi dominada por partíulasrelativístias, de (3.107)

H2 =
8πG

3

π2

30
gχT 4

χ , (3.109)e om MP =
√

hc/G que é a massa de Plank9, temos
H =

2π2/3

3
√

5MP

√
gρT

2
γ = 1.66

√
gρ

MP
T 2

γ . (3.110)8As aproximações Tγ ≫ mν e Tγ ≪ mν serão disutidas em detalhe no apítulo 4.9Lembrando que aquí estamos tomando as unidades naturais h = c = 1
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Capítulo 3. Cosmologia 53Por simpliidade tomaremos
H ∼

T 2
γ

Mp
, (3.111)isolando T 2

γ obtemos
T 2

γ ∼ HMp. (3.112)Agora usando (3.105) e o fato que a taxa de interação torna-se omparável à taxade expansão do Universo (3.106) obtemos H ∼ G2
F T 5

γ . Substituindo isto temos
T 2

γ ∼ G2
F T 5

γ MP , (3.113)anelando a temperatura obtemos
(

T νdes
γ

)3 ∼ 1

G2
F MP

, (3.114)onde T νdes
γ seria a temperatura da radiação ósmia de fundo por fótons quando oneutrino sofre o desaoplamento. A temperatura na qual o neutrino se desaopla é

T νdes
γ ∼ 1MeV. (3.115)Relação da temperatura do neutrino e do fótonVimos na equação (3.100) que a temperatura do neutrino está relaionadaom a temperatura do fóton, veremos isso de uma forma mais detalhada. Vamosusar a primeira e a segunda lei da termodinâmia a qual dizem, respetivamente,

dQ = dU + dL e dQ = TdS onde S(T, V ) é a função de estado hamada entropia,om
dU = d[ρ(T )V ] dL = p(T )dV. (3.116)Fazendo TdS = dU + dL temos

TdS(T, V ) = d[ρ(T )V ] + p(T )dV, (3.117)abrindo o primeiro termo d[ρ(T )V ] = V dρ + ρdV , e organizando os termos
TdS(T, V ) = V

dρ(T )

dT
dT + [ρ(T ) + p(T )]dV. (3.118)Se apliamos derivadas pariais a (3.118) em relação a T e V , obtemos que

∂S(T, V )

∂T
=

V

T

dρ(T )

dT

∂S(T, V )

∂V
=

ρ(T ) + p(T )

dT
, (3.119)onde a ondição de integrabilidade

∂2S(T, V )

∂V ∂T
=

∂2S(T, V )

∂T∂V
, (3.120)
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Capítulo 3. Cosmologia 54implia que
dp(T )

dT
=

ρ(T ) + p(T )

T
. (3.121)Usando a primeira lei da termodinâmia, dQ = TdS e (3.119) obtemos:

dS = d

(

ρ + p

T
V

)

. (3.122)A entropia em um volume V , a uma temperatura T , pode ser esrita omo
S(T, V ) =

ρ + p

T
V, (3.123)

s =
S

V
=

ρ + p

T
, (3.124)Em equilíbrio térmio a entropia é onservada (TdS=dQ=0), e a onservação daentropia s em um Universo em expansão implia que

s ∝ a−3. (3.125)De (3.107) e (3.123), e lembrando que para partíulas relativístias w = 1/3,podemos esrever a entropia omo
s =

2π2

45
gχT 3

γ , (3.126)onde gχ é a soma dos graus de liberdade das partíulas que estão nesse momentointeragindo no Universo primordial.
gs =

∑

χ=Bósons gχ

(

Tχ

Tγ

)4

+
7

8

∑

χ=Férmios gχ

(

Tχ

Tγ

)4

. (3.127)Das equações (3.126) e (3.125) podemos esrever uma relação entre o fator deesala a(t) e a temperatura
Tγ ∝ g

−
1

3

s a−1. (3.128)Esta equação é uma generalização da relação (3.100), a qual agora inlui as possíveisvariações do número de partíulas relativístias interagindo no Universo primordial.A �m de enontrar a relação entre a temperatura do neutrino e a do fóton,temos primeiro que entender o que nos diz a relação (3.128). Durante o esfriamento doUniverso devido à expansão, para qualquer espéie de partíula que está interagindono plasma e torna-se não-relativístia, sua entropia é transferida para as partíulasrelativístias que ainda �am interagindo no plasma, isto através de uma mudançado fator (gs)
−

1

3 . Com (3.128) podemos alular o omportamento de Tγ e (1 + z)fazendo
Tγ = T 0

γ

(

g0

g

)−
1

3 a0

a
= T 0

γ

(

2

g

)−
1

3

(1 + z). (3.129)Em (3.129) podemos determinar a temperatura do fóton para qualquer desvio parao vermelho de�nindo a T 0
γ omo a temperatura da radiação ósmia de fundo hoje e
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Capítulo 3. Cosmologia 55
g0
s = 2 omo o valor de gγ hoje. A temperatura em que os e− − e+ desaoplaram foi

Tγ ≃ 0.2MeV, passando sua entropia aos fótons por meio da aniquilação de e−− e+.Isto fez que a temperatura do fóton aumentasse e �asse diferente da temperaturado neutrino.De (3.127) e tendo em onsideração que os fótons reeberam a entropia daaniquilação e+ − e−

gs = gγ
s + ge±

s = 2 +
7

8
4 =

11

2
. (3.130)Substituindo em (3.129) temos

Tγ = T 0
γ

(

4

11

)
1

3

(1 + z), (3.131)e tendo que
Tν ∝ a−1 Tγ ≪ T ν−des

γ ∼ 1MeV, (3.132)
Tν = T 0

ν (1 + z) Tγ ≪
mµ

3
. (3.133)Comparando as equações quando Tγ ≫ T ν−des

γ e Tν = Tγ , temos
T 0

ν =

(

4

11

)
1

3

T 0
γ . (3.134)Infelizmente, esta previsão teória ainda não foi onferida experimentalmenteisso devido à grande di�uldade para detetar os neutrinos do fundo osmológiodevido à sua interação fraa. Como a temperatura dos fótons e dos neutrinos éesalada pelo fator a−1, depois da aniquilação dos e+ − e− eles mantêm a mesmarelação da époa quando a neutrino desaopla

Tν =

(

4

11

)
1

3

Tγ ≃ 0.7138Tγ . (3.135)Voltando a equação da densidade de energia (3.91)
ρν( ~pν , Tν) =

gν

(2π)3

∫

Eν( ~pν)fν( ~pν , Tν)d3p, (3.136)e usando a equação (3.101), om d3p = p2 senθ dp dθ dφ, obtemos a função dadensidade de energia
ρν(Tν) =

gν

2π2

∫

∞

0

√

p2
ν + m2

ν p2
ν dpν

e
pν
Tν + 1

, (3.137)e a equação para a pressão será
Pν(Tν) =

gν

6π2

∫

∞

0

p4
ν dpν

√

p2
ν + m2

ν(e
pν
Tν + 1)

. (3.138)
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