
4A densidade de energia e pressão dos neutrinos4.1IntroduçãoO objetivo entral deste apítulo é apresentar de uma forma generalizada adensidade de energia e a pressão dos neutrinos nos limites relativístios e não-relativístios, onde o omportamento das funções da densidade de energia e apressão não dependerão diretamente da massa do neutrino, mas somente da razão
R = mν/Tγ . As aproximações relativístias e não-relativístias da densidade deenergia e da pressão são feitas para evitar erros de arredondamento devido ao uso deum método numério, e devido ao omputador trabalhar om um número de asas�nitas1Nesta dissertação vamos onsiderar os erros de arredondamento, porque nossaanálise ompreende as regiões de R ≫ 1 e R ≪ 1 das funções da densidade de energiae pressão (3.137) e (3.138), omo será mostrado adiante, esses erros são dominantesnos limites itados.1Um método numério é um método não analítio, que tem omo objetivo determinarum ou mais valores numérios, que são soluções de um erto problema. Ao ontrário dasmetodologias analítias, que onduzem a soluções exatas para os problemas, os métodosnumérios produzem, em geral, apenas soluções aproximadas om erros que podem serdevidos a vários fatores:1. Erros de trunamento: Muitas equações têm soluções que apenas podem seronstruídas no sentido que um proesso in�nito possa ser desrito omo um limite dasolução em questão. Por de�nição, um proesso in�nito não pode ser ompletado, porisso tem que ser trunado após erto número �nito de operações. Esta substituiçãode um proesso in�nito por um proesso �nito, produz erto tipo de erros hamadosde trunamento.2. Erros de arredondamento: Que os álulos sejam efetuados manualmente ou poromputador, somos onduzidos a usar uma preisão �nita, ou seja, que apenaspodemos ter em onsideração um número �nito de dígitos.
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Figura 4.1: Grá�o em esala logarítmia da Densidade de energia e da Pressãoem função de R = mν/Tν . É possível ver a mundança de omportamento da situaçãorelativístia para R ≪ 1 e a não-relativístia para R ≫ 1. A diferença entre as urvasem R ≫ 1 é devida ao fator de 1/3 entre ρ e P , lembrando que w = P/ρ = 1/3.4.2Densidade e pressão dos neutrinos4.2.1Caso geralA partir da equação (3.137), onde de�nimos2 R = mν

Tν
e ξ = pν

Tν
, e fazendo amudança de variáveis obtemos a equação

ρν(R) =
gν T 4

ν

2π2

∫

∞

0

√

1 + (R
ξ )2

eξ + 1
ξ3dξ. (4.1)Da mesma forma faz-se para a pressão

Pν(R) =
gν T 4

ν

6π2

∫

∞

0

1
√

1 + (R
ξ )2

ξ3dξ

eξ + 1
. (4.2)2Lembrando que estamos trabalhando em unidades naturais onde c, ~, kB são 1.
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Capítulo 4. A densidade de energia e pressão dos neutrinos 58O omportamento de (4.1) e (4.2) está representado na �gura 4.1. Estas duasequações são as que vamos usar para fazer o álulo numério, onde o integrando éadimensional e a onstante fora da integral é quem tem as unidades físias da função,isto é
gν (4/11)4/3T 4

0γ

2π2
:= 3.21 × 10−2

[ eVm3

]

. (4.3)O método usado para o álulo numério foi o de Simpson feito om a linguagemde fortran onde a função da densidade de energia do neutrino e a pressão desrevemurvas suaves e bem omportadas sem nenhum tipo de desontinuidade ou mudançaforte. Por isto o método de integração esolhido dará uma boa aproximação doomportamento da função. As urvas da densidade de energia e da pressão sãoomparadas om o apliativo Mathematia 6.0.4.2.2Caso não-relativístioPara evitar os erros de arredondamento nas equações (4.1) e (4.2), faremosuma expansão em séries da raiz quadrada na equação (3.137), e om R ≫ 1 que é
Tγ ≪ mν ou pν ≪ mν temos

(m2

ν + p2

ν)
1

2 = mν

(

1 +
p2

ν

m2
ν

)

1

2

, (4.4)om 1 ≫
p2

ν

m2
ν
,

(m2

ν + p2

ν)
1

2 ≈ mν

(

1 +
p2

ν

2m2
ν

+ . . .

)

. (4.5)Desta expansão só usamos os dois primeiros termos, pois omo o primeiro termo émuitíssimo maior que o segundo, então o tereiro termo não vai ontribuir de umaforma representativa.Substituindo (4.5) na equação (3.137) obtemos
ρν(Tν) =

gν

2π2

(
∫

mν p2
ν dpν

e
pν
Tν + 1

+
1

2mν

∫

p4
ν dpν

e
pν
Tν + 1

)

. (4.6)Vamos agora deixar a (4.6) omo função de R, para isso temos que fazer algumassubstituções, isto é
ρν(Tν) =

gν

2π2

(

mν

(

Tν

Tν

)3 ∫ p2
ν dpν

e
pν
Tν + 1

+
1

2mν

(

Tν

Tν

)5 ∫ p4
ν dpν

e
pν
Tν + 1

)

, (4.7)e lembrando que ξ = pν

Tν
obtemos

ρν(Tν) =
gν

2π2

(

mνT
3

ν

∫

ξ2 dξ

eξ + 1
+

T 5
ν

2mν

∫

ξ4 dξ

eξ + 1

)

. (4.8)Para obter R = mν

Tν
temos que multipliar por Tν

Tν
ada integral
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ρν(R,Tν) =

gν

2π2

(

RT 4

ν

∫

ξ2 dξ

eξ + 1
+

(

T 4
ν

2R

)
∫

ξ4 dξ

eξ + 1

)

. (4.9)Resolvendo as integrais e fatorizando os termos omuns, obtemos
ρν(R,Tν) =

gνT 4
ν

2π2

(

3Rζ(3)

2
+

15ζ(45)

4R

)

, (4.10)onde3 ζ(3) = 1.20205 e ζ(5) = 1.03692, e usando (3.135) para oloar a temperaturados fótons
ρν(R,Tγ) =

gν(4/11)
4

3 T 4
γ

2π2

(

3Rζ(3)

2
+

45ζ(5)

4R

) (4.11)É interessante ver que a equação para a densidade de energia de um gás lássio é
ρ = mn onde m é a massa das partíulas que ompõem o gás e n é a densidade denúmero. Comparando isso om (4.11) e desprezando o segundo termo da aproximação(lembrando que R = mν/Tγ), temos que

n =
3ζ(3)gν(4/11)mνζ(3)

4π2

(

T 3

γ

)

, (4.12)que seria a densidade de número para partíulas relativístias. Mas ρ = mνn, omoesperávamos, é a densidade de energia para partíulas não-relativístias, pois estamosfazendo o limite R ≫ 1.A �m de expliar os grá�os vamos de�nir a expressão (4.11) da seguinte forma
Ap = 3.21

(

3Rζ(3)

2

)

× 10−2

[ eVm3

]

, (4.13)
Ap2 = 3.21

(

3Rζ(3)

2
+

15ζ(5)

2R

)

× 10−2

[ eVm3

]

. (4.14)Na �gura (4.2) podemos ver o omportamento de Ap e Ap2 junto om a urvanuméria da função (4.1), onde notamos omo a expressão Ap2 em (4.14), �a maispróxima da urva numéria. De maneira a apreiar melhor as aproximações de�nidasem (4.13) e (4.14), podemos ver a �gura (4.3), onde observamos mais laramenteomo a expressão Ap2 se aproxima mais à urva numéria do que a expressão Ap.Para a função da pressão faz-se a mesma oisa. Usando (3.92) temos
Pν(Tν) =

gν

6π2

∫

p4
ν dpν

(
√

p2
ν + m2

ν)(e
pν
Tν + 1)

, (4.15)e omo estamos onsiderando a aproximação R ≫ 1, expandimos a raiz quadrada de(4.15), que é
(m2

ν + p2

ν)
−

1

2 =
1

mν

(

1 +
p2

ν

m2
ν

)

−
1

2

. (4.16)Expandindo (4.16) obtemos
(m2

ν + p2

ν)
−

1

2 =
1

mν

(

1 −
p2

ν

2m2
ν

· · ·

)

. (4.17)3ζ(n) é a função zeta de Riemman, de�nida por ζ(n) =
∑

∞

i=1

1

in
.
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Figura 4.2: Grá�o omparativo entre a densidade de energia numéria e asaproximações analítias. Para R ≫ 1 pode-se ver que a linha vermelha é a urvada densidade de energia feita numeriamente, e as linhas verde e azul são asaproximações feitas em primeiro e segundo graus hamadas no grá�o Ap e Ap2,ver (4.13).
Assim omo �zemos para a aproximação em séries da densidade de energia, somenteonsideramos o primeiro e o segundo termo em (4.17), pois os termos superiores aesses dois são muito pequenos para que façam uma ontribuição representativa naaproximação da pressão. Substituindo (4.17) em (4.15) temos

Pν(Tν) =
gν

6π2

(

1

mν

∫

p4
ν dpν

e
pν
Tν + 1

−
1

2m3
ν

∫

p6
ν dpν

e
pν
Tν + 1

)

. (4.18)Vamos agora deixar a (4.18) omo função de R, então vamos proeder de formaanáloga ao feito para a densidade de energia. Multipliando a primeira integral por
(

Tν

Tν

)5 e a segunda integral por (Tν

Tν

)7 para poder esrever a pν omo ξ, temos
Pν(Tν) =

gν

6π2

(

1

mν

(

Tν

Tν

)5 ∫ p4
ν dpν

e
pν
Tν + 1

−
1

2m3
ν

(

Tν

Tν

)7 ∫ p6
ν dpν

e
pν
Tν + 1

)

, (4.19)e lembrando que ξ = pν

Tν
obtemos
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Figura 4.3: Ampliação da �gura (4.2) na região próxima a R = 1. Podemos veromo Ap se afasta da urva numéria ρν(R) mais que Ap2. Vemos também omo asaproximações deixam de ser válidas em R ≃ 3.
Pν(Tν) =

gν

6π2

(

1

mν
(Tν)

5

∫

ξ4 dξ

eξ + 1
−

1

2m3
ν

(Tν)
7

∫

ξ6 dξ

eξ + 1

)

, (4.20)e para obter R = mν

Tν
temos que multipliar por Tν

Tν
a primeira integral e por (Tν

Tν

)3a segunda integral obtendo
Pν(R,Tν) =

gν

6π2

((

T 4
ν

R

)
∫

ξ4 dξ

eξ + 1
−

(

T 4
ν

2R3

)
∫

ξ6 dξ

eξ + 1

)

. (4.21)Resolvendo as integrais e fatorizando os termos omuns, obtemos
Pν(R,Tν) =

gν(Tν)4

6π2

(

45ζ(5)

2R
−

2835ζ(7)

8R3

)

, (4.22)onde ζ(5) = 1.036927 e ζ(7) = 1.00834927.E oloando expliitamente o valor da onstante dimensional temos
Pν(R, z) = 1.07 × 10−2(1 + z)4

(

3ζ(5)

R
−

189ζ(7)

4R3

)[ eVm3

]

. (4.23)Usando as equações (4.14) e (4.22), obtemos uma expansão para a hamadaequação de estado w:
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w :=

P

ρ
=

5ζ(5)

R2ζ(3)
−

[

75

2

(

5ζ(5)

ζ(3)

)2

+
315

4

ζ(7)

ζ(3)

]

1

R4
, (4.24)e o primeiro termo dessa expansão é dado por:

w =
5ζ(5)

ζ(3)

(

Tγ

mν

)2

. (4.25)A equação de estado (4.25) é para neutrinos não-relativístios.É interessante ressaltar que a equação de estado para um gás não-relativístioem equilíbrio térmio é diferente de (4.25). A pressão de um gás lássio é P = nT ,onde n é a densidade de número, e a densidade de energia é ρ = mn, om isto temos
P

ρ
=

T

m
, (4.26)Temos em (4.26) a equação de estado para um gás não-relativistio, a qual édiferente da equação de estado (4.25) (primeiro termo em (4.24) mas desprezando osegundo termo na aproximação) para os neutrinos não-relativístios (R ≫ 1). Istoporque a função de distribuição dada para os neutrinos relativístios, na époa emque estavam em equilíbrio térmio om os fótons, elétrons e pósitrons, não mudaembora sofra um desvio para o vermelho, e o neutrino seja agora não-relativístio,om foi disutido no apítulo 3.Podemos ver na �gura (4.4) o omportamento da equação de estado w = Pν

ρν
,onde Pν e ρν são de�nidas por (4.1) e (4.2) respetivamente. Esta urva foi feitanumeriamente usando a linguagem de fortran 77 e omparada om o apliativo deMathematia 6.0.Para ver os termos da aproximação na equação de estado (4.24), junto om aálulo numério da equação de estado w = Pν

ρν
, usamos a equação (4.24) para de�niros termos Ap e Ap2 que apareem na �gura 4.5. Fazemos para o primeiro termo naaproximação

Ap =
5ζ(5)

R2ζ(3)
(4.27)e Ap2 om o primeiro e o segundo termo na aproximação da equação de estado (4.24)

Ap2 =
5ζ(5)

R2ζ(3)
−

[

75

2

(

5ζ(5)

ζ(3)

)2

+
315

4

ζ(7)

ζ(3)

]

1

R4
. (4.28)Vemos na �gura (4.5) omo as aproximações deixam de ser válidas em torno de

R ∼ 10. Para poder ver de uma forma mais lara omo é que as aproximações seomportam junto à urva numéria temos que fazer uma ampliação da Figura 4.5em torno de 1 ≤ R ≤ 100, isto está representado na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Ampliação da �gura (4.5) na região de 1 ≤ R ≤ 100, onde aaproximação Ap2 que é quem tem as duas ordens da aproximação da equação linhavermelha é a feita numeriamente, a verde é a aproximação em primeira ordem e aazul é a aproximação em segunda ordem, para a aproximação de R ≫ 1.
4.2.3Caso relativístioTrabalhamos até agora só as aproximações para R ≫ 1, vamos agora fazer asaproximações para R ≪ 1 que é o aso relativístio. Usando (3.137) obtemos

(m2

ν + p2

ν)
1

2 = pν

(

1 +
m2

ν

p2
ν

)
1

2

, (4.29)e om 1 ≫
m2

ν

p2
ν
temos

(m2

ν + p2

ν)
1

2 ≈ pν

(

1 +
m2

ν

2 p2
ν

+ . . .

)

. (4.30)Desta expansão só usamos os dois primeiros termos, pois omo o primeiro termo émuitissímo maior que o segundo, então o tereiro termo não vai ontribuir de formarepresentativa na densidade de energia.Substituindo (4.30) na equação (3.137) obtemos
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ρ(Tν) =

gν

2π2

(
∫

p3
νdpν

e
pν
Tν + 1

+
m2

ν

2

∫

pνdpν

e
pν
Tν + 1

)

. (4.31)Vamos agora deixar a (4.31) omo função de R, para isso temos que fazer algumassubstituições. Multipliando o primeiro e o segundo termos do lado direito de (4.31)por (Tν

Tν
)4 e (Tν

Tν
)2 respetivamente

ρ(Tν) =
gν

2π2

(

(

Tν

Tν

)4 ∫ p3
νdpν

e
pν
Tν + 1

+
m2

ν

2

(

Tν

Tν

)2 ∫ pνdpν

e
pν
Tν + 1

)

, (4.32)e lembrando que ξ = pν

Tν
obtemos

ρ(Tν) =
gν

2π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
+

m2
νT

2
ν

2

∫

ξdξ

eξ + 1

)

. (4.33)Para obter R = mν

Tν
temos que multipliar por (Tν

Tν
)2 o segundo termo à direita de(4.33)

ρ(Tν) =
gν

2π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
+

m2
ν

2

T 4
ν

T 2
ν

∫

ξdξ

eξ + 1

)

. (4.34)Reorganizando o segundo termo do lado direito em (4.34), a �m de obter R temos
ρ(Tν) =

gν

2π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
+

R2

2
T 4

ν

∫

ξdξ

eξ + 1

)

. (4.35)Resolvendo as integrais em (4.35) e fatorizando os termos omuns
ρ(Tν) =

gνT 4
ν

2π2

(

7π4

120
+

R2

2

(

π2

12

))

, (4.36)e usando (3.135) para oloar a temperatura dos fótons
ρ(R,Tν) =

gν

(

(4/11)4/3
)

T 4
γ

2π2

(

7π4

120
+

R2

2

(

π2

12

))

. (4.37)É apropriado dizer que o primeiro termo em (4.37) tem a forma de uma expressãoque desreve um gás relativístio.
ρ(R, z) := 3.21(1 + z)4

(

7π4

120
+

R2

2

(

π2

12

))

× 10−2

[ eVm3

]

. (4.38)A aproximação (4.38) está representada na �gura (4.7).Para a pressão proedemos de forma análoga ao feito para a densidade deenergia. Partimos da equação (4.15) e expandimos sua raiz quadrada, visto queestamos onsiderando a aproximação R ≪ 1

(m2

ν + p2

ν)
−

1

2 =
1

pν

(

1 +
m2

ν

2 p2
ν

)

−
1

2

. (4.39)Expandindo (4.39), obtemos
(m2

ν + p2

ν)
−

1

2 ≈
1

pν

(

1 −
m2

ν

2 p2
ν

+ . . .

)

, (4.40)
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Figura 4.7: Grá�o onde se apresentam as urvas feitas analitiamente para R ≪ 1e numeriamente.onde só onsideraremos os dois primeiros termos do lado direito de (4.40), poisomo já dissemos, os termos superiores são muito pequenos para que façam algumaontribuição representativa à pressão. Substituindo (4.40) em (4.15) temos
Pν(Tν) =

gν

6π2

(
∫

p3
ν dpν

e
pν
Tν + 1

−
m2

ν

2

∫

pν dpν

e
pν
Tν + 1

)

. (4.41)Vamos agora deixar a (4.41) omo função de R, para isso temos que fazer algumassubstituições. Multipliando o primeiro e o segundo termos do lado direito de (4.31)por (Tν

Tν
)4 e (Tν

Tν
)2 respetivamente

P (Tν) =
gν

6π2

(

(

Tν

Tν

)4 ∫ p3
νdpν

e
pν
Tν + 1

−
m2

ν

2

(

Tν

Tν

)2 ∫ pνdpν

e
pν
Tν + 1

)

, (4.42)e lembrando que ξ = pν

Tν
obtemos

P (Tν) =
gν

6π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
−

m2
νT

2
ν

2

∫

ξdξ

eξ + 1

)

. (4.43)Para obter R = mν

Tν
temos que multipliar por (Tν

Tν
)2 o segundo termo à direita de(4.43). Assim
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P (Tν) =

gν

6π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
−

m2
ν

2

T 4
ν

T 2
ν

∫

ξdξ

eξ + 1

)

. (4.44)Reorganizando o segundo termo do lado direito em (4.44), a �m de obter R temos
P (Tν) =

gν

6π2

(

T 4

ν

∫

ξ3dξ

eξ + 1
−

R2

2
T 4

ν

∫

ξdξ

eξ + 1

)

, (4.45)resolvendo as integrais em (4.45) e fatorizando os termos omuns
P (R,Tν) =

gν (Tν)4

6π2

(

7π4

120
−

R2

2

(

π2

12

))

, (4.46)e usando (3.135) para oloar a temperatura dos fótons
P (R,Tγ) =

gν(4/11)
4/3T 4

γ

6π2

(

7π4

120
−

R2

2

(

π2

12

))

. (4.47)Coloando expliitamente o valor da onstante dimensional em (4.47) temos
P (R, z) := 1.07(1 + z)4

(

7π4

120
−

R2

2

(

π2

12

))

× 10−2

[ eVm3

]

. (4.48)Com (4.47) e (4.37), obtemos uma expansão para a equação de estado w

w =
1

3

(

1 −
10

7π2
R2

)

, (4.49)onsiderando o primeiro termo da aproximação e
w =

1

3
, (4.50)temos que (4.50) é a expressão que se esperaria ter para uma equação de estadoonstante para partíulas relativístias, onde o segundo termo é só devido àaproximação feita. O grá�o desta equação pode ser visto na �gura (4.5) om aurva Ap2 e R ≪ 1.A função da densidade de energia dos neutrinos numéria e aproximadaA �m de alular a distânia de luminosidade e garantir que essa função sejabem omportada nos limites R ≫ 1 e R ≪ 1 teremos que melhorar a função para adensidade de energia (4.1). Isto pode-se fazer ortando-a nos limites, e oloando noseu lugar as aproximações aluladas (4.11) e (4.37), desta forma evitamos possíveiserros de ompilação. Para isso teremos que alular onde exatamente queremos ortara função (4.1), e fazemo-lo da seguinte forma: de (4.11) que é a densidade de energiaaproximada para R ≫ 1 de�nimos

ρν(R,Tγ) =
3gν((4/11)

4

3 )T 4
γ

4π2

(

Rζ(3) +
15ζ(5)

2R

)

= ρ1 + ρ2 (4.51)onde ρ1 e ρ2 são o primeiro e o segundo termos de (4.11) respetivamente. Fazemos
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Figura 4.8: Grá�o do desvio relativo da aproximação da urva numéria. Para
R ≪ 1 o desvio relativo entre ρn e Ap2 em (4.14) é quase 1 o que nos diz quea aproximação deixa de ser válida. Com a linha traejada mostramos o valor e aregião do desvio relativo que estamos usando para ortar a função da densidadede energia (4.1). Como estamos onsiderando a aproximação R ≪ 1, vemos queestamos no limite onde a função aproximada (4.14) ainda é válida e não tem errosde arredondamento.

η =
ρ2

ρ1

, (4.52)usando (4.51) temos
η =

15ζ(5)

2ζ(3)R2
max

, (4.53)e isolando Rmax

Rmax =

(

15ζ(5)

2ζ(3)

)
1

2

η−
1

2 . (4.54)Se �zermos ǫ = 10−2 obtemos Rmax = 25.435, isto pode ser visto na Figura (4.8).Agora vamos alular em que altura temos que ortar a função (4.1), mas destavez para R ≪ 1. Usando a equação (4.37) fazemos o mesmo proesso que �zemosom (4.11), isto é
ρ(Tν) =

gν

(

(4/11)4/3
)

T 4
γ

2π2

(

7π4

120
+

R2

2

(

π2

12

))

= ρ1 + ρ2. (4.55)
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Figura 4.9: Grá�o do desvio relativo que tem a aproximação da urva numéria.Para R ≫ 1 o desvio relativo entre ρn e ρAp2
é quase 1 o que nos diz que aaproximação deixa de ser válida. Com a linha traejada mostramos o valor e a regiãodo desvio relativo que estamos usando para ortar a função da densidade de energia(4.1).Desta vez, o primeiro termo ρ1 estará representando o primeiro termo em (4.37),e equivalentemente ρ2 representará o segundo termo na mesma equação, om issopoderemos agora fazer

φ =
ρ2

ρ1

. (4.56)Substituindo os valores de ρ1 e ρ2 de (4.55) temos
φ =

10R2

min

7π2
(4.57)e isolando Rmin para saber qual é o valor do limite onde teremos que ortar (4.1)quando R ≪ 1 temos

Rmin =
7π2

10
φ

1

2 . (4.58)Se φ = 10−2, enontramos que Rmin = 0.2628, podemos ver isso representado na�gura (4.9).Com os valores Rmin e Rmax de�nidos, podemos agora fazer a nova funçãoda densidade de energia, a qual está representada na �gura (4.10). A função da
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Figura 4.10: Grá�o da densidade de energia e as aproximações para R ≫ 1 e
R ≪ 1, onde mostramos a função omposta da densidade de energia. Aqui a linhaverde é a aproximação para R ≫ 1 e a linha azul é a aproximação para R ≪ 1.densidade de energia para os neutrinos, onsiderando-se as aproximações feitas paraevitar os erros de arredondamento para R ≪ 1 e R ≫ 1 será representada omo

ρν(R,Tγ) =































































gν

(

(4/11)
4

3

)

T 4
γ

2π2

(

3Rζ(3)

2
+

45ζ(5)

4R

)

R ≫ 1,

gν

(

(4/11)
4

3

)

T 4
γ

2π2

∫

√

1 + (R
ξ )2

eξ + 1
ξ3dξ R ∼ 1,

gν

(

(4/11)
4

3

)

T 4
γ

2π2

(

7π4

120
+

R2

2

(

π2

12

))

R ≪ 1.

(4.59)
Daqui em diante, quando nos re�rirmos à função da densidade de energia dosneutrinos, será entendido que nos referimos à equação (4.59).4.2.4
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Capítulo 4. A densidade de energia e pressão dos neutrinos 71Função densidade de energia para valores partiulares da massa.Na seção anterior �zemos uma desrição do omportamento da densidadede energia, da pressão e da equação de estado em forma geral, onde todas asfunções �aram dependendo de um parâmetro R. Desta forma podemos analisaro omportamento de qualquer neutrino om qualquer valor de massa, que sofreu odesaoplamento quando era relativístio, e hoje, embora seja não-relativístio, sejadesrito pela distribuição de Fermi-Dira.Nesta seção vamos usar alguns valores das massas dos neutrinos, e om estesvalores ver o omportamento da densidade de energia, da pressão e da equação deestado em função da temperatura. Os valores da massa do neutrino que usaremossão mν = 0, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0eV.
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Figura 4.11: Grá�o da densidade de energia e a pressão om m = 1eV, onde sevê o desvio que têm as urvas em omparação om as funções aluladas om massa
mν = 0eV.Os grá�os da equação de estado para as diferentes massas do neutrino queestamos onsiderando podem ser vistos nas �guras (4.14) e (4.15).Na �gura (4.14) vemos o omportamento da equação de estado, onde embora aequação da densidade de energia não dependa da massa do neutrino vê-se uma forte
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Figura 4.12: Grá�o da densidade de energia em função da temperatura e omdiferentes massas do neutrino.in�uênia da mesma. Nota-se que para uma massa grande, de aproximadamentede mν = 2.0eV a urva rese lentamente, enquanto que a urva que desreve
mν = 0.1eV rese mais devagar.Na �gura (4.15) vemos o omportamento da urva que desreve a equação deestado para uma massa do neutrino mν = 0.1eV. Comparando-a om a urva quedesreve a equação de estado para massa do neutrino zero, pode-se ver omo sãopróximas uma da outra.
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Figura 4.13: Ampliação da �gura (4.12). Podemos observar que ada urva seafasta da urva mν = 0eV segundo sua massa. Por exemplo, a urva da densidadede energia om mν = 0.5eV se afasta em aproximadamente Tγ = 0.5eV. O mesmoaontee om as demias urvas.
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