
5ResultadosNos apítulos 3 e 4 apresentamos uma análise do omportamento da funçãoda distribuição e da densidade de energia dos neutrinos. No apítulo 3 disutimos atransição da époa em que estavam os neutrinos em equilíbrio térmio om o plasmaprimordial até o seu desaoplamento. Argumentamos que a função de distribuiçãonessas duas époas não muda, e embora os neutrinos tenham desaoplado do plasmaprimordial sendo partíulas relativístias, e hoje sejam não-relativístios, a funçãode distribuição ontinua sendo a mesma1. A outra análise foi feita no apítulo
4 onde estudamos a densidade de energia e a pressão dos neutrinos nas regiõesde R ≫ 1 onde os neutrinos são onsiderados relativístios e R ≪ 1 onde osneutrinos são não-relativístios. Como foi menionado antes, isso foi feito paraevitar possíveis erros de arredondamento feitos pelo omputador ao usar métodosnumérios. No mesmo apítulo apresentamos o omportamento da densidade deenergia e da pressão de uma forma geral e para asos partiulares da massa dosneutrinos mν = 0, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0eV. Estes valores foram usados porque oslimites de massa da espéie mais pesada dados pelos experimentos e pela osmologiasão 0.17eV − 2.0eV.Neste apítulo vamos apresentar os resultados desta dissertação, que têm omoobjetivo determinar se a massa dos neutrinos tem algum impato mensurável naexpansão do Universo. Este efeito não pode ser observado só gra�ando a distânia deluminosidade (3.80) ou o parâmetro de Hubble para diferentes massas dos neutrinos,pois o efeito deveria ser muito pequeno. Para ver o efeito fazemos a razão da distâniade luminosidade para uma determinada massa dos neutrinos, e a omparamosom mν = 0, isto para qualquer z. Como segunda medida, fazemos a razão dadistânia de luminosidade mas desta vez �xamos o desvio para o vermelho em
z = 1.0, 10.0, 100.0, 1090.0 e variamos a massa dos neutrinos de 0eV até 4.0eV.Para o parâmetro de Hubble proedemos da mesma forma.1É interessante notar o fato que uma partíula não-relativístia fora do equilíbrio térmioseja desrita por uma função de distribuição para partíulas relativístias em equilíbriotérmio.
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Capítulo 5. Resultados 76A razão de variar a massa do neutrino de 0eV − 4.0eV é devido ao limiteGrestein Zeldovih Ω0νh
2 =

∑3
i mνi/94 visto anteriormente no apítulo 2 seção 2.4.2e à imposição que o Universo é plano, onde

Ω0m = 1 − Ω0r − Ω0ν − ΩΛ. (5.1)Com isto podemos enontrar que o valor máximo da massa do neutrino pode ser de
mν = 4.3eV, pois aima deste valor a densidade de matéria �aria negativa, o qualnão teria sentido �siamente.5.1Parâmetros osmológiosAs observações das anisotropias da radiação ósmia de fundo em miroondasindiam que o Universo é aproximadamente plano [122℄, [123℄. Nas �guras a seguironsideramos a aso om urvatura nula, ou seja, Ωk0 = 0. A fração da densidadede energia da radiação é Ωr0 = 4.6 × 10−5 [7℄ e a fração da densidade de energiaesura é ΩΛ = 0.73 [7℄, a densidade de matéria é �xada om (5.1), para garantir queo Universo seja plano.5.2Distânia de luminosidadeA expressão para a distânia de luminosidade (3.79) pode ser esrita de formaexplíita a partir da expressão para a densidade de energia dos neutrinos (4.1), istoé

dL(z) =
(1 + z)

H0

∫ z

0

dz′

E(z′)
,om E(z′) de�nida omo

E(z′) =
√

Ω0νgν(z′) + Ωm0(1 + z′)3 + Ω0r(1 + z′)4 + ΩΛ,e de (4.1) de�nimos Ω0ν omo
Ω0ν =

ρ0ν

ρc
, (5.2)onde ρc = 5.615 × 103 eVm3 [7℄, e

ρ0ν =
gν(4/11)4/3(T 0

γ )4

2π2

∫
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ξ3

√

1 +
(

R
ξ

)2
dξ

eξ + 1
, (5.3)om T 0

γ = 2.35 × 10−4eV [123℄.Lembrando a aproximação (4.10) e que R = mν/Tγ observamos que, no regimenão-relativístio, o primeiro termo se omporta omo matéria, isto é
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Capítulo 5. Resultados 77
ρ1 apx

ν (mν , z) =
3gνT 4

ν

4π2
(Rζ(3)) =

3gνmνT
3
0γζ(3)

4π2
(z + 1)3 , (5.4)e para o segundo termo temos

ρ2 apx
ν (mν , z) =

3gνT 4
ν

4π2

(

15ζ(5)

2R

)

=
45gνT 5

0γζ(5)

8π2mν
(z + 1)5 . (5.5)Dividindo pela densidade rítia ρc obtemos

Ω1 apx
ν (mν , z) =

3gνmνT
3
0γζ(3)

4π2ρc
(z + 1)3 (5.6)

Ω2 apx
ν (mν , z) =

45gνT 5
0γζ(5)

8π2mνρc
(z + 1)5 , (5.7)e substituindo estas duas expressões na equação do Parâmetro de Hubble 3.78 temos

H(z) = H0

(

Ω1 apx
0ν (1 + z)3 + Ω2apx

0ν (1 + z)5 + Ωm0(1 + z)3+ (5.8)
Ω0γ(1 + z)4 + ΩΛ

)
1

2 ,om Ω0m = 1 − Ω1apx
0ν − Ω2 apx

0ν − Ω0γ − ΩΛ.As Figuras (5.1) e (5.2) mostram a distânia de luminosidade em função dodesvio para o vermelho, onde o segundo grá�o é um zoom do primeiro em z = 1×102até z = 1 × 106, om o objetivo de ver melhor o efeito da massa dos neutrinos.Observamos que dependendo do valor da massa do neutrino, o valor da distâniade luminosidade aumenta. Isto pode ser visto analitiamente a partir da equação(3.79), onde a densidade de energia dos neutrinos entra no denominador da mesmaom o parâmetro de Hubble. Como será visto na seção 5.2 o parâmetro de Hubblediminui em função do aumento da massa dos neutrinos, fazendo om que a distâniade luminosidade aumente. Esta �gura não é muito adequada para ver qual é oimpato que tem a massa dos neutrinos, isto pode ser observado na �gura (5.3),onde temos a distânia de luminosidade em função da massa dos neutrinos paravalores espeí�os do desvio para o vermelho. Podemos ver que embora o valorda distânia de luminosidade aumente om o aumento da massa, essa variação érealmente pequena. Uma visão global das �guras (5.1) e (5.3) é ilustrada na Figura(5.4). Uma análise mais adequada é fazer um grá�o da diferença fraionária dadistânia de luminosidade, onde fazemos a omparação entre dois valores diferentesde massa dos neutrinos, isto é
∆dL(mν , z)

dL(mν , z)
=

dL(mν , z) − dL(mν = 0, z)

dL(mν = 0, z)
. (5.9)Na Figura (5.5) temos a diferença fraionária da distânia de luminosidade para
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Figura 5.3: Grá�o da distânia de luminosidade em função da massa dos neutrinospara diferentes desvios para o vermelho.
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Figura 5.4: Grá�o em três dimensões da distânia de luminosidade em função damassa dos neutrinos para um desvio para o vermelho.
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diferentes valores da massa dos neutrinos em função do desvio para o vermelho. Nesta�gura vemos que para as massas dos neutrinos entre 0 − 2.0 eV, e um desvio para overmelho de z = 0.01 até z = 1, a diferença fraionária da distânia de luminosidadeé muito próxima de zero, mas quando o valor do desvio para o vermelho aumenta,temos que para z = 100 e a massa dos neutrinos mν = 0.1eV, a diferença fraionáriaé 0.04%, e para uma massa dos neutrinos de 2.0eV e um desvio para o vermelho de
1× 106 a diferença fraionária é de 0.275%. As diferenças fraionárias das massas de
0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0eV para os distintos desvios para o vermelho podem ser vistos naFigura (5.5)Na �gura (5.6) observamos um omportamento similar ao visto na �gura (5.5),onde observamos que a diferença fraionária aumenta em função da massa do neutrinoe para diferentes valores do desvio para o vermelho. Se tomamos a massa mν = 2.0 eVpor exemplo, e olhamos a urva que ontém a informação da diferença fraionáriapara z = 1000 obtemos uma diferença fraionária de 0.2%, a qual está em aordoom o visto na �gura (5.5). Podemos observar também que as urvas que desrevema diferença fraionária para os distintos desvios para o vermelho, tem um aumento
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Figura 5.6: Grá�o da diferença fraionária da distânia de luminosidade em funçãoda massa do neutrino, para diferentes valores da do desvio para o vermelho.
onsideravél nas suas porentagens para valores pequenos da massa dos neutrinos, etendem a se saturar quando a massa dos neutrinos atige um valor grande.Ilustramos de uma maneira mais geral a diferença fraionária da distânia deluminosidade nas Figuras (5.7) e (5.8).Na Figura (5.7) podemos ver de uma forma mais detalhada, omo para valoresde massa dos neutrinos muito pequenos, e igualmente para desvios para o vermelhopequenos, a diferença fraionária da distânia de luminosidade é quase zero, a qualestá em aordo om o visto na Figura (5.5). À medida que tanto a massa dos neutrinose o desvio para o vermelho aumentam, de igual forma o fará a diferença fraionáriada distânia de luminosidade.Na Figura (5.9) temos a diferença fraionária da razão da distânia deluminosidade (5.10) em função da massa dos neutrinos. Esta relação é muito útilporque além de ortar possíveis erros sistemátios ausados na implementação dosprogramas usados, nos proporiona uma boa omparação om as medidas reais, poisos experimentos nos forneem uma medida da distânia de luminosidade sempre emrelação om o desvio para o vermelho em 1090 que foi a époa de reombinação [124℄.A equação da diferença fraionária da razão da distânia de luminosidade é de�nida
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Figura 5.7: Isoontorno da distânia de luminosidade em função da massa dosnutrinos e do desvio para o vermelho.
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Figura 5.8: Grá�o em três dimensões da diferença fraionária da distânia deluminosidade em função da massa dos neutrinos e do desvio para o vermelho.
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omo:
∆RdL

(mν , z)

RdL
(mν = 0, z)

=
RdL

(mν , z) − RdL
(mν = 0, z)

RdL
(mν = 0, z)

, (5.10)onde RdL
é

RdL
(mν , z) =

dL(mν , 1090)

dL(mν , z)
, (5.11)e substituindo (5.11) em (5.10) obtemos:

∆RdL
(mν , z)

RdL
(mν = 0, z)

=

dν(mν ,1090)
dL(mν ,z) −

dL(mν=0,1090)
dL(mν=0,z)

dL(mν=0,1090)
dL(mν=0,z)

. (5.12)5.3Parâmetro de HubbleA partir da equação (3.78) podemos gra�ar o parâmetro de Hubble paradiferentes desvios para o vermelho.Da mesma forma que �zemos om a distânia de luminosidade, vamos analisara diferença fraionária do parâmetro de Hubble para ver a porentagem om que ele
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Figura 5.10: Grá�o do Parâmetro de Hubble em função do desvio para o vermelhopara diferentes valores da massa do neutrino. Neste grá�o observamos uma pequenadisminução do parâmetro de Hubble devida ao térmo de massa onsiderado nadensidade de energia dos neutrinos.
aumenta, pois a Figura (5.10) não é a mais apropriada para esse �m.Na Figura (5.10) podemos observar o parâmetro de Hubble em função do desviopara o vermelho e para diferentes massas do neutrino. Podemos ver que para pequenosvalores do desvio para o vermelho o valor do parâmetro de Hubble é pratiamente omesmo, mas na medida que aumentamos o valor de z em torno de z = 1 × 103 até
z = 1 × 104, omeçamos a enxergar sutilmente diferentes valores para o parâmetrode Hubble. Vemos que para um desvio para o vermelho �xo, o valor de H(z) diminuiem função do aumento da massa do neutrino. Podemos ver o efeito da massa doneutrino no parâmetro de uma forma mais detalhada om a Figura (5.11) que é umzoom da Figura (5.10) em z = 1 × 103 até z = 1 × 104.Na Figura (5.12) é apresentado o parâmetro de Hubble, mas desta vez variandoa massa dos neutrinos e �xando o desvio para o vermelho. Vemos que este grá�oestá em aordo ao visto na Figura (5.10); por exemplo, se olhamos a urva para z = 0vemos que o parâmetro de Hubble não varia de uma forma tão signi�ativa embora amassa dos neutrinos aumente, omportamento que se repete para z = 1, 10, 100. Se

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA



Capítulo 5. Resultados 85

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 100  1000  10000

H
(z

)/
H

0
(1

+
z)

3
/2

z

mν=0.0 eV
mν=0.1 eV
mν=0.5 eV
mν=1.0 eV
mν=1.5 eV
mν=2.0 eV

Figura 5.11: Grá�o do Parâmetro de Hubble em função do desvio para o vermelhopara diferentes valores da massa do neutrino. Neste grá�o observamos uma pequenadiminuição do parâmetro de Hubble devida ao termo de massa onsiderado nadensidade de energia dos neutrinos.
analisamos a urva do parâmetro de Hubble para z = 1000 vemos uma diminuiçãoonsiderável no valor do mesmo, para pequenos valores da massa dos neutrinos, e estevalor tende a saturar-se à medida que a massa ontinua aumentando. Comportamentoompletamente em aordo om a Figura (5.10), onde vimos que o efeito da massados neutrinos no valor do parâmetro de Hubble omeçava a partir de z = 1000.Na Figura (5.13) observamos a forma global do parâmetro de Hubble em função dodesvio para o vermelho e da massa dos neutrinos.Na Figura (5.14) temos a diferença fraionária do Parâmetro de Hubblepara diferentes valores da massa dos neutrinos (5.13), em função do desvio parao vermelho. Onde a diferença fraionária do Parâmetro de Hubble é de�nida omo:

∆H(mν , z)

H(mν , z)
=

H(mν , z) − H(mν = 0, z)

H(mν = 0, z)
. (5.13)A Figura (5.14) nos mostra mais laramente o efeito da massa dos neutrinos noparâmetro de Hubble, omo podemos notar, esse efeito omeça em torno de z = 10om umas porentagens um pouo abaixo de zero, mas para uma massa de 2.0eV em
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Figura 5.12: Grá�o do parâmetro de Hubble em função da massa dos neutrinospara diferentes desvios para o vermelho.
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Figura 5.13: Grá�o em três dimensões do parâmetro de Hubble em função damassa dos neutrinos para um desvio para o vermelho.
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um z = 1000 o efeito é bem maior, em torno de −3.5%. As diferentes porentagenspodem ser onferidas diretamente na �gura itada aima. Vemos também que oefeito da massa dos neutrinos deixa de ser importante à medida que o desvio para overmelho aumenta, por exemplo, para z = 1 × 106 e a urva da massa de 2.0eV, aporentagem da diferença fraionária volta a ser quase zero de novo.Na Figura (5.15) observamos a diferença fraionária do parâmetro de Hubbleem função da massa dos neutrinos, e para determinados valores do desvio para overmelho, que neste aso são z = 0, 1, 10, 100, 1000. Vemos que em z = 0 e 1 adiferença fraionária é quase zero. As urvas que desrevem z = 100, 1000 mostramuma diminuição onsiderável na porentagem da diferença fraionária do parâmetrode Hubble, que sofre uma queda forte nos primeiros valores da massa dos neutrinose logo tende a se saturar. O maior efeito que aparee tanto no parâmetro de Hubbleomo na distânia de luminosidade é em torno de z = 100 − 10000, que foi a époana qual o neutrino mudou sua equação de estado e passou de se omportar omouma partíula relativístia a uma partíula não-relativístia.Para se ter uma idéia global do omportamento da diferença fraionária do
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Figura 5.16: Isoontorno do Parâmentro de Hubble em função da massa dosneutrinos e o desvio para o vermelho.
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Figura 5.17: Grá�o da diferença fraionária do Parâmentro de Hubble em funçãoda massa dos neutrinos e do desvio para o vermelho em três dimensões.
parâmetro de Hubble omo função do desvio para o vermelho e da massa dosneutrinos, podemos observar as Figuras (5.16) e (5.17).Na Figura (5.18) observamos o grá�o da diferença fraionária da razão doParâmetro de Hubble em função da massa dos neutrinos (5.14); se olhamos a urvaque representa z = 0, vemos uma omparação entre o parâmetro de Hubble hoje ena époa da reombinação[124℄. Considerando vários valores da massa dos neutrinos,vemos que a variação seria pequena. Segundo os limites superiores atuais da massados neutrinos forneidos pela osmologia 0.17−2.0eV, a porentagem que diminuiriao parâmetro de Hubble devido a massa dos neutirnos seria de 0 − 0.2%. Com oavanço aelerado da tenologia, em um futuro poderemos alançar valores de desviopara o vermelho até hoje inimagináveis aima de z = 2; nestes valores do desvio parao vermelho, a porentagem que o parâmetro de Hubble diminuiria é muito maiorem omparação à anterior porentagem em z = 0. Neste aso teríamos uma reduçãode −4.4% para um z = 1, e um valor muito próximo deste para z = 10 que seria
−4.3%, isto no aso da massa dos neutrinos 2.0eV; para menores valores da massados neutrinos as porentagens se reduzem (ver Figura (5.18)).
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A equação que de�ne a diferença fraionária do parâmetro de Hubble é dadapor:
∆RH(mν , z)

RH(mν = 0, z)
=

RH(mν , z) − RH(mν = 0, z)

RH(mν = 0, z)
, (5.14)onde RH é de�nida omo

RH(mν , z) =
H(mν , 1090)

H(mν , z)
, (5.15)e substituindo (5.15) em (5.14) obtemos:

∆RH(mν , z)

RH(mν = 0, z)
=

H(mν ,1090)
H(mν ,z) −

H(mν=0,1090)
H(mν=0,z)

H(mν=0,1090)
H(mν=0,z)

. (5.16)
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