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1
Grupos de Coxeter

Um Grupo de Coxeter é um grupo abstrato dado por geradores e relacoes.
Vamos nos conter nesse espaco a falar apenas da teoria geral de grupos de
Coxeter finitos, e mais adiante, nas secoes finais deste capitulo, mostraremos

os grupos excepcionais Eg, E7 e Eg.

1.1
Sistemas de Coxeter

Defini¢ao 1.1 Definimos um sistema de Cozeter como sendo o par (W,S),
onde W é um grupo e S C W é um conjunto de geradores que tem relagoes

apenas do tipo
(Ssl)m(s,s’) =1,

onde m(s,s') € {1,2,3,...,00}. Além disso, m(s,s) = 1, para todo s € S;
m(s,s'’) =m(s',s) > 2, para quaisquer s # s' € S. E no caso em que nenhuma

relagdo ocorra entre s e s', faremos a convengdao m(s,s’) = oco.

Formalmente, W é o quociente F'//N, onde F' é um grupo livre e N é o

subgrupo normal gerado por todos os elementos (ss')™(**),

Definicao 1.2 |S| € o grau de (W, S).

Um Sistema de Coxeter (W,S) é descrito por um conjunto S finito e
uma matriz M simétrica, indexada por S com entradas em Z U {oco} com as

condigoes da definicao 1.1.

Definicao 1.3 Definimos um diagrama de Cozxeter-Dynkin como sendo um
diagrama finito, onde as arestas que ligam os vértices s e s’ ganham o valor de
m(s,s'), que € no minimo 3. No caso em que os vértices s e s’ nao sao ligados
por uma aresta, fica entendido que m(s,s’) = 2 e para simplificar a notagao,

quando m(s,s’) = 3, este valor é omitido do diagrama.

Definicao 1.4 Dizemos que um sistema de Coxeter (W, S) € irredutivel se seu

diagrama de Coxeter-Dynkin € conexo.
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Exemplo 1 O diagrama abaizo representa o grupo de Coxeter As, que €

gerado por trés geradores, digamos a, b e c.

a b c

Oo—0OC—=0O0
Figura 1.1: Aj

A partir dele podemos concluir que as relagoes deste grupo sio: (ab)® = (bc)? =

(ac)*=a*=0"=c*=1.

O grupo de Coxeter correspondente é Sy, permutagoes de 4 elementos
com a = (12), b= (23), ¢ = (34).

1.2
Representacao Geométrica de W

Defini¢ao 1.5 Seja V um espago vetorial sobre R e uma base {as ; s € S}
numa correspondéncia injetiva com S. Dado um sistema de Coxeter (W, S)

definimos a forma bilinear simétrica B em V como

B(as, ay) = —cos(m(js,))

Além disso, B(as, ay) = —1, sem(s,s’) = 00 e Bas, as) =1 e B(as, ay) <0,

ses#s.

Observacao 1.6 Se ag nao é isotrépico, o subespagco Hg ortogonal a as,

relativo a B € complementar a reta Ro.

Nos podemos assim definir uma reflexao como sendo uma transformacao
linear que fixa o hiperplano ponto a ponto e leva um vetor nao nulo ao seu
negativo, desta forma impomos uma geometria em V cujo angulo entre o, e oy
, . A . .

é determinado por m(s, s'), isto é, o angulo entre o, e ay é igual a m — )

Exemplo 2 Considere em R* o grupo Diedral de ordem 4, I(4).

a . b
Figura 1.2: I(4)

Pelo seu diagrama de Coxeter-Dynkin temos as sequintes relacoes:

a? =0 = (ab)* =1
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Além disso, também podemos ver que o angulo formado pelas reflexoes associa-

das a cada gerador € igual a 45 graus. Assim, geometricamente temos:

ba b

bab €

abab a

aba ab

Figura 1.3: Grupo I5(4) gerado pelas reflexdes a e b

Logo, podemos observar facilmente que e, a, b, ab, ba, aba, bab, baba = abab

sao 8 os elementos desse grupo.

De forma geral, I5(m) é o grupo Diedral de ordem 2m, que consiste das

simetrias dos poligonos regulares de m lados.

Definicao 1.7 Para cada s € S definimos a reflexio Ry : V — V' da sequinte

forma:
Rs(A\) = X —2B(as, N)as

Observacao 1.8 R, preserva a forma B. Como resultado disso, cada ele-

mento do subgrupo de GL(V') gerado por Rs,s € S, também preserva B.

Exemplo 3 Seja o grupo As e S = {a,b,c} o conjunto de seus geradores.
TomeV =R3 ¢ = {aa, ap, .} a sua base canonica. Entao a forma bilinear

¢ a matriz simétrica positiva definida

1 —1/2 0
B=| -1/2 1 -1/2
0 -1/2 1

A partir dai, podemos definir as reflexoes. Seja v um vetor qualquer de R?,

assim temos:
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R,(v) =v —2B(ag,v)a, =

x 1 -1/2 0 x
=l |-2|(ro0) |12 1 2]y 0| =
z 0o -1/2 1 z
= Y
z
-1 10
Logo, a = 0 1 0 | éamatriz da reflexao com respeito ao vetor ay,.
0 01

E da mesma maneira, podemos obter as reflexoes

1 0 O 1 0 0
b= 1 -1 1 e ¢c= 01 0
0 0 1 01 —1

Observe que cada uma destas matrizes é um elemento do grupo de
Coxeter A3. Nao fica dificil verificar para estas matrizes as relacoes de Coxeter-

Dynkin, isto é, por produtos de matrizes vemos que
a? =0 = c* = (ab)® = (bc)® = (ac)* = I,

aonde I3 é a matriz identidade de ordem 3.

Lembre que uma reflexao pode ser escrita como: R, (v) = v — 2%@.
Y

Proposicao 1.9 Eziste um inico homomorfismo R : W — GL(V) que leva s
para Ry, e o grupo R(W') preserva a forma B em V. Mais ainda, para cada

par s,s' € S, a ordem de ss' em W € precisamente m(s,s').

Este homomorfismo R é a representagao geométrica de W.
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1.3
Sistema de raizes

Definicao 1.10 Um sistema de raizes de W, ®, € a cole¢ao de todos os vetores

Ry(as), ondew € W es € S.
Observacao 1.11 ® consiste em vetores unitdrios de V' permutados por W'.

Observagao 1.12 Para simplicar a nota¢ao, usarmos w(cg) em wvez de
Ry (ay).

Exemplo 4 Seguindo o raciocinio do exemplo anterior, para obtermos o
conjunto ® das raizes de Ag, o primeiro passo € aplicar cada uma das reflexoes

a,b e c a cada vetor da base canonica (3, como abaizxo:

—1 1
alay) = 0 salap) =1 1 |, alae)=1 0 |,
0 0
1 0 0
blag)=1| 1 |, b(ap)=| =1 |,blac)=1] 1 [,
0 0 1
0
clag) =10 |,clap) =1 1 |, clae) =
0 1 —1

Eliminando as repeti¢oes, temos inicialmente um conjunto formado por 7
vetores. E em sequida, aplicamos cada uma das reflexoes a,b e ¢ a cada um

dos T vetores acima obtido e assim sucessivamente, obtendo a sequinte lista:

0 ~1 0
0|, , A o | -1 ], ,
0 0 1 0 0 ~1
1 0 ~1 0 ~1
1], o =1 | ] =1 ]| o
0 1 1 0 ~1 ~1

Observacao 1.13 Se a é uma raiz qualquer, entao podemos escreve-la unica-

mente como

a =Y csas, onde cs € R.
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1.4
Classificacdao dos Grupos de Coxeter Finitos

Os grupos de Coxeter sao classificados através de seus diagramas de
Coxeter-Dynkin. Eles sao finitos se suas matrizes da forma bilinear sao positiva-
definidas.

Vamos considerar apenas diagramas conexos. E uma propriedade que vai
nos ajudar a eliminar alguns casos é que se um diagrama é positivo-definido,

entao cada sub-diagrama também é.
Diagrama com 2 geradores:
Sua forma bilinear é representada pela matriz
2 —2cos()
—2cos() 2 ’
que é positiva-definida para qualquer m > 3.

Diagramas com 3 geradores:

No caso em que k = 3, temos a matriz

1 -1 0
41
0 1 1
que é positiva-definida. O mesmo vale para k = 4 e 5. Ja para k = 6, temos a
matriz
1 -1 0
S
0 - 1
que nao é positiva-definida.
~ 4 ~ 4 -

Neste caso, temos a matriz

o
I
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que também nao é positiva-definida.

Diagramas com 4 geradores:

Para k = 3,4 as matrizes sao positivas definidas, mas nao para k > 5.

Apenas para k = 3 a matriz é positiva-definida.

Diagramas com 5 geradores:

k
O—O—"—CO—"—C0—20

Para k = 3,4 as matrizes sao positivas definidas, mas nao para k > 5.

Apenas para k = 3 a matriz é positiva-definida.

4
oO—0O—CO—~0CO—=0

As formas bilineares dos diagramas acima nao sao positiva-definidas.

Diagramas com 6 geradores:
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Para k = 3,4 as matrizes sao positivas definidas, mas nao para k > 5.

O
O
O

OO\T/OO

As matrizes associadas em ambos os casos acima sao positiva-definidas.

Neste caso, para qualquer valor nas arestas, a matriz nao é positiva-

definida, logo nao vamos considerar diagramas com mais de uma encruzilhada.

Diagramas com 7 geradores:

k
O—O0—"O—C—"—C0CO—C———=0

Para k = 3,4 as matrizes sao positiva-definidas, mas nao para k > 5.

O—O—0——=0

Apenas para k = 3, a matriz associada é positiva definida.

O—O0—C0—=0

O
O

A matriz associada é positiva-definida.
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Neste caso, para qualquer valor nas arestas, a matriz nao é positiva-
definida.

Diagramas com 8 geradores:

k
O—O0—"C—"T0O0—""C0C—"0C—"~0O—0

Para k = 3,4 as matrizes sao positivas definidas, mas nao para k > 5.

O—O—"—0O—™=0

O—oO

C

Ambos diagramas acima possuem forma bilinear positiva-definida.

O—O—0O O—O—0
N4 o/ N4 N4 N4
O diagrama acima nao possui forma bilinear positiva-definida.

Diagramas com 9 geradores:

k
O—O0—""0C—"F0C—"70C—"0—"C0C—C0O——20

Para k = 3,4 as matrizes sao positivas definidas, mas nao para k > 5.

OK\F\K\K\K\
(NN A %

A matriz associada a este diagrama é positiva-definida.
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Neste caso, a forma bilinear nao é positiva-definida.

Logo, podemos classificar e dividir os grupos de Coxeter finitos em duas

categorias:

— As familias infinitas A,,,B,, e D,,

— Os excepcionais grupos Eg, E7, Eg, Fy, Hy, Hy, Io(m).

A,z O—0O—0 + O—0O—0

B,r:2 O—0O—0 =+ O—0O*+0
D, 029 O—0O—0O - O—Q<§

EéQOi

O
O

=
0
O
O
O—O0
O
O

H, o—0—0-20

ILim OO
Figura 1.4: Grupos de Coxeter Finitos
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Estes sao os casos irredutiveis, isto é, sempre podemos tomar um produto
cartesiano de grupos que correspondem a uma uniao disjunta de diagramas.

Todos esses grupos sao representados por grupos de reflexao em espacos
euclidianos de dimensao finita. Além disso, podemos relacionéa-los a grupos de
simetria de certos solidos geométricos, chamados politopos, que veremos com
mais detalhes no capitulo 3.

A familia A,,(n > 1) corresponde ao grupo S, 1, grupo das permutagoes
de n + 1 elementos. Ou seja, se pensarmos em S, ;; como um subgrupo de
O(n,R), o grupo das matrizes ortogonais, temos que seus geradores transpoem
os elementos 7 e ¢ + 1 agindo assim como reflexdes em R". Em outras palavras,
os geradores podem ser escritos como a; = (12), a9 = (23),a3 = (34),...,a, =
(nn+1).

A familia B, (n > 2) é o grupo de permutagoes com sinais de n elementos.
Isto é, os elementos de B,, sao matrizes de permutacoes com sinais, em que
toda entrada ¢ igual a 0,1 ou —1 e ha exatamente uma entrada nao nula em
cada linha e exatamente uma entrada nao nula em cada coluna.

A familia D, (n > 4) é o grupo de permutacoes de n elementos com
nimero par de sinais de menos. Este pode ser visto como um subgrupo de B,,
com indice 2. Ou seja, os elementos deste grupo sao matrizes com nimero par
de entradas iguais a —1.

Jé& os grupos Eg, E7 e Eg sao ditos excepcionais pois nao formam familias
infinitas. Isto é, tirando o primeiro vértice de Eg nés obtemos E7, se tiramos o
primeiro vértice de E7, obtemos Eg, mas note que se tirarmos o primeiro vértice
de Eg, obtemos E5 = Dy e se tirarmos o primeiro e o segundo vértices de Eg
vemos que E4 = A,. Ja paran > 9, E, é infinito. Estes grupos correspondem
ao grupo de simetria de certos politopos ditos semiregulares.

O grupo Iy(m) corresponde ao grupo Diedral de ordem 2m e é o menor
dos grupos excepcionais, tendo apenas 2 geradores. Suas reflexoes geram o
grupo de simetria dos poligonos regulares em R?.

O grupo Hj, possui trés geradores e é formado pelo grupo de simetrias do
icosaedro em R®. J4 Hy e Fy, possuem 4 geradores e correspondem ao grupo
de simetria de certos politopos regulares em dimensao 4.

Apesar de muito interessantes, nao faremos neste trabalho a construcao

dos 3 ultimos grupos citados acima.
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1.5
O Grupo de Coxeter Eg

O grupo de Coxeter Eg é representado pelo grafo de Coxeter-Dynkin

f
O—O——OO—O0O——0O0—C0O——0
a a« a a a a @

2

Figura 1.5: Diagrama de Coxeter-Dynkin do grupo Eg

onde ay,...,as representam os vetores que formam uma base para R® e a
partir deles somos capazes de obter informacoes sobre os elementos deste

grupo, que sao as reflexoes que o geram.

Do diagrama de Coxeter-Dynkin, sabemos que, para i,j € {1, ..., 8},

3, os vetores sao ligados por uma aresta;

m(a;,a;) =1 em(a;,aj) = {

2, caso contrario.

Lembrando que isto dizer que quando m(a;, a;) = 3 entéo o angulo formado

.. . _ ~ A
entre a; e a; ¢ igual a 7 — 2 e quando m(a;,a;) = 2 entao o angulo formado

s

entre a; e a; ¢ igual a §

A forma bilinear simétrica, neste caso, é a matriz cujas entradas sdao da

forma b;; = — COS(W) e portanto temos:
1 -2 0 0 0 0 0 O
-1 -0 0 0 0 0
o -3 1 -2 0 0 0 0
s_| 0 0 -+ 1 -1 0 0 0
o o o -+ 1 -+ 0o -1
o 0o o0 o -2 1 -1 o0
o 0 0 0 0 -4 1 0
o 0 0 0 — 0 0 1

. A 8
Se considerarmos a base canonica 5 = {ey, ey, €3, €4, €5, €5, €7, €5} de R®,

podemos definir as reflexoes R;, para cada i =1,...,8 como sendo:

Note que cada uma das 8 reflexdes sao matrizes 8 x 8 que geram o grupo Eg.

Para 1 = 1, temos
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Ry

S O O O O o O

S O O O O O = =
o O O O O = O O
o O O O = O o o
O O O = O O o o
o O =R O O O O O
S = O O O O O O
— o O O O O o O

Analogamente podemos encontrar as outras 7 matrizes geradoras deste
grupo e em seguinda, os primeiros elementos do seu sistema de raizes. Inicial-

mente, basta aplicarmos R; a cada vetor da base canonica de R®. Isto é,

—1 —1

Rl(el) =

o O O = O O o o
o O = O O O o O
o = O O O o o o
— o O O O o o O

o O O O O o o =

S O O O O O = =
o O O O o = O O
o O O O = O O O

o O O O o o O
o O O O o o O

A partir dai, basta fazer o mesmo processo para as outras 7 reflexoes e
aplicar cada uma das 8 reflexoes a estes resultados obtidos e assim sucessi-
vamente. Desta forma e eliminando as repeticoes, é possivel encontrar os 240

elementos para o sistema de raizes deste grupo de Coxeter.

Uma outra forma de descrever o grupo Eg é definir uma outra base

{vi; 1 <i<8}de R® diferente da base canénica e tal que o produto interno

T
m(a,a;)’

usual satisafaga v;0; = T —

Para isto, vamos tomar a matriz B definida anteriormente. Como B é
positiva definida, entdao B admite a fatoracao de Cholesky, isto é, B = LLT,

onde L é uma matriz triangular superior, a saber
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V20 0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 0
0 = 2¢ 0 0 0 0 0
/5
- 0 - P 0 0 0 0
0 0 0 -2 VX 0 0 0
NE Rz
6 0 0 0 —%F % 0 0
I
VI
00 0 0 —¥R 5y 5yl a2
€
V2 —? 0 0 0 0 0 0
e . 0 0 0 0
0 0 28 ¥ g 0 0 0
g | 00 0 290 0 0
o0 0 0 @ g
T .
o0 0 0 00 2 g
0 0 0 0 0 0 0 V2

4

Como o produto interno que definimos anteriormente era dado por:
(wy, wo)y = wl Awy = wT LLTwy = (LTwy, LTw,),

entdo as colunas de LT (imagem via LT da base canonia) nos fornece vetores
explicitos em R® que satisfazem o produto interno usual com os angulos
pedidos. Mas no nosso caso, esta fatoracao nos deu uma matriz com entradas
nao muito simples que complicariam qualquer tipo de conta, podemos entao

encontrar uma matriz ortogonal Q, j4 que as colunas de QLT também sao boas.

J& uma base na qual os elementos de Eg tém expressao bem mais simples é

{(-1,1,0,0,0,0,0,0),(0,-1,1,0,0,0,0,0),(0,0,—-1,1,0,0,0,0),
(0,0,0,-1,1,0,0,0), (0,0,0,0,—1,1,0,0), (0,0,0,0,0, 1, 1,0),
(070707070707 _17 1)7 <_%7 _%7 _%7 _%7 _%7 %7 %7 %)}

No capitulo seguinte veremos como chegar a esta base de forma natural.

Assim, escolhendo convenientemente a matriz () ortogonal, podemos defi-

nir as reflexdes associadas a esta base, onde

No caso em que ¢ = 1, temos
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X2
1
xs3

Xy

Ry

Ts
Te

X7

xs

Analogamente podemos encontrar as outras sete reflexdes.

1.6
Os Grupos de Coxeter E; e E;

O grupo E; é representado pelo seguinte diagrama de Coxeter-Dynkin

O—O——O—(0O—0O0——0
a a a a a a

Figura 1.6: Diagrama de Coxeter-Dynkin do grupo E;

que possui os 7 geradores aq, as, as, a4, as, ag, a7 € sua forma bilinear é a matriz

definida abaixo.

Sy

|
o o o o oyl ~
oo ol
S TR
Lol — el o o
oul —~ul o o o
o~y o oo o
— o onll o o o

Considerando a base canonica de R e utilizando o mesmo procedimento
feito para Eg, podemos construir as 7 matrizes de reflexoes que geram este
grupo e em seguida se aplicarmos cada uma das 7 reflexdes aos resultados
obtidos e eliminando as repeticoes, é possivel encontrar os 126 elementos que

formam o sistema de raizes deste grupo de Coxeter.
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O grupo Eg é representado pelo seguinte diagrama de Coxeter-Dynkin

f
O—"C0O—"C0O0—"0O——0
Q, Qa, a, a, a

Figura 1.7: Diagrama de Coxeter-Dynkin do grupo Eg

que possui os 6 geradores aq, as, as, ay, as, ag € a sua forma bilinear é a matriz

definida abaixo.

o o o ovll~
o o oull =L
o ol —ulL o
S N =
L — el o o o
—oll o o o o

Considerando a base canonica de R® podemos encontrar de forma anéloga
ao que foi feito anteriormente, as 6 matrizes de reflexao que geram este grupo.
E a partir dai, encontramos os 72 elementos que formam o sistema de raizes

deste grupo de Coxeter.
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