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Hipersuperficies imersas em H" x R com segunda forma
fundamental positiva

Este capitulo serda dedicado a demonstracao de um teorema tipo

Hadamard-Stoker em H" x R. Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja ¥" uma hipersuperficie completa, conexa, imersa em H"™ x
R (n > 3) com segunda forma fundamental estritamente positiva. Entao X"
deve ser mergulhada e além disso, X" é homeomorfa a S™ ou a R™. No sequndo
caso, X" € um grdfico sobre um dominio convexo em H"™ x {0} ou X" tem um

fim simples.

Este teorema generaliza o resultado de José Espinar, Harold Rosenberg
e José Gélvez [11] provado para o caso n = 2. Tal resultado serd usado para

iniciar a etapa indutiva na prova.

3.1
Teorema tipo Hadamard-Stoker em H" x R

Nesta secao vamos considerar X" uma hipersuperficie em H" x R imersa,
completa e conexa com segunda forma fundamental positiva. Munimos »™
com a métrica induzida, (,)s, em H" x R que sera denotada apenas por (,).
O operador forma S é definido como SX = —VxN, VX € X(X), onde N é o
campo normal unitario ao longo de . Entao I1(X,Y) = (SX,Y) é a segunda

forma fundamental de ¥ e escolhemos o sinal de N para que seja positiva.

Vejamos abaixo a definicao de fim simples:

Definicao 3.1 Seja X" C H" x R uma hipersuperficie. Dizemos que 3™ tem
um fim simples se o bordo infinito da w(3X") C H" x {0} é um wnico ponto
0y € St e, além disso, a intersecao de todo n—plano vertical que nao contém

Oy com X" € vazia ou um conjunto compacto.

O exemplo ilustrado na figura 3.1 foi obtido em [11] e nos d4 uma idéia

mais clara de uma superficie com curvatura extrinseca positiva que tem fim
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simples em H? x R. Na secdo 3.2 estenderemos este exemplo a dimensoes

maiores.

Figura 3.1: Superficie com fim simples em H? x R.

A proposicao a seguir sera usada na prova do teorema principal.

Proposicao 3.1 Seja ¥" hipersuperficie imersa em H™ x R com sequnda
forma fundamental positiva e P™ um hiperplano totalmente geodésico em
H" x R. Se ¥" e P™ intersectam transversalmente, entao cada componente
conexa X" de XN P é wma hipersuperficie de dimensio n—1 com sequnda
forma fundamental I1(X""') > 0 em P™.

Demonstragao. Seja y(t) uma curva em X" ! onde ¢t é o parametro
de comprimento de arco. Como P é um hiperplano totalmente geodésico,
temos que V. (7') = VI (y'), onde VP,V sio as conexdes em P e H" x R
respectivamente. Denotaremos Nsn-1 p, Nyn 0 campo normal unitdrio em X"+
e X" respectivamente.

Queremos que (V./(Y'), Nxga-1.p) seja positiva. Note que (V./(7'), Nsn) é
positiva, ja que por hipdtese a segunda forma fundamental de " é positiva.

Escrevendo Ns«(y(t)) = N+N+, onde N é tangente a P e N+ é ortogonal

a P e tomando o produto interno com V. (1) obtemos

(Vo (7). Nsn) = (Vo (7). N + N7)
=(Vy(y), N

e como V..(v) =VE() e (V. (v), Nsu) > 0 temos que (VL (v), N) > 0.

0l 0
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Como N é um vetor na direcio ortogonal a ¥"! temos que Nyn-1p é N
normalizado. Assim podemos escrever
(V) N) = (V5(Y), [N|Ngn-1 p)
= [NV (Y), Nsn-1,p).
E portanto, (V1 (y'), Ngn-1 p) > 0 como querfamos.

0

O resultado abaixo foi provado em [11] e é exatamente o caso n = 2 em

nosso teorema principal. Utilizaremos tal resultado sem dar a demonstracao.

Teorema 3.2 Seja X2 uma superficie imersa em H? x R, completa, conexa
e com K. > 0. Entio X? ¢ propriamente merqulhada. Além disso, X% €
homeomorfa a S* ou a R?. No sequndo caso, % é um grdfico sobre um dominio

convezo em H? x {0} ou ¥? tem um fim simples.

A demonstragdo do teorema principal (Teorema 3.1) enunciado no

inicio deste capitulo é feita a seguir:

Demonstragao. Utilizaremos inducao sobre n, para provar o resultado.
Para n = 2, a afirmacéo é valida. £ exatamente o teorema provado em [11].
Vamos entao supor que o Teorema 3.1 seja valido paran =k —12> 2 e

vejamos que vale para n = k.

Entao nossa hipétese de inducao é: Se *~1 é hipersuperficie completa,
conexa, imersa em H*~! x R com segunda forma fundamental positiva, entao
Y*~1 deve ser mergulhada e além disso, Y¥~! é homeomorfa a S¥~! ou R
No segundo caso, %71 é um gréfico sobre um dominio convexo em H¥~1 x {0}

ou X*! tem um fim simples.

Enunciaremos agora um lema que sera usado no decorrer da demons-

tracao para o caso n = k.

Lema 3.1 Considere Pf(t) folheacao de hiperplanos verticais ortogonais ao
longo de 7y e transversos a ¥*, onde «y € geodésica completa em H* x {0}. Seja
SEH0) componente de P,(0)NXF que é um grdfico vertical sobre um dominio
convezo em HF"1 x {0} e ©F1(t) € P,(t)NXF a variagdo continua de 571(0).

Entdio ¥*7Y(t) ndo pode se tornar desconeza.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721236/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0721236/CA

Hipersuperficies localmente convexas imersas em H" x R 30

Demonstragao. Observe inicialmente que se ¥¥71(¢) é conexo em algum
valor de t, digamos t = t;, entao pela transversalidade existe um ¢ > 0 tal que
a continuagao Y*71(¢) de ¥*71(t;) é conexa para (t; — d,t; + §). Assim se
tiver um ponto onde a continuacio de ¥*71(0) nao é conexa, entao havera um
primeiro ponto. Seja o primeiro valor de ¢ tal que ¥*7*() nao é conexa.

Sejam A e B as componentes de ¥¥71(f) e sejam x7 e y; pontos em A
e B respectivamente. Pela transversalidade, podemos recuar os pontos z; e y;
a Ty e y; para t numa pequena vizinhanga (¢ — €,t). Para t < t sabemos que
os pontos z; e y; estao na mesma componente. Projetando estes pontos sobre
H* podemos considerar a geodésica 5; C P, (t) N X* que une 7(x;) a 7(y;) em
cada valor de t € (t — ¢,t) e denotaremos Q; = 3 X R os planos verticais
C P,(t). Como para t < { a intersegao entre P,(t) e X* é conexa e é um
grafico vertical sobre um dominio convexo em H*~! pela hipétese indutiva, isto
significa que a geodésica (; esta dentro deste dominio e estes planos verticais
Q, intersectam Yk em curvas estritamente convexas e conexas. Desta forma
temos uma familia de curvas estritamente convexas e conexas ligando um par
de pontos que variam dentro destes planos Q; que sao isométricos a R? e no
limite temos dois pontos ligados por uma curva estritamente convexa, que nao
é conexa, o que é impossivel. Observe que a tnica maneira de continuar nao
conexo é que a curva ligando x; a y; chegasse a —oo (ou +o00, dependendo da
orientacao de N). Entretanto, como esta curva limite é estritamente convexa e
estd contida num plano vertical (isométrico a R?) ela nao pode sair para —oo,
caso contrario existiria ponto com normal horizontal e a hipdtese da segunda

forma fundamental ser positiva seria violada.

Iniciaremos a partir de agora a prova para o caso n = k.

Distinguiremos dois casos dependendo ou nao da existéncia de um ponto

p € ¥¥ com hiperplano tangente vertical.

Caso A: Inicialmente vamos supor que nao existe ponto p € X* com
k-plano tangente vertical. Neste caso mostraremos que X% é mergulhada e
homeomorfa & R* e que além disso XF é um grafico sobre um dominio convexo
em HF x {0}.

Seja P um k-plano vertical que encontra X¥ transversalmente. Entao

z

pela proposicao 3.1, cada componente conexa %*7! ¢ uma (k — 1)-superficie

com II(¥*71) > 0 em P e pela hipétese de indugao é uma (k — 1)-superficie
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homeomorfa a S¥7! ou a R¥! e no segundo caso é um grafico vertical sobre
um dominio convexo em H*~! x {0} ou tem um fim simples.

Observe que no caso em que X*~! é homeomorfo & S*~!, existe ponto
em S*~! com (k — 1)— plano tangente vertical, o que significa que X* tem um
k—plano tangente vertical neste ponto e como estamos supondo que nao existe
ponto p € ¥* com hiperplano tangente vertical, o caso ¥£*~! homeomorfo a
SF1 estd excluido. O mesmo argumento também exclui o caso em que LF7! é
homeomorfo a R¥~! e tem um fim simples. Desta forma sabemos que £+ é
grafico sobre um dominio convexo em HF~ x {0}.

Considere 7 geodésica completa horizontal em H* x {0}, ortogonal a P e
seja P, (t) a folheacao de hiperplanos verticais ortogonais a 7y tal que P, (0) = P.
Vamos analisar como YX*¥~1(0) varia quando ¢ tende para +oo e para —oo. Seja
YEL(t) € Py(t) N XF variagao continua de ¥*71(0) quando ¢ — +o0. Pelo
lema 3.1 j4 sabemos que, ela é uma componente ¥*71(¢) nao pode se tornar
desconexa. Assim, a componente ©*71(0) C P,(0) N X* varia continuamente a
uma (k — 1)—superficie mergulhada X*~1(¢) C P,(t) N ¥* quando ¢ cresce,
e como ja vimos, ela é um grafico vertical sobre um dominio convexo em
HA1 x {0}. A tnica mudanga possivel é X*71(¢) ir para o infinito quando
t converge a algum f e desaparecer em P.(f). Similarmente ¥*71(0) varia
continuamente a um grafico vertical 3*71(t) C P,(t) N ¥* quando t — —oc.

Portanto ¥¥ conexa garante que P,(t) N £ tem no maximo uma compo-
nente para cada t. Assim, cada ¥*71(¢) ndo—vazia é um grafico vertical sobre
um dominio convexo em H*~!. Logo, ¥:* = UX*"1(t) ¢ topologicamente R* e é
um grafico vertical. Para ver que o dominio de ¥¥ como gréfico é convexo, basta
ver que a intersecdo de X¥ com cada k—plano totalmente geodésico é convexa.
Assim podemos considerar = e y pontos quaisquer em X* e projeta-los sobre
H* e considerar um hiperplano vertical Q¥ = i x R cuja projecao u contenha
os pontos projetados 7(x) e m(y). Agora pela hipétese indutiva sabemos que
YF N QF ¢ grafico vertical sobre um dominio convexo em HF™' x {0} e desta

forma o segmento de geodésica ligando 7(x) a m(y) esta contido nesse dominio.

Caso B: Suponha agora que exista um ponto py € ¥* com k—plano
tangente vertical. Entao mostraremos que ¥* é mergulhada e homeomorfa &

S* ou & R*, e neste ultimo caso, ¥ tem um fim simples.

Seja P k-plano vertical tangente a X¥ em py. Entao existem vizinhancas
U C XF compy €U eV C P tal que Y é um grafico horizontal sobre V.
Como a segunda forma fundamental de ¥* é positiva V p € £*, temos que X*

é localmente estritamente convexa e portanto podemos assumir que U C XF
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estd de um lado de P. Observe que H* x R\ P tem duas componentes e vamos
escolher a componente exterior sendo a componente na qual U \ py esté contida.

Seja 7 a geodésica horizontal em H* x {0} com v(0) = py e 7/(0) ortogonal
a P (Escolha a orientagao de 7 tal que 7(¢) estd do lado exterior para t > 0) e
considere P, (t) folheagao de hiperplanos verticais ao longo de v com P, (0) = P.

Veja figura 3.2 abaixo.

Figura 3.2: Vizinhancalf C ¥* e V C P.

Denotaremos X¥71(0) = py a intersecdo entre P,(0) e ¥*. Usando a
proposicao 3.1 e o fato que ¥¥ é estritamente convexa e localmente um gréfico,
existe um e > 0 tal que P, (t) e U sdo transversas para 0 < t < € e as intersegoes
P,(t) N U sao (k — 1)—superficies compactas, mergulhadas e estritamente
convexas para todo 0 <t < e.

Denotaremos ¥*71(¢) a componente conexa de P, (t)NX* que esté contida
em U. Observe que é possivel P, (t) N ¥ ter outras componentes distintas de
¥F71(t) para 0 < t < €, mas nos preocuparemos apenas como %* 1(t) varia
quando ¢ cresce. Vamos denotar também XF~1(¢t) C P, (¢t) N ¥* a variacdo

continua de (k — 1)—superficies quando ¢ > e.
A partir de agora precisamos analisar alguns casos:

Caso B.1: Existe um valor t =7 > 0 onde P, (t) N ¥* é compacta para

0<t<teemt=1 P, () nao é transverso a X"

Seja t > 0 o menor valor de ¢ onde P,(t) nao ¢ transverso a X*. Entao
como no caso de py, terd uma vizinhanca U’ (U’ estd na unido dos P,(?)

para t < t) e p; em X* tal que U'\ {p;} serd inteiramente de um lado de
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P, (%). A conexidade de X* garante que P, (t) N X* serd nao-vazia para todo t,
0 <t <t, eassim U’ serd do lado interno de P, (t). Observe que enquanto tem
transversalidade e compacidade as segoes sao difeomorfas (veja [17], teorema
3.1). Assim tanto U N P,(t) quanto U’ N P,(t) sao (k — 1)—esferas. Portanto,

neste caso ¥F é topologicamente uma k—esfera.

Figura 3.3: ¥ homeomorfa & S*.

Suponhamos entao que vale transversalidade nos demais casos, desde que

a intersecao continue compacta.
Caso B.2: X¥71(¢) permanece compacta e nao-vazia quando t cresce.

Se ¥ 1(t) c P,(t) N X*F permanece compacta e nao-vazia quando
t — 400, como XF é conexa, ¥F deve ser mergulhada. Além disso, ¥*71(0)
é um ponto e *71(¢) ¢ homeomorfa & S*¥~! (pela hipétese de inducio) Vt > 0.
Portanto temos que ¥ é homeomorfa a R*. Agora pelo fato de XF~1(#)
permanecer compacta, entdo d,m(X*) = {0} € Sk j& que ao pegarmos a
folheacao P, (t) ortogonal a geodésica vy, no limite destes hiperplanos a projecao
de ¥* serd um ponto sobre S¥-!(Observe que quando t — +oo, v(t) — ).

Portanto neste caso ¥* tem um fim simples.
No caso B.3 vamos olhar para a projecao de ¥* sobre H* x {0}.

Caso B.3: Existe £ > 0 tal que X*71(¢) sdo compactas nao vazias para
0<t<teXk1(t)é vazia parat > .
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Figura 3.4: Projegao de ¥* em H* x {0}.

Observe inicialmente que P, () nao pode intersectar ¥ transversalmente,
caso contrario P, (t) N ¥ teria pontos além de f, como consequéncia da
transversalidade, o que contradiz o fato de P,(t) N X¥ = @ para t > t.
Além disso, pela compacidade de P, () U S¥72 sabemos que existe ponto de
acumulacao 6 de 7(XF) neste fecho. Agora se nao houver ponto de acumulagao
em P, (%), como estamos supondo que P, () N X* = () para ¢ > #, também em
t =t a intersecdo serd vazia. Assim o ponto limite 6 deve estar em S¥72. Resta
saber se tal ponto é tnico.

Suponha que exista outro ponto de acumulacao de 7w(X*) sobre
Osom(Py(1)). Denotaremos tal ponto por 6 e vamos escolher a parametrizacao
de S*>2? de modo que 5seja o antipoda de 0. Seja 1 o 2-plano gerado por po, 0
e 0 e considere ¢ o (k — 1)-plano vertical ortogonal a p passando por py.

Vamos denotar () os k—planos verticais que contém &, para ¢ € R, tal
que Q(0) contém os pontos py e 0 e Q(m) contém os pontos py € 0. Queremos
analisar a intersecao destes k—planos Q(¢) com .

Inicialmente temos que Q(0) N X* e Q(7) N XF sdo (k — 1)—superficies
com fim simples. Além disso, para os k—planos Q(¢) com ¢ < 0 ou ¢ > 7
as intersegoes com Y* sdao (k — 1)—superficies compactas, j4 que XF =
U0§t<izkil(t)‘

Para 0 < ¢ < 7, Q(p) NX* é uma (k — 1)—superficie, que pela hipStese
de indugao pode ser homeomorfa a S¥~! ou R¥~! e neste caso *71(p) ou é
um grafico vertical sobre um dominio convexo em H*"! x {0} ou X*71(p) tem
um fim simples. Entretanto, ¥*7!() ndo pode ser grifico vertical, pois essa
(k —1)—superficie contém o ponto py, que sabemos existir hiperplano tangente
vertical neste ponto. Agora se para algum ¢ = @, 0 < ¢ < 1, L*71(p) for
compacta (e portanto homeomorfa & esfera S*~!) conseguiremos separar estes
pontos 6 e 5, j4 que esta esfera X*1(@) C Q(p)NXF estd dentro de uma k—bola
aberta que ¢ dada pela uniao dos P,(t) N X* para ¢ < { e portanto ¢ bordo
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de um disco D de dimensio k em ¥, Tomando agora a geodésica « ligando
os pontos 6 e ] podemos tomar uma folheagao de hiperplanos ortogonais ao
longo de «, Ta(s), tal que T,(0) = Q(P) e existe algum sy que toca D por
compacidade. Agora considerando a variagao de $*71() sobre X* N T, (s) de
s = sp a 00, temos que X* estd folheada por £ (), onde L*71(0) = T,,(0)NX*
e 0 ¢ 0.om(3F) (Aqui admitimos que a bola estd do lado de 6 e assim 6 ndo é
ponto de acumulagao de 7(XF)).

Assim para cada ¢, 0 < ¢ < 7, a intersecio entre Q(p) e X* é
uma (k — 1)—superficie com fim simples. Desta forma, cada folha Q(p) tem
um ponto de acumulac¢ao, e o conjunto formado por estes pontos é um
conjunto fechado. Essencialmente, nessa esfera S%72 = 0. (7 (P,(7))), temos
uma folheacdo singular por (k—3)—esferas comegando no ponto 6 e terminando
no ponto 5, e cada uma dessas esferas contém um unico ponto de acumulacao.
Usando um fato elementar de topologia geral, temos que se o grafico de
f 0,7 — SE? = 0.(P,(t)) é um conjunto fechado, entdo a fungao f é
continua. Portanto, conseguimos uma curva continua com todos os pontos no

infinito de 7(X*), onde 6 e 0 sio as extremidades dessa curva.

Figura 3.5: Curva de pontos no infinito de 7(X*) ligando os pontos 6 e 6 em

P, (1)

Agora pegando outro ponto entre 6 e 5, digamos €, podemos olhar para o
2—plano 7 gerado por py, 0 e 0 e considerar ¢’ sendo o (k—1)—plano ortogonal a
71 passando por pg e repetir o argumento anterior para essa nova folheacao que
esta entre os hiperplanos que contém os pontos pg e 6 e pg e 0. Mas isto mostra
que este outro ponto # junto com 0 devem ser extremidades de uma nova curva

que contém todos os pontos no infinito de 7(3*), o que é um absurdo.
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Caso B.4: XF71(¢) € P,(t) N X* se torna ndo-compacta para algum ¢.

Observe que o conjunto dos t's onde as intersecoes de P,(t) com X*
sao compactas é um aberto na reta. Disto decorre que existe um primeiro ¢,
digamos f tal que X*71(%) nao é compacta. X*71(f) é o limite de ¥*~1(¢) quando
t—t.

Como ¥*71(f) nao é compacta entdo pela hipdtese de inducao, XF1(%) é
(k — 1)—superficie homeomorfa a R¥~! e neste caso pode ser gréifico vertical
sobre um dominio convexo em H*~! ou ter um fim simples.

O lema a seguir mostra que *~1(#) niao pode ser grifico vertical.

Lema 3.2 Seja XF uma hipersuperficie imersa e completa em H* x R com
II(3%) > 0 e considere P,(t) folheacio de hiperplanos verticais ao longo de
v (v geodésica completa em HF x {0}) onde *71(0) = {po} € a intersegdo
entre o hiperplano tangente vertical P,(0) e X% e X*71(t) € a continuacio de
YF=10) para t > 0 determinada pela transversalidade. Se existe uma primeira
folha, digamos P,(t) em que a intersecao transversa é nao-compacta, entio a

componente XF1(t) desta intersecdo nao pode ser grdfico vertical.

Demonstragao. Seja X*~!(7) componente de P,(f) N X* e vamos supor
que XF71(f) é grafico vertical. Considere 7(f) a reta vertical que corta este
grafico exatamente em um ponto ao qual denotaremos por ¢ e seja m(q) a
projecao vertical deste ponto sobre H* x {0}. Seja u a geodésica que une py
a 7(q) e denotaremos por 7 = u x R o 2-plano vertical em HF x R. Vamos
analisar a intersecao de 7 com X*. Seja 3 componente desta intersecdo que
contém pgy. Observe que [ é curva que tangencia a reta 1o = P,(0) N7 no
ponto py e toca 7(f) no ponto ¢, ja que L*71(%) é grafico vertical. Agora 3 deve
ser curva mergulhada, conexa e estritamente convexa dentro do plano 7 que
é isométrico a R?. Assim tem que intersectar r(#) num segundo ponto, o que

nao ocorre.
L]

Assim pelo lema anterior sabemos que o caso em que $*71(7) é grafico
estd excluido. Desta forma ¥*71(7) tem um fim simples. Denotaremos 0 o fim
simples de ¥¥71(¢) em Sk L.

Seja Q(v,0) o 2-plano hiperbélico em H* x {0} que contém a geodésica
completa + dada inicialmente e o fim simples, 0, de X*71(%). O que faremos a

seguir sera construir uma folheacao de (k — 1)—planos ortogonais a €(7,0) e
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depois verificar o que ocorre quando olhamos para a intersegao destes ((k—1)-
planos hiperbdlicos xIR) com %%,

Parametrizemos S., = 0,(£2(7,0)) com os niimeros de 0 a 27 tal que 0
seja o ponto de acumulagao jé considerado e 7 o outro ponto em P, (¢) NSk,
tal que os pontos 0 < s < 7 sejam do mesmo lado que o ponto py. Seja § > 0
e considere as geodésicas de § a s, {J,s}, com § < s < 27. Existe valor s
entre § e m onde a geodésica {0, s} passa por py. Vamos denotar W (4, s) o
k-plano vertical em HF x R que contém a geodésica {d,s} e é ortogonal ao
plano Q(7,0) para § < s < 27. Denotaremos X*71(4, 5) a intersecao de W (4, s)
e YF. Queremos analisar o que ocorre com %*71(§, s) para m < s < 2.

Aqui podemos analisar 2 situacgoes:

1. X*1(§, 5) sdo sempre compactas para todo 7 < s < 27 e todo § > 0

suficientemente préximo de zero;

Neste caso, fazendo § — 0 recaimos no caso B.2 e 0 é fim simples de 2.

() A Q0)

5

Figura 3.6: Situagao 1 do caso B4.

2. Existem nimeros § > 0 arbitrariamente perto de zero tais que 3¥71(4, s)

se torna nao compacta para algum m < s < 27;

Seja 35 o menor s com Y*71(§,35) ndo compacta para um tal § (35
varia monotonicamente em §). Observe que existe s entre 4 e 7 onde
W (4, s) é tangente a X* e nesse ponto hd um hiperplano tangente vertical.
Desta maneira podemos aplicar o lema 3.2 e obter que X*71(§,3;) nao
pode ser grafico vertical e portanto pela hipdtese de inducao é uma
(k — 1)—superficie com fim simples. Denotaremos ¢~55 o fim simples de
SF71(5,55). Observe que ¢s nio estéd necessariamente no Os(€2(y,0)).
Seja 0, sequéncia de pontos no Ju(€2(,0)) com 4, — 0 e seja s o limite
dos 55,. Observe que 5 > 7 e suponha que s < 27 para chegarmos a uma

contradigao. Assim a sequéncia ¢s, no conjunto compacto S¥-1 possui
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subsequéncia que converge para ¢ € S*°!. Vamos definir 7}, como o
(k—1)—plano hiperbdlico que contém a geodésica {0,,3s, } e é ortogonal
ao 2-plano Q(~,0) e seja T o limite dos (k — 1)—planos 7). Assim T é
o (k — 1)—plano hiperbdlico que contém a geodésica {0,5} e é ortogonal
ao 2-plano Q(v,0). Observe que &;m € 05T, e ¢ € 0-T. Vejamos que ¢
é ponto de acumulagao de X N (T x R).

Para isso, faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.3 Considere uma folheacao de k—planos totalmente geodésicos
e verticais em H* xR e considere a intersecao entre ¥ e estes k—planos.
Denotaremos W (r) os k—planos com as propriedades acima. Se W (r)N
YF sempre tem um ponto de acumulacdo no infinito para r < T e nao

para r = 1o, entio XF estd totalmente do lado de W (ry) e se afasta de
W(TQ).

Demonstragao. Se W (ry) é limite de k—planos tal que a intersegao
com ¥* tem um ponto de acumulacao no infinito, entao poderia ser que
¥ fosse inteiramente de um lado do k—plano parametrizado por 7.
Suponha que para r < 1y, mais perto de ry, tem ponto de acumula¢ao no
infinito que serd um fim simples. Entao isso vai dar uma curva de pontos
no infinito e tem um ponto limite em W (ry). Nao sabemos a priori que
este ponto limite vai ser um ponto de acumulagao de W(rg) N X*. Se
este ponto, digamos w, nio ¢ ponto de acumulagao de X¥ VW (), entao
existe uma vizinhanca de w em W (rq) que é disjunta de ¥*. Como ¥*
é estritamente convexa, ela teria que se afastar do k—plano W(ry), e
por isso nao pode ser dos dois lados, caso contrario isso faria com que
¥ fosse desconexa, ou seja, pela conexidade de ¥* nao pode ter outro
ponto de acumulagao na esfera no infinito de W (rg). Portanto, w vai ser

o tinico ponto de acumulacio de $* na esfera no infinito de W (ry).
O

Como acima, seja T X R o k—plano que contém a geodésica {0,5}.
Sabemos que ¢ é ponto no infinito de 7' x R que é limite de pontos
de acumulacio de ¥*. Usando o lema 3.3, podemos entdo concluir que se
¢ nao é ponto de acumulagdo de X* N (7 x R), entdo L* seria totalmente
de um lado de T' x R. Mas este k—plano ¢ totalmente geodésico e assim
pela convexidade de ¥* a mesma teria que se afastar cada vez mais de

T x R e isso mostraria que 0 nao poderia ser ponto de acumulacao de
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¥* 0 que é absurdo. O mesmo argumento mostra que 0 também ¢é ponto
de acumulagio de %N (T x R).

Logo ¢ é ponto de acumulacio de X*¥ N (T x R) ao mesmo tempo que 0,

contradizendo a hipotese indutiva.

Portanto, concluimos que ¢ = 0 e 0 é fim simples de ¥*, terminando a

etapa indutiva.

3.2
Exemplo de hipersuperficie com fim simples em H"” x R

Esta secao é dedicada a construcao de um exemplo de uma hipersuperficie
completa, mergulhada com segunda forma fundamental positiva em H"™ x
R que tem um fim simples. A idéia é considerar hipersuperficies que sao
invariantes por um grupo de isometrias parabodlicas, ou seja, aquelas que
deixam invariantes uma familia de horoesferas, com o mesmo ponto sobre o
bordo infinito em cada slice H" x {t}. Tomaremos o ponto oo sendo o ponto
que a isometria parabdlica fixa.

Para facilitar os calculos utilizaremos o modelo do semi-espago superior

para o espaco hiperbdlico H". Assim
H" =R} = {(z1,...,zn) € R"; 2, > 0}

munido com a métrica Riemanniana

dai +das+ . 4 dal
— = .

ds?

Considere entao

F(al,ag,...,anfl) H* xR —H" xR

(m17$27 ...,l‘n,t) — (l‘l + ai, Ty + ag,y ..., Tp—1 + a/n—lwr’rl?t)

isometria parabdlica, onde a = (aj,as,...,a,_1) € R*™ e seja at) =
(0,0, ...,0,u(t),t) uma curva no plano z,t, onde u : 7T — R e Z = (t,t5),
—00 < t; <ty < H400.

Seja ¥ C H" x R a hipersuperficie invariante pelo grupo de isometrias
parabélicas, 3 = |J,cpn-1 Ful@) , isto é, a hipersuperficie parametrizada por

o(x1, Ty ooy Ty, t) = (1, T9y ooy Ty, u(t), 1).
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Temos que os vetores tangentes adaptados a ¥ sao:

ngl = )\El
gOmQ = )\EQ
prnfl - )\En_l

th - /\utEn + En+1

onde {E1, Es, ..., E,, E, 11} é o referencial ortonormal em H" x R dado por:

1 0
o= -
! )\(91‘17
1 0
By = —— .
2 )\8%27
1 0
A Oxy,
0
En = A
T ot
1
onde A\ = — é o fator conforme da métrica e {ail, ai,..., ain,%} é o

T
referencial nz:tural de H" x R.

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental g;; = (p;, ¢;) sdo:

A ose i=3j; i=1,..,n—1
Gij =13 MNu?+1 para i=j=n
0 para ©#j, com i,j7=1,...n

O campo Normal unitario é dado por:
1 1

N = —(O, 0, ceny O, ]_7 —)\Ut) = —(En — )\utEn+1)7
m m

1

onde m = /1+ Xu?e = —.
T

n
Os coeficientes da segunda forma fundamental sao definidos como:

bij = (Vg1 N),
onde (.,.) é a métrica de H" x R e V é a conexdo Riemanniana de H" x R.
A seguir vamos calcular os coeficientes (b;;), lembrando que ¢; =
Or1y P2 = Paoy ey Pl = Pa,_1,Pn = @¢- Aqui utilizaremos os calculos das

conexoes VE]. E; feitos no capitulo 2, se¢ao 2.4.1.
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eSeir1=7,1=1,...n—1

bii = <v<,0zz Pa; s N>

= (Vi AE;, N)
o _
= NE; + AV, E; N
<8ZL‘1< ) it v%ﬁi v >
0 _
— <8x'()\)Ei + AV, Ei, N)
o _
= <8x- (AN E;, NY + (Vg E;, N)
— 1
= \(Vy,E;, E(En — M Epyq))
1
= \(E,, E(En — A\ Epi))
— l)ﬁ
—X\°.

eSei=j=n

bnn, = <vipt @i, N)

= <v50t()‘utEn + En-i—l)v N>

0 _ _
<§()\ut)En + )\UtV@tEn + V(PtEnJrl, N>
0 _ _
<§(>\Ut)En + MUY i Bnt i) En YV i Bt B 1) Bngr, N)

((
((

—AQU? + )\utt>En, N>
-2

1
ZU? + )\utt>En7 E(En — )\utEn+1>>

1
E (—)\QU? + )‘utt)-

eSei,j#n

bij = (Ve,, ¢z N)
= <vsozj AE;, N>
o)
= (5
= (A\V,, Ei, N)
= (A\Vg, E;, N)
= N(Vg,E;, N) = 0.

NEi + AV, E;,N)

41
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eSei=1,....n—1lej=n
= Son(p“ >
= Lptgoxu >
= V%)\EZ,N>
0

(N E; + AV, E;, N)

)\QUtE —+ )\V )\utEn+En+1)EZ7 N>
NwE;, N) + (Nw Vg, E;,N) + NV, Ei, N)

A7
A7
<
<8t
-
(-
-

1 1

)\2 —(En — )\UtEn+1)> + <—)\2UtEi, —(En — )\UtEn+1)> = 0
m m

e finalmente,

eSej=1,....,n—1ei=n, temos

bnj - <V<Pj90m N>
- <v¢xj (pt’ N>
= <v¢zj ()‘utEn + En—i—l)a N>

0 _ _
(5 (Ow) Bn + AV, En+ Vo, Engr, N)
J

0
(52
= ()\2utijEn, N> + A<ijEn+1, N>

Aug) E, + )\UthEj E, + v/\Ej En1, N)

=\ ut(—Ej, N)
1
= )\2ut<—EJ’, —(En — )\utEn+1)> = 0.
m
Resumindo,
%)\2 se 1=7 com 1=1,...n—1
bij = ¢ M—(u)X\+wuy) para i=j=n

0 para ©#j, com i,j=1,...n

Assim a matriz (b;;)nxn dos coeficientes da segunda forma fundamental
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é:

A2 0
0 %)\(—(Ut>2)\ -+ utt)

Portanto, os autovalores da segunda forma fundamental sao dados por:

1

iy = —X\%
m
1
H2 = —)\2;
m
1
Hn—1 = _)‘27
m

1
Un = E)\(—(ut)Q)\ -+ utt)'
Queremos que fi1, fi2, ..., [, S€jam positivos.

e Comom = /1+Xu2>0eA?>0temos iy >0,y >0, ..., ftn_y > 0.

e Agora i, > 0 se —(u)?X +uy > 0, jd que m > 0 e A > 0. Como
A= i = ﬁ > 0 temos —(;L(tt); +uy >0 & —(u)? + uug > 0.

Desta forma conseguiremos um exemplo de uma hipersuperficie com fim

simples se conseguirmos uma funcao u(t) que satisfaga a condi¢io —(uy)* +
Ul > 0.

Definindo

w:l = (tl,tg) — R
t —u(t) =ciIn(t —t1) + coIn(ta — t)

onde c¢; e ¢y sao constantes negativas e t; e ty sao valores suficientemente
proximos, conseguimos um exemplo de hipersuperficie com um fim simples.
Vejamos que a fungao u(t) definida acima de fato satisfaz a condigao
—(ug)? + vy > 0.
Vamos inicialmente fazer o estudo da funcao u(t):

Analisando os limites de u(t) quando t — ¢; e quando t — t5, obtemos:
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limy_y, u(t) = limy_y, ¢y In(t — t1) + limy—y, co In(te — t) = +o0.

Vv v
400 cte finita

limy_y, u(t) = limy_,cy In(t — tq) 4+ limy_y,c0 In(ty — t) = +oo.

cte finita +o00

Para completar a andlise devemos encontrar os pontos criticos da funcao

u(t). Temos:
C1 Co

Ry R ey

Cth -+ CQtl

C1 + Co
Como o ponto critico t. é tunico concluimos que este é um ponto de

Logo fazendo u/(t.) = 0 obtemos que t. =

minimo global. Resta entao saber se u(t.) > 0.

C1lo 4 cot Cc1lo + cot
u(t) = oy ln {M_tl} el {tz_u}
61+CQ Cc1+ ¢y

to — 1 to — 1

C1 + Co Cc1 + Co

Assim se 0 < ty — t; < 1 temos u(t) > 0.

Vejamos agora o sinal de —(ut)2 + uuy. Temos:

7" o o C1 Co
® U (t) = Uy — _<t—t1)2 - (tQ—t)Z

Portanto,

2
. 2 L C1 . Co
()™ + unty G-t & —t)}
&1 C2

+ [e1In(t — t1) + e In(ty — t)]. [_ (t— 1) - (ty — t)2

que desenvolvendo obtemos

c 2c109 c

— 2 — J—
(1) + e (t —t;)2 * (t—t)(ta—t) (to—t)?
_c% In(t—t) cach(t—t) caclh(ty—t) c2ln(ty —t)

(t—11)? (to —t)? (t—1t1)? (ta —1)?

ou ainda,
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—(w)? + vy = —(t_c—ltl)Q [+t =)~ o “ g 1+ In(ta — )
C1C3 - (t—t1) 0t — B (ty —t) .
- (t—t1)(ta — 1) [2 (ty —t) In(t —t1) t—t) In(ty —t)

Desta maneira temos que —(u;)? + uuy é positiva se :

In(t—t) < —-1=t—t; <e’
In(ty —t) < —1=ty—t <e?
e como estamos supondo que t; e ty sao valores suficientemente proximos, entao

esta condicao é bem razoavel.

Observagao 3.1 Sabemos que o 2—plano (x,,t) € isométrico a R?. Pela si-
metria esférica dada por Fi,, ... a,_,) as oulras curvaturas principais sao iguais,
e sendo horoesferas as se¢oes com x, et constantes, tem curvatura positiva.
Logo poderiamos escolher a fungao u(t) tal que tem curvatura estritamente po-
sitiva e que u(t) tende a 0o nas duas extremidades do seu dominio e teremos

outra maneira de consequir exemplos de hipersuperficie com fim simples.
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