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Teoria da Localizacao

4.1

Introducéo a Localizagéo

A localizagdo de equipamentos publicos pertence a uma relevante linha da
pesquisa operacional. O objetivo dos problemas de localizagdo consiste em
determinar onde deve ser instalada uma facilidade, de modo a otimizar uma
variavel de decisdo. Em muitos problemas, as informagfes sobre demanda e
capacidade do servico prestado devemn ser combinadas.

Segundo Daskin (1995), os problemas de localizag&o de facilidades tratam
de decisbes sobre onde devem ser localizadas facilidades, considerando os
clientes que podem ser servidos de forma a otimizar um certo critério.

Para Ballou (2006), a localizacdo de instalacbes € quase sempre
determinada por um fator fundamental. A forca direcionadora da localizacéo de
fabricas e armazeéns, em geral, sdo os fatores econdémicos envolvidos. No vargo, a
localizacéo € direcionada pelo potencial de receitas que a regido pode gerar, ao
invés de custos como acontece no caso de fabricas e armazéns.

Pizzolato (2000) define o problema de localizagdo de um posto de servico
como a escolha de uma posi¢do geogréfica para sua operacéo de forma que sgja
maximizada uma medida de utilidade, satisfazendo diversas restricbes, em
particular restri¢des de demanda.

No caso de servigos (escolas, caixas autométicos, centros de reciclagem,
hospital e etc.) o fator crucia é a acessibilidade do local. Para um servico de
emergéncia, o tempo de chegada da ambuléncia ao local do acidente € o fator
determinante. Segundo Brown (1994), existe uma associagdo positiva entre a
demora da chegada da ambulancia ao local do acidente e a proporcdo de casos
fatais e graves.

De acordo com Revelle et a. (1970), ha distingdes de objetivos entre os
setores publico e privado. No setor privado, 0 objetivo € maximizar lucros ou
minimizar custos. No setor publico a preocupacdo € a maximizagao do beneficio
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oferecido a sociedade, ou minimizag&o dos custos dos servicos oferecidos.

Os problemas de localizagdo no setor publico podem ser classificados em
duas categorias :

e Localizacdo de servigos ndo-emergenciais (Escolas, Aterros Sanitérios,

Agéncias de Correio, entre outras);

e Localizacdo de servicos emergenciais (Hospitais, Servicos de
atendimento de emergéncias por ambuléncias, estagdes do corpo de
bombeiros).

Como medida de eficiéncia para a otimizagao, utiliza-se no primeiro caso a
disténcia média percorrida ou o tempo médio despendido pelo usuario no tragjeto.
No segundo caso, a variavel de decisdo comumente utilizada é a abrangéncia
maxima do equipamento col etivo.

De acordo com Ballou (2006), gracas a disseminagdo da mateméatica
aplicada e dos computadores, as abordagens de avaliagdo da localizagdo de
instalagbes sd0 de natureza mais matematica que conceitua. Os modelos
mateméticos de localizagcdo podem ser classificados em model os exatos, model os
heuristicos e model os de simulagéo.

Os métodos exatos sdo procedimentos com condigdes de garantir uma
solucdo matemética 6tima do problema de localizag&o, ou no minimo uma solucéo
de aceitavel precisdo.

Os modelos de programacdo matemética sdo exemplos deste tipo de
abordagem. Dentre os métodos, destaca-se a programacdo linear inteira
combinada. Segundo Ballou (2006), ela € a metodol ogia usada preferencialmente
nos modelos de localizacBes comerciais. Uma de suas vantagens é a capacidade
de modelar os custos fixos de maneira 6tima.

Esses métodos incorrem em algumas desvantagens, como o longo tempo
de processamento de computador, uma grande necessidade de memoéria e uma
definicdo comprometida quando aplicados a problemas préticos. Atuamente,
essas desvantagens estdo sendo superadas com 0s avangos dos recursos
computacionais, fazendo com que esses modelos sgam processados mais
rapidamente.

Um problema classico de otimizagdo combinatoria € a localizagdo de p-
Medianas. A abordagem consiste em localizar numa rede qualquer p instalagcOes

(medianas), de tal forma que a soma das distancias de cada né de demanda até sua
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mediana mais proxima seja minimizada.

Ja os métodos heuristicos ndo garantem o retorno da solucéo 6tima como
nos métodos exatos, porém permitem serem alcancadas boas solugbes, com
rapidez, a partir de numerosas aternativas. Existem na literatura alguns métodos
heuristicos conhecidos pararesolver o problema da p-Mediana.

Em seu trabalho, Hakimi (1964) utiliza o método de busca em érvore para
encontrar as 3-medianas de um grafo com 10 vértices. Ha também os métodos
aproximados adotados por autores como Maranzana (1964), Teitz e Bart(1968), os
quais se aplicam a problemas de maior porte.

Uma técnica heuristica usada para resolver de forma aproximada
problemas combinatorios € conhecida como relaxacdo lagrangeana/surrogate. O
método ja foi aplicado a outros problemas de otimizagdo combinatéria [Lorena e
Lopes, 1994], [Lorena e Narciso, 1996], [Lorena e Senne, 1996], [Senne e Lorena,
1997], [Lorena e Senne, 1999], [Narciso e Lorena, 1999], [ Senne e Lorena, 2000].

Por fim, os métodos de simulacdo ndo resultam em solucdes étimas como
no caso dos métodos exatos, porém facilitam a tomada de decisdo, pois o0s
gerentes ndo precisam de qualificacles técnicas, e, além disso, em muitos casos a
compreensdo dos model 0s matemati cos torna-se extremamente complexa.

Para Ballou (2006), um modelo de simulacdo de localizacdo de instalacdo
refereese a uma representacdo matemética de um sistema logistico por

demonstractes a gébricas e |6gicas manipul aveis em computador.

4.2

Formulagdo Matematica

4.2.1
Modelo p-Mediana Capacitado (PMC)

O modelo da p-Mediana é considerado na literatura como um problema
classico de localizacdo de facilidades e é provavelmente um dos modelos mais
adotados.

A mediana ou centréide de um grafo G(V, A), sendo V o conjunto dos
vértices do grafo e A 0 conjunto de arestas, € um vértice para o qual a soma das

distancias aos demais vértices € minima. Neste estudo serdo abordados problemas
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com mais de uma mediana como solugdo, portanto sdo denominados problemas de

p-Medianas ou p-Facilities.
O método consiste em localizar um subconjunto de vértices Vp € V, com

p vertices, em um dado grafo G= (V, A), de tal forma a minimizar a distancia de
cada vértice restante até seu vértice mais proximo em V.. Entdo, pode ser definida
adistancia entre um vértice v; V e um conjunto de vértices. Sendo mais preciso, a
disténcia entre v; e o subconjunto V, € definida por:

d(v;,Vp) = min. {d(vj,v)}, iV

E adistancia entre o subconjunto V,, e o vértice v; € dada por:

d(VpVj) = min. {d(vi,v)}, ViV

Se v;V,, produz o minimo nas equagdes acima, dizemos que v; é alocado a
vi. A matriz de alocagdo [ij] € binéria, sendo ij=1 se o vértice v; é alocado avi, e 0
caso contrario.

Segundo Minieka (1977), é possivel que a facilidade esteja localizada em
um vértice e/ou sobre uma aresta; assim, dois conceitos sdo introduzidos.

Os primeiros sd0 as chamada medianas, onde as facilidades devem ser
localizadas somente nos vértices. O segundo conceito se refere as medianas
absolutas, onde as facilidades podem ser localizadas sobre as arestas e nos
vértices.

Sendo p a denotacdo do numero de facilidades a serem localizadas, tem-se
assim, respectivamente, o problema da determinacdo das p-Medianas e o
problema da determinagdo das p-M edianas absol utas.

Esse problema, que foi inicialmente considerado por Hakimi (1964),
apresenta diversas aplicacbes préticas, como na localizacdo de diversas
facilidades.

O modelo da p-Mediana pode ser considerado como um problema de
alocacdo-localizagéo (location-allocation problem), pois seu objetivo € localizar
p-facilidades nos vértices de uma rede e alocar demandas dessas facilidades de
formaaminimizar o total do produto peso (nesse estudo, populacéo escolar) vezes
a distancia entre as facilidades e os pontos de demanda do consumidor. (Hakimi,
1964).

Assume-se que a facilidade pode ser localizada em qualquer local na rede,

alocalizacéo 6tima deve ocorrer nos nos. (Drezner e Drezner, 2006).
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Segundo Drezner e Drezner (2006), algumas consideragbes sao cruciais
para 0 problema da p-Mediana. Deve-se considerar que 0s consumidores ou
usuarios escolherdo a facilidade mais proxima a eles. 1sso acontece quando eles
dispdem da completa informac&o sobre as distancias e fazem suas escolhas de
forma racional. Outra consideracdo implicita no problema é que todas as
facilidades sdo iguamente atrativas, porém, na realidade esse ndo é o caso para
todos os clientes. Entretanto, para justificar essa premissa, assume-se que a
maioria dos consumidores respeita as regras citadas acima.

O problema da p-Mediana Capacitado (PMC) corresponde aos casos em
gue a capacidade de uma instalagdo possui uma limitagdo em atender a demanda
existente. O PMC é formulado a partir do problema da p-Mediana classico.

Para Barcel os (2002), uma aplicacéo importante do modelo € nos casos em
que a administracdo publica constréi escolas com capacidade padronizada.

Segue abaixo a formulagdo matematica do modelo que se encontra em
Barcelos (2002).

V(PMC) = Min 33" dijij

=1 j=1

sujeitoa » xij =1 paratodoi € N (2)

=
> xjj=p (3)

j=1
D qixij < Qjxjj paratodoj €N (4)

=
xije {0,1}; i,je N )
Onde,

g = demanda associada ao vértice i
Q, = capacidade da escola
[dij]nxn = Matriz simétrica de distancias com d;; = 0, paratodo i.
[xij]nxn = Matriz de alocagéo, xjj=1 se toda a demanda do no i € suprido a
partir de umainstalagdo emj, e x;=0 caso contrério.
Xjj= 1 caso 0 N0 i sgja uma mediana e x;;=0 caso contrario.
A restricdo (2) garante que a populagéo escolar do centroide i devera ser

atendida por uma Unica escola.
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A restricdo (3) garante o nUmero de medianas (escolas) a ser localizada
igual ao valor p. O nimero 6timo de p Medianas é um objetivo a ser alcangado no
problema.

A restricdo (4) corresponde a restricdo de capacidade, onde a populagéo
escolar i serd atendida apenas por locais onde existe uma instalacdo escolar
estabel ecida, respeitando a capacidade fisica das mesmas.

A restricdo (5) corresponde as condicdes de integridade.

4.2.2

Modelo de Maxima Cobertura

Segundo Arakaki (2002), o Problema de Localizacdo de Méaxima
Cobertura (PLMC) consiste em escolher locais para instalar facilidades de forma
gue 0 maior nimero de clientes (pontos de demanda) sgja coberto, e determinar
em qual facilidade cada cliente devera ser atendido.

O Problema de Maxima Cobertura tem como objetivo maximizar a
cobertura de uma determinada populacdo em relacdo a um dado equipamento
coletivo, de modo a estabelecer um raio de cobertura fora do qual o usuario deixa
de ser coberto por esse equipamento. Portanto, 0 modelo tende a assegurar que o
maior nUmero de usuarios seja atendido.

A variavel de decisdo é basicamente a distancia ou o tempo de servico, que
s80 considerados criticos a0 atendimento da demanda. Ou segja, 0 usuario é
considerado coberto se estiver localizado dentro do raio de cobertura.

O PLMC tem como restricdo da FO (funcdo objetivo) a distancia ou o
tempo total a ser gasto pelo usudrio de um determinado equipamento coletivo.
Logo, é definida uma disténcia critica de servico (S).

De modo geral, o PLMC néo faz restri¢es de capacidade e ndo exige que
todas as &reas de demanda estejam cobertas; este problema tem como objetivo
localizar p facilidades de modo que haja a maxima cobertura possivel dentro da
disténcia pré-definida S. Segue abaixo a formulagdo do problema descrita em
Arakaki (2002).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721382/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721382/CA

50

V(PLMC) = Max Y Diyi (1)
ieN
Sujeitoa ) xj > yi paratodoi €N (2)
JeNi
D xj=p 3)
JjeM
xj € {0, 1}, paratodoje M (4)
yie {0, 1}, paratodoi e N )
Onde:

N={1, 2 ..., n}: conjunto de pontos de demanda;

M={1 2 .., n}: conjunto de possives facilidades;

Di: ademanda de populagdo da érea;

p: nimero de facilidades a serem localizadas,

dij= amenor distanciado nd i ao no J;

Ni={j €J|dij <S8},

S: disténcia de servico - a area de demanda é coberta se esta dentro desta
distancia;

yi =1 seaareade demandai € coberta 0 caso contrério;

xj = 1 seafacilidade deve ser localizada em j, O caso contrario;

A restricdo (2) garante que a populagcdo escolar sera coberta por uma
instalagdo escolar dentro do raio de abrangéncia S. No presente estudo,
considerou-se S=1500 metros.

A restricdo (3) garante o nUmero de medianas (escolas) a ser localizada

igual ao valor p.

4.2.3
Software AIMMS - Advanced Integrated Multidimensional Modeling
Software

Os problemas de programagdo linear inteira combinada envolvem a
otimizagdo de uma funcdo objetivo linear, sujeita a restricdes que envolvam
equacOes e inequagdes lineares.

Algumas ou todas as variaveis sdo solucionadas para serem inteiras. Eles

sd0 em geral mais dificil de serem resolvidos comparados aos problemas de
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programacao linear.

Estes problemas sdo do tipo NP-Hard (Garey e Johnson, 1979), e assim o
tempo para se obter uma solugdo Gtima cresce exponencialmente a medida que
aumentam os dados de entrada.

O software AIMMS apresenta funcionalidades especificas para modelar
problemas de programag&o linear inteira combinatoria, disponibilizando diversos
solvers e permitindo o controle da performance de cada um.

O software suporta os seguintes solvers: XA, CPLEX, GUROBI, MOSEK
e XPRESS.

O XA é usado tanto em programagdo linear quanto em programacao linear
inteira combinada. Na Programagdo Inteira combinada, o solver utiliza o
algoritimo simplex.

O XPRESS é considerado um solver de ata performance para resolucéo de
modelos de programacdo linear e programacdo inteira. O solver comporta o
otimizador simplex, que inclui o método primal e dual, soluciona os problemas de
programacdo linear, e também é usado 0 método branch and bound para a solugdo
dos problemas de programacéo linear inteira combinatoria.

Assim como 0 XPRESS, O CPLEX € um solver de alta performance para
resolucéo de problemas e oferece varios algoritmos. Além dos otimizadores
utilizados XPRESS, o0 solver utiliza métodos heuristicos para encontrar a solucéo
do problema.

Algumas particul aridades fazem com que o CPLEX sgja mais eficiente que
os demais solvers, como por exemplo a capacidade de lidar com matrizes de
grande ordem; €, portanto, bastante robusto e capaz de otimizar problemas
complexos do mundo real. Além disso, o CPLEX apresenta um tempo de solucéo
bastante rdpido comparado aos demais.

No presente estudo, foi utilizado o solver CPLEX para a resolugdo dos
modelos da p-Mediana Capacitado e Méxima Cobertura, pois este possui um
tempo de processamento mais rdpido que os demais, além de contar com
algoritmos especificos para solucdo de problemas de Programacéo Linear Inteira
Combinatoria.

De acordo com Ignécio e Filho (2004), o sistema AIMMS oferece uma
notagdo de indice que possibilita capturar a complexidade de problemas reais,

permitindo expressar muitos cal culos complexos de uma maneira compacta, sem a
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preocupacao com o gerenciamento da memaoria ou consideragtes de estocagem de
dados.

O software apresenta al gumas vantagens como:

o Um ambiente adequado para modelar problemas de otimizagao;

e Interface de boa usabilidade pelo usuério final para suporte a
decis&o;

e Integracdo com a linguagem C, C++, Fortran e ferramentas de
interface com as bases de dados através de ODBC/OLE DB;

e Utilizac8o automatica de um solver apropriado para encontrar uma
solucdo 6tima;

Na passagem de um problema real num modelo de otimizagdo vaido no
AIMMS, alguns passos conceituais S30 necessarios, como:

e Descrever os dados de entrada e de saida através de sets e
indicadores indexados (Index);

e Especificar 0o modelo matematico;

e Especificar os procedimentos para 0 pré- e 0 pds-processamento
dos dados;

e Inicidlizar os dados de entrada através de arquivos e banco de
dados;

e Exibir os resultados ou transporté-1os para um banco de dados.

Em Ignacio e Filho (2004) sdo descritos a forma de declaragdo do
problema e os atributos no ambiente AIMMS. Seguem abaixo alguns atributos e
suas atribuigoes:

e Directions: Permite escolher entre maximizar e minimizar a funcéo
objetivo.

e Variable: Define o conjunto ou um subconjunto de varidveis que
fazem parte do modelo a ser executado.

e Objective: Define avaridvel como afungdo objetivo do Modelo.

e Constraints: Especifica quais restrigdes fazem parte do programa

matemati co.

No Anexo | encontrase a implementacdo dos modelos p-Mediana

Capacitado e Maxima Cobertura no software AIMMS.
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