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2
Geometrias de Curvatura seccional Constante

2.1
Introducao

Cumprindo o prometido, vamos apresentar alguns exemplos de geome-
trias. Classificar geometrias, em geral, nao é uma tarefa tao facil. Portanto,
impomos sempre algumas hipdteses adicionais para que possamos classificar.
Neste capitulo vamos apresentar as geometrias n-dimensionais isotropicas.
Uma geometria isotropica, como o proprio nome sugere, ¢ uma geometria que
independe das dire¢oes. Em termos mais técnicos, dizemos que uma geometria
é isotopica quando, dado ponto p sobre a variedade X e duas bases ortonormais
ordenadas do espacgo tangente de X em p, 1 e [, existe uma isometria f de

X que fixa p tal que d,f(f1) = (2. Em outras palavras, o subgrupo
Auw(T,X) = {d,f: T,LX—-TX; feG,}

do grupo de automorfismos de 7,X age transitivamente sobre o conjunto de
bases ortonormais de 7, X. Isso assegura que a curvatura seccional independe do
plano seccional considerado. Supondo X uma variedade riemanniana isotrépica,
segue que a curvatura seccional é constante.

Gostariamos de observar quem em alguns livros a isotropia é definida de
modo que a homogenidade segue como consequéncia. Todavia, na definicao de

geometria a variedade ¢ homogénea por hipdtese.

2.2
Espaco Euclidiano, E".

O Espaco Euclidiano consiste de uma variedade riemaniana completa de

curvatura zero. O modelo classico, R", n > 1, com a métrica euclidiana

ds = da? + da3 + - - + da?

n

<X,y >=x1Y1 + TaYo + -+ + TpYn,
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como vimos no exemplo 2 do capitulo 1, é uma variedade riemanniana
que denotamos por E". O grupo de todas as isometrias de E" é chamado
Grupo Euclidiano que usualmente é denotado por E(n). E facil ver que E”
é¢ homogénea, pois, dados dois pontos z,y em E", sempre podemos tomar
uma translagao que leve x em y. Sabemos que E(n) é um grupo de Lie pelo
Teorema 1.21. Contudo, uma representacao explicita de E(n) nos permite nao
apenas mostrar que este ¢ um grupo de Lie, mas também encontrar alguns
de seus subgrupos que tenham as propriedades que nos convém. Nessa seccao
nao faremos uma descricao completa dos subgrupos do grupo euclidiano para
n qualquer. Todavia, vamos falar um pouco mais do E(2) no capitulo 3 e de
E(3) no capitulo 4.

Seja f € Diff(E") uma aplicacao da forma f(z) = Az+b com A em O(n)
e b em R", em outras palavras, f =, 0 A onde t,(z) = x +b. Temos d,f = A
para cada p em X e assim f € F(n). De outro lado, supondo f em FE(n) e
p € E" temos d,f € O(n), digamos d,f = A. Considere g(z) := A -z + b com
b= f(p) = A-p. Segue que g e f sdo isometrias de E" tais que g(p) = f(p) e
d,g, = d,f. Pela proposigao 1.10 segue que f(z) = g(z) para todo x em E".
Portanto,

E(n) = {t, oA € Diff(E"); A € O(n),b € R"}.

Em outras palavras, E(n) é um produto semidireto do grupo ortogonal, O(n),
com o grupo das translagoes. Denotamos por Tr(n) o grupo das translagoes
em R". Claramente, T'r(n) é isomorfo a R", que justifica a troca de Tr(n) por

R"™. Escrevemos
E(n)=0(n) x Tr(n) ~ O(n) x R". (2-1)

Nao temos um produto direto pois uma translacao pode ser gerada por
reflexdes. Se f € Tr(n), entao existe um b € R" tal que f(z) = x + b = tp(z).
Escrevemos T'ry(n) o subgrupo das translagoes geradas por f. Nao é dificil
mostar que Try(n) e Z sao isomorfos. Implica que Try(n) ¢ um subgrupo

discreto que nao fixa pontos. Segue o resultado abaixo:

Proposicao 2.1 Dado b em R" o subgrupo Try(n) age livremente e propria-

mente descontinuamente sobre E™.

Do resultado acima concluimos que E"/Try(n) é uma subvariedade de
E" isométrica a E"/Z. Se a e b sdo linearmente independente, entdo Tr,(n) x
Try(n) é isomorfo a Z x Z, e de modo analogo, temos E" /Tr,(n) X Try(n) uma

subvariedade isométrica a E"/Z x Z.

Teorema 2.2 O grupo euclidiano E(n) tem um subgrupo isomorfo a 2" e E"

modela uma variedade compacta.
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Prova: Considere a base canodnica {ej, ey, - ,e,}. Temos os subgrupos

Trore;(n),i=1,2,--- ,n. Aplicando o argumento acima obtemos o subgrupo
TT27rel (n) X TT27reg (n) X X TTQﬂ'Gn (n)

isomorfo ao grupo Z X Z x - - - x Z = Z". . temos assim a subvariedade E" /Z"

que é isométrica a variedade fechada, i.e, compacta sem bordo,
S' xSt x - xS

U
Vejamos que Tr(n) = |J Try(n). E ainda Tr(n) é um subgrupo normal

beR™
de E(n).
Sempre que um grupo G tem um subgrupo normal H escrevemos H < G.

Podemos reescrever o teorema acima, 7r(n) < E(n). Por (2-1) temos
O(n) = E(n)/Tr(n).
Tome o subgrupo SO(n) que satisfaz
SO(n) = E*(n)/Tr(n).

Aqui temos um subgrupo de E(n) de indice dois que se refere as isometrias
que preservam a orientagdo. E ainda, Tr(n) age transitivamente sobre E".

Consequentemente,
Lema 2.3 E(n) e ET(n) agem transitivamente sobre E".

Prova: Basta mostar que as translacoes preservam a orientacao. 0J
Note que o grupo de isometrias que fixa a origem é O(n), i.e, o subgrupo
de isotropia (E(n))e é isomorfo a SO(n). Logo:

Lema 2.4 (E(n),E") € uma geometria isotropica.

Os grupos Try(n) e O(n) podem, naturalmente, serem vistos como
subgrupos de GL(n + 1,R). Assim, para cada f =t,0 A e b= (by,by, -+ ,b,)

associamos a aplicagdo f =, 0 A a matriz (n+ 1) x (n + 1),
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Note que a aplicagao ¢ : E(n) — GL(n + 1,R) dada por

f:tbOAl—>

¢ um homomorfismo injetivo com imagem fechada. E imediato que:
Lema 2.5 E(n) é um grupo de Lie.

Agora é facil concluir que E" é uma variedade homogénea difeomorfa a
E(n)/O(n), e consequentemente, difeomorfa a E*(n)/SO(n).

Pelos lemas 2.3, 2.4 e 2.5, concluimos:

Teorema 2.6 (E(n),E") é uma geometria n-dimensional isotrdpica.

Observagao 2.7 De forma explicita, a acdo ¢ de E(n) sobre R™ é definida

por
b1 T
A :
¢(f7 :I;) = )
by, T
0 0 1 1

onde f =t,oAcomt,=Tr(n), Ac On) ez = (xy, - ,x,) € R".

Para finalizar essa secgao vamos falar sobre a dlgebra de Lie de E(n),
¢e(n). Podemos olhar para F(n) como um subgrupo de GL(n+1,R). Em razao
disso, podemos olhar para e¢(n) como uma subélgebra de Lie de gl(n + 1,R).
Deste modo, e(n) consiste das matrizes B em M(n + 1,n + 1,R) tais que
exp(B) € E(n). Ou seja,

e(n) ={B € M(n+1,n+1,R); exp(B) € E(n)}

onde

| —

1 1
|B’“:I+B+§B2+§B3+---, B =1

™

exp(B) = Z
k=0

Como ¢(n) é um espaco vetorial sobre R, se B pertence a E(n), entao tB € ¢(n)

e assim exp(tB) pertence a E(n) para todo t € R. O caminho

o it exp(tB)
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é um subgrupo a um parametro para B em E(n), i.e, of

homomorfismo tal que ¢(0) = B. Claramente,

- 1
exp(tB) = Z E
k=0

35

R — G é um

Escrevemos
Bl,nJrl
Y BQ,n—i—l o
B= . , Y, =DB;;paral <i,5 <n.
Bni11 Bayiz o Bayinn
Eis que
B= 2L exp(tB)
= —ex
at P

t=0

Isso implica B,,+1,; = 0 para todo 7. Obtemos

Y y

Y Y B V&
0 0 0 0 0
Segue que
tYy
exp(tB) = exp(tY) i

y Y = (BLTH-l’ BQJ’H—L e

) Bn,n—‘rlv )

daf exp(tY) € O(n).

Portanto, a algebra de Lie do grupo euclidiano ¢é formada pelas matrizes da
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forma;
Y y
00 --- 0
tal que YT = —Y isto é, Y € s0(n), e y € R™. Isso deixa claro que a dimensao

de E(n) é W e que s0(n) é uma subdlgebra de e(n) = so(n) x R", como

era de se esperar.

2.3
Esfera unitaria, S"

Uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante igual a 1
¢ o modelo geométrico que passamos a definir. Considere a forma quadratica,

simétrica, nao-degenerada e positiva definida

g:R"™ — RTu{o}

2 2 2 2
T = Tyt X, T

que, como sabemos, define o produto interno canoénico de R™™, ¢ portanto,

uma métrica riemaniana. Definimos a esfera unitaria,

a imagem inversa do valor regular 1 da forma quadratica. Aqui, S" serd uma
variedade compacta, conexa e simplesmente conexa para n > 1. E restringindo
a métrica riemanniana de E"™ a S™ definimos uma métrica riemanniana para
S". Assim, S™ é uma subvariedade riemanniana de E". Podemos mostrar que
com tal estrutura riemanniana S" tem curvatura seccional constante igual a 1.
De outro lado, E(n+1) é o grupo de isometrias de E"™ e o grupo de isometrias

de S", Isom(S"), é isomorfo ao subgrupo de E(n+ 1) que fixa S, G. Note que
G={feEn+1); | f(x)| ==z =1paratodo z € S"} = O(n+1)

onde [|z|| = \/q(x). Isso significa que Isom(S") é isomorfo a O(n + 1). Segue

que Isom(S"™) tem uma representacao fiel

p:Isom(S") — E(n+1)=0(n+1)xR""!
fo— pH=7


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0811260/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0811260/CA

Classificagdo de algumas geometrias sem quociente compacto 37

onde f € F(n+ 1) é uma extensao de f que preserva a métrica riemanniana
2 ;.2 2 2
dS —d$1+dl’2+"'+d$n+1
Considere a agao

¢:GL(n+1,R) x R""' — R
(Ajv) — A-w

E um fato conhecido da algebra linear que essa acgao é transitiva e que cada A é
determinado por duas base. Por Gram-Schmidt, podemos supor que tais bases
sao ortonormais. Reciprocamente, cada par de bases ortonormais determina
um operador em GL(n+1, R). Eis que, toda base ortonormal estd contida em

S™. Vamos considerar a restrigao da agao

Olomsny : On+1) x§" — S
(Ajx) — A-x

Nao é dificil perceber que a acao estd bem definida e que:
Lema 2.8 O(n+1) e SO(n + 1) agem transitivamente sobre S".

Note que o subconjunto de O(n + 1) das matrizes da forma

pode ser esctrito como
{A€On+1); Aepyg =epq1 com e,yq = (0,0,---,0,1)}.

Este forma uma subgrupo de O(n + 1) que fixa e, e é isomorfo a O(n), i.e,

o grupo de isotropia de e,1 ¢ O(n), e portanto:

Lema 2.9 (O(n + 1),S™) € isotrépica e S" é uwma variedade homogénea

isométrica a O(n+1)/O(n) e SO(n+1)/SO(n).
E finalmente, temos:

Teorema 2.10 (Isom(S"),S™) é uma geometria n-dimensional isotrépica.
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Se I é a identidade em O(n + 1) entdo I' :== {I, —I} é um subgrupo. E
ainda, I" age livremente e propriamente descontinuamente sobre S". Obtemos
a variedade PR" := S"/T" chamado espacgo projetivo real. Nao é tao imediato,
porém ¢ possivel, mostrar que PR" = SO(n +1)/O0(n).

Nos capitulo 3 falaremos um pouco mais sobre S? e no capitulo 4 sobre

S?.

2.4
Espaco hiperbélico, H"

O espaco hiperbolico n-dimensional consiste de uma variedade rieman-
niana, completa de curvatura constante igual a —1. Existem trés modelos
classicos para o espacgo hiperbodlico. Todavia, optamos por estudar o modelo

do hiperboloide , que passamos a definir. Considere a forma quadrética

g: R — R

2 .2 2 2
e e |

que define uma forma bilinear, simétrica e nao-degenerada
2 .2 2 2 2
dS —d$1+d$2+"‘+d$n—dxn+1

sobre R"™!. Esta é chamada métrica pseudoriemaniana. O espaco R™ com tal
métrica é uma variedade pseudoriemanniana que denotamos por E™! conhecido
como espaco de Lorentz Veja que dado um z em E™' temos que q(z) é positivo,
negativo ou zero. O grupo de difeomorfismos que preservam ¢, P(n,1), é
conhecido como grupo de Poincaré. De modo semelhante ao que fizemos na
sec¢do anterior, podemos concluir que P(n,1) = O(n, 1) x R"** onde O(n, 1) é
o grupo de transformacoes lineares de R™™! que preservam g. As vezes O(n,1)
é chamado grupo ortogonal generalizado.

Similar ao caso da esfera de raio 1 em E™*!, consideremos agora a esfera
de raio i := /-1

H" :=q'(-1)

de E™! com a métrica induzida. Em verdade, H" é um hiperboléide de duas
folhas que, por sua vez, nao é conexo e tampouco é uma variedade riemaniana.

Contudo, considerando apenas a folha de H" que mora no semi-espago superior

R’fl ={r e R"" ;2,1 > 0},
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temos o espaco hiperbolico
H" := H"NRY™.

A forma quadratica ¢ restrita a H" é positiva definida. Desse modo, podemos
ver o grupo de isometrias de H" como o subgrupo de todas as isometrias de
E™!' que preservam H", que é O, (n, 1), como veremos adiante.

Eis que, para cada f € P(n,1), temos f(x) = Az + b onde A €
O(n,1) eb € R"™. Podemos, similarmente ao grupo euclidiano, obter uma

representacao do grupo de Poincaré:

p:P(n,1) — GL(n+2,R)

f —

onde f =t,0A, A€ O(n,1) e b e R". Ademais, a algebra de Lie p(n, 1), de

P(n, 1) consiste das matrizes da forma

Y
y onde Y € 0+(n, 1) ey e Rn+17

ou seja,

onde V' = —Y; ey, € R",y € R"*,

("21)" com 4

componentes conexas e P(n,1) é um grupo de Lie de dimensao —("+2)2("+1).

Sabemos que O(n,1) é um grupo de Lie de dimensao

Agora, tome O, (n,1) o subgrupo de O(n, 1) de transformagoes lineares
que preservam o sinal da (n + 1)-coordenada. O grupo O, (n,1) é chamado

grupo ortogonal de Lorentz. Sua algebra de Lie é formada pelas matrizes da
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forma

Yy vy
tal que Y;! = —=Y; ey € R", y € R™*,
yi  +1
0 0 0 0

Segue que O(n,1) é o subgrupo de P(n,1) que preserva RTI. De
outro lado, o subgrupo de P(n,1) que preserva ¢ *(—1) é O(n,1) e assim

O, (n,1) N O(n,1) é o subgrupo que preserva H". Portanto:
Lemma 2.1 O grupo de isometrias de H", Isom(H"), é isomorfo a O, (n,1).

Além disso, o subgrupo de isometrias de H" que preservam a orientacao,
Isom™ (H"), é chamado o grupo ortogonal especial de Lorentz geralmente escrito
como SO,(n,1). O grupo SO,(n,1), e portanto, O, (n,1), age sobre H"

transitivamente. Note que o subconjunto de O, (n + 1) das matrizes da forma

, onde B € O(n),

pode ser escrito como
{A € O+(TL, 1)7 A €nt1 = €nt1, Enyl = (07 Oa Ty 1)} :

Este forma um subgrupo de O, (n,1) que fixa e, e que é isomorfo a O(n),

i.e, o grupo de isotropia de e,41 é O(n). Temos assim:

Lemma 2.2 H" ¢ uma wvariedade homogénea e isotrdpica, isométrica a

O+(n,1)/O(n) e a SO4(n,1)/SO(n).
E finalmente, temos:
Teorema 2.11 (Isom(H"),H") € uma geometria isotrépica n-dimensional.

Finalizamos essa secao apresentando outros dois modelos do espaco
hiperbdélico.
Modelo do disco: Considere a aplicagao II : H" — D onde II(z) = %
eD = {z e R;|z| <1}. Vimos que 1+ 2z} + 23 +--- + 22 =z, dal segue

('rlyx?v”' 71"71) € €

T+ ap 1+ 4+22 422+ 422 1++/1+][z]?

[(x) =
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e assim II(x) pertence a D e nao ¢ dificil concluir que este é um difeomorfismo
de H em D. Esta induz uma métrica riemanniana em D e desse modo obtemos
o modelo do disco chamado também de disco de Poincaré.

Modelo do semi-espacgo: De modo semelhante ao que fizemos acima tome

uma aplicagao © de D no semi-espaco {x € R";x, > 0} pondo

B T+ e,
[z + x|

O(z)

—e,
onde e, = (0,---,0,1) € R"™.
2.5

Classificacao das Geometrias Isotrépicas

Vimos até o momento que S", E" e H" sao variedades homogéneas e
isotropicas. Consequentemente, tém curvatura constante, a saber; 1, 0 e —1

respectivamente. E ainda
S" ~ SO(n+1)/SO(n), E" ~ E*(n+1)/SO(n) e H" ~ SO, (n,1)/S0(n).

Como o leitor pode perceber, as trés variedades homogéneas sao isométricas a
H/SO(n), onde H satifas;
i) H é a componente conexa de um grupo de Lie de Isom(X);

(nt1)n |
2 b

ii) H tem dimensao
iii) H tem SO(n) com subgrupo fechado;
iv) b é uma subdlgebra de gl(m,R), para algum m > n.

Em verdade, toda variedade n-dimensional, homogénea e isotrépica, X, é
isométrica a Go/(G,).. Consequentemente, isométrica a H/SO(n), tal que H

satisfaz 1),ii), iii) e iv).

Proposicao 2.12 Seja M o recobrimento universal de uma variedade rieman-

niana M de dimensdo n > 2. Se Ml tem curvatura seccional constante k, entao
i) M= Et(n+1)/S0(n), se k=0;
ii) M = SO(n+1)/50(n), se k > 0;
iii) M = S0, (n,1)/50(n), se k < 0.

Prova: Veja [Sh| pagina 242. O
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A proposicao acima é conhecido como teorema de uniformizagao ou
teorema de Cartan. A demonstragao do teorema acima apresentada em [Sh] é
bem interessante, porém, envolve a definicao de conexoes sobre fibrados. Como
nao tratamos disso em nosso texto sua demonstracao deixaremos de fora. Uma
outra opg¢ao e consultar [Ca] pagina 181.

Duas consequéncias importantes da proposicao sao:

Teorema 2.13 Uma geometria n-dimensional isotrépica (G, X) € equivalente
a (SO(n+1),8") ou (E(n),E") ou (O4(n,1),H").

Corolario 2.14 Uma geometria n-dimensional (G,X) de curvatura seccional
constante k € equivalente a (O(n +1),S") se k > 0, ou (E(n),E") se k =0,
ou (O4(n,1),H") se k < 0.
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