
10 
Anexo 
 

 

Este anexo apresenta a demonstração matemática completa desde o 

modelo de Johnson e Tian (2000) até o binomial indexado estendido. 

 

10.1  
Definição dos processos estocásticos 

 

Defina os processos estocásticos para S e I:  

 

Preço da ação:                            SSSS dzdtq
S

dS σμ +−= )( ... ( 66 ) 

 

Índice:                                         IIII dzdtq
I

dI σμ +−= )( ... ( 67 ) 

 

Correlação entre S e I:                dtdzdz IS ρ=  

 

Defina os retornos como: ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

0
ln I

IY t
t  e ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

0
ln S

SX t
t , onde tanto X como Y 

têm distribuição normal com os seguintes parâmetros: 

tX ~ ),( 2 ttbN II ⋅⋅ σ  e tY ~ ),( 2 ttbN SS ⋅⋅ σ , 

Onde: 2

2
1

iiii qb σμ ⋅−−= , para i = I, S. 
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10.2  
Excesso de retorno  
  

O excesso de retorno da ação S é dado por: 

 

)()( rrrr ISIS −⋅−−=⇒−⋅++= μβμαμβαμ ... ( 68 ) 

)/( IS σσρβ = ... ( 69 ) 

 

Para remunerar o executivo apenas pelo desempenho específico da firma, temos 

que o retorno esperado da ação deve ser dado por [ ]0, =αtt ISE . Ou seja, não há 

retorno em excesso. 

 

10.3  
Processo estocástico do derivativo (F) 

 

Da estatística, o resultado para distribuições normais conjuntas é também 

uma distribuição normal com média igual a )( tmXtm ItS ⋅−+⋅ β  e variância de 

tS ⋅−⋅ )1( 22 ρσ . Sendo assim, a variável condicional tt IS  segue uma distribuição 

lognormal com média igual a: 

 

( ) t
tt

tt He
I
ISISE =⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅== ⋅η

β

α
0

00, ... ( 70 ) 

 

Onde: )1(
2
1)()( βσσρβη −⋅⋅⋅+−−−= ISIS qrqr ... ( 71 ) 

 

Proposição: A variável η  pode ser interpretada como sendo o termo de tendência 

(drift) do processo estocástico β
t

t

I
S

F = .  

 

Demonstração: No mundo neutro ao risco os processos estocásticos de S e I 

passam a ser representados pelas equações (30) e (31): 
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Preço da ação:                            SSS dzdtqr
S

dS σ+−= )(  ... ( 34 ) 

 

Índice:                                         III dzdtqr
I

dI σ+−= )(  ... ( 35 ) 

 

Correlação entre S e I:                dtdzdz IS ρ=  

 

Defina o processo estocástico β
t

t

I
S

F = . Pelo lema de Itô:  

 

dSdI
IS
FdI

I
FdS

S
FdI

I
FdS

S
FdF ⋅

∂∂
∂

+⋅
∂
∂
⋅+⋅

∂
∂
⋅+⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

= 2

2
2

2

2
2

2

2

2
1

2
1 ... ( 72 ) 

 

Temos que: 

 

βIS
F 1
=

∂
∂ , 1+

⋅
−=

∂
∂

β

β
I

S
I
F , 02

2

=
∂
∂

S
F , 22

2 )1(
+

⋅+⋅
=

∂
∂

β

ββ
I

S
I
F e 1

2

+
−=

∂∂
∂

β

β
IIS

F  

 

Onde dtSdzSdS SSS ⋅⋅=⋅⋅= 222222 σσ , dtIdI I ⋅⋅= 222 σ  e  

dtISdSdI IS ⋅⋅⋅⋅⋅= ρσσ  

 

Substituindo as derivadas acima em (72): 

 

[ ] [ ]

dtdt

dzdtqrdzdtqr
F

dF

dtIS
I

dtIS
I

dzIdtqrI
I

SdzSdtqrS
I

dF

ISI

IIISSS

ISI

IIISSS

⋅⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅−−−⋅+−=⇒

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅
+⋅

⋅+

+⋅+−⋅
⋅

−⋅+−⋅=

++

+

ρσσβσββ

σββσ

ρσσβσββ

σβσ

ββ

ββ

2

1
22

2

1

)1(
2
1

)()(

)1(
2
1

)()(1

 

 

Por fim: 
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FF

F

dz

IISS

ISIIS

dzdz

dtqrqr
F

dF

⋅

⋅⋅−⋅+

+⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅+−−−=

σ

α

σβσ

ρσσβσβββ 2)1(
2
1)(

... ( 73 ) 

 

Onde:  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅⋅+−−−=

=⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅+−−−=

=⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅+−−−=

βσσρβ

ρσσβσβ
σ
σ

ρβ

ρσσβσβββα

2
1

2
1)(

)1(
2
1)(

)1(
2
1)(

2

2

ISIS

ISI
I

S
IS

ISIISF

qrqr

qrqr

qrqr

 

 

( ) ηβσσρβα =−⋅⋅⋅⋅+−−−=⇒ 1
2
1)( ISISF qrqr ... ( 74 ) 

 

10.4  
Definição do processo estocástico do preço de exercício 

 

 Qual processo estocástico segue o preço de exercício, H?  

Temos que: 

tt
t e

I
I

SH ⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= η

β

0
0

 
Novamente, pelo lema de Itô: 

 

dSdI
IS

HdH
I
HdH

S
HdI

I
HdH

S
HdH ⋅

∂∂
∂

+⋅
∂
∂
⋅+⋅

∂
∂
⋅+⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

=
2

2
2

2
2

2

2

2
1

2
1

... ( 75 ) 

 

Onde: 
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0=
∂
∂

S
H

, 
teI

I
S

I
H ⋅− ⋅⋅

⋅
=

∂
∂ ηβ

β

β 1

0

0

, 
02

2

=
∂
∂

S
H

, 

teI
I

S
I
H ⋅− ⋅⋅

⋅−⋅
=

∂
∂ ηβ

β

ββ 2

0

0
2

2 )1(

 e 

0
2

=
∂∂

∂
IS

H
 

Substituindo: 

 

[ ] [ ]dtIeI
I

S
dzIdtqrIeI

I
S

dH I
t

III
t ⋅⋅⋅⋅

⋅−⋅
⋅+⋅⋅+−⋅⋅

⋅
= ⋅−⋅− 222

0

01

0

0 )1(
2
1)( σ

ββ
σ

β ηβ
β

ηβ
β

 

Simplificando esta expressão, chega-se à: 

 

ISISI dzdtqr
H

dH
⋅⋅+⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −⋅⋅⋅⋅−−⋅= σρβσσρβ )1(

2
1)( ... ( 76 ) 

 

Neste ponto, é importante lembrar que: 

 

( )βσσρβηα −⋅⋅⋅⋅+−−−== 1
2
1)( ISISF qrqr  

 

Se 0=Fα  (o que faz sentido, pois o termo de tendência deste derivativo é igual a 

zero, i.e., só há remuneração na medida em que o desempenho das ações da 

empresa superior ao do índice, então: ( )βσσρβ −⋅⋅⋅⋅+−=− 1
2
1)( ISIS qrqr .  

Substituindo em (76), chega-se finalmente ao processo estocástico do preço de 

exercício: 

 

ISS dzdtqr
H

dH ρσ+−= )( ... (77 ) 

 

Sendo assim, é possível ver que tanto S como H possuem o termo de tendência e 

dividend yield idênticos. 
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10.5  
Volatilidade total 

 

Esta seção demostra a volatilidade ajustada pela correlação. 

 

Proposição: A volatilidade total é dada por )1( 222 ρσσ −⋅= Sa  

 

Demonstração: A variância conjunta de duas variáveis aleatórias S e H é dada 

por: 

 

HSHSa σσρσσσ ⋅⋅⋅−+= 2222  

 

De (77) temos que 222
SH σρσ ⋅= . Sendo assim: 

 

222

22222

222

222

2

2

2

SS

SSS

SSSS

HSHSa

σρσ

σρσρσ

σρσρσρσ

σσρσσσ

⋅−=

=⋅⋅−⋅+=

=⋅⋅⋅⋅−⋅+=

=⋅⋅⋅−+=

 

 

)1( 222 ρσσ −⋅=⇒ Sa ... ( 78 ) 

 

10.6  
Modelo binomial para ESO indexada americana 

 

Por simplicidade, seja qqS = . Ainda, defina u como sendo o movimento 

de subida e d como o movimento de queda no preço do ativo base. O valor 

intrínseco da opção no momento do exercício é dado por: 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

0,1

0,1

0,1

0,1

H
SddmáxHC

H
SuumáxHC

H
SdmáxHC

H
SumáxHC

dddd

uuuu

dd

uu

... ( 79 ) 

 

Defina ainda o retorno normalizado da opção como: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

0,1

0,1

0,1

0,1

H
SddmáxR

H
SuumáxR

H
SdmáxR

H
SumáxR

dd

uu

d

u

... ( 80 ) 

 

Portanto: 

 

dddddd

uuuuuu

ddd

uuu

RHC
RHC

RHC
RHC

⋅=
⋅=

⋅=
⋅=

... ( 81 ) 

 

Apenas por simplicidade, suponha que a opção tenha apenas dois períodos, onde o 

tempo t=2 é a maturidade. Ainda, é fácil notar que ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

H
Suu

H
S

uu

uu . 

 Em t=2: 

- movimento ascendente de H
S : 
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)1()1(

)1()1(

qHmq
H
SuuHm

qHmqSmC

uuHuuS

uuHuuSuu

+⋅⋅++⋅⋅⋅⋅=

=+⋅⋅++⋅⋅=
... ( 82 ) 

 

Analogamente: 

 

)1()1(

)1()1(

qHmq
H
SduHm

qHmqSmC

duHduS

duHduSdu

+⋅⋅++⋅⋅⋅⋅=

=+⋅⋅++⋅⋅=
... ( 83 ) 

 

Igualando (81) e (82): 

 

uuuuHSuuuu RHqmq
H
SuumHC ⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +⋅++⋅⋅⋅⋅= )1()1(  

)1()1( qmq
H
SuumR HSuu +⋅++⋅⋅⋅=⇒ ... ( 84 ) 

 

duduHSdudu RHqmq
H
SdumHC ⋅=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +⋅++⋅⋅⋅⋅= )1()1(  

)1()1( qmq
H
SdumR HSdu +⋅++⋅⋅⋅=⇒ ... ( 85 ) 

 

- movimento descendente de H
S : 

Pensando de maneira análoga, chega-se às seguintes expressões: 

 

)1()1( qmq
H
SudmR HSud +⋅++⋅⋅⋅=⇒ ... ( 86 ) 

 

)1()1( qmq
H
SddmR HSdd +⋅++⋅⋅⋅=⇒ ... ( 87 ) 

 

Resolvendo (84) e (85): 
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)()1(
)()1(

duu
H
Sq

RR
mduu

H
SqmRR uduu

SSuduu

−⋅⋅⋅+

−
=⇒−⋅⋅⋅+⋅=− ... ( 88 ) 

 

Este é o delta hedge da opção para o ativo básico S. Analogamente resolvendo 

(86) e (87), chega-se ao delta hedge do ativo referência: 

 

)()1( duq
RuudRum ud

H −⋅+
⋅−⋅

= ... ( 89 ) 

 

 Em t=1: 

Conforme mencionado ao longo deste trabalho, o modelo binomial trabalha 

backwards, i.e., de trás para frente. Neste período o titular da opção pode escolher 

exercê-la imediatamente ou mantê-la por mais um período. 

- movimento ascendente de H
S : 

 

[ ])1()1(, qHmqSmHSmáxC uHuSuuu +⋅⋅++⋅⋅−= ... ( 90 ) 

- movimento descendente de H
S : 

 

[ ])1()1(, qHmqSmHSmáxC dHdSddd +⋅⋅++⋅⋅−= ... ( 91 ) 

 

Substituindo (88) e (89) em (90) e a opção não for exercida, chega-se a: 

 

)1(
)()1(

)1(
)()1(

qH
duq

RuudRu
qS

duu
H
Sq

RR
C u

ud
u

uduu
u +⋅⋅

−⋅+
⋅−⋅

++⋅⋅
−⋅⋅⋅+

−
=  

 

Manipulando esta expressão, o valor final da opção é: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−⋅+⋅

⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−⋅+
−
−

⋅
⋅=

q
pRpR

H
q

du
dR

du
dR

HC uduu
u

uduu

uu 1
)1(

1

111
**
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Analogamente: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−⋅+⋅
⋅=

q
pRpR

HC dddu
dd 1

)1( **

. 

 

Como na prática a opção é americana, a regra de decisão é a seguinte: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−⋅+⋅
−⋅=

q
pRpR

H
S

máxHtHSC du

t

t
t

BI

1
)1(

,1),,(
**

... ( 92 ) 

 

Utilizando retornos contínuos: 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⋅+⋅−⋅= Δ⋅− )1(,1),,( ** pRpRe
H
S

máxHtHSC du
tq

t

t
t

BI ... ( 93 ) 

A condição na maturidade é: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅= 0,1),,(

T

T
T

BI

H
S

máxHTHSC ... ( 94 ) 

 

10.7  
Modelo binomial para ESO indexada com múltiplo de exercício 
(modelo estendido) 
  

Por fim, incorporando ao modelo da seção anterior o múltiplo M que 

define o exercício antecipado e uma taxa de cancelamentos e, é preciso apenas 

estender o algoritmo desenvolvido, conforme apresentado na seção 0. 

 

10.8  
Demonstração das equações da simulação de Monte Carlo 

 

10.8.1  
Simulação do preço da ação 

 

Aplicando o lema de Itô para encontrar )ln( tSd : 
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[ ]

SS
S

St

St
t

SStSt
t

t

dzdtqrSd

dtS
S

dzSdtqrS
S

Sd

⋅+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⇒

⋅
⋅

−⋅⋅+⋅−⋅=

σσ

σσ

2
)ln(

)(
2

1)(1)ln(

2

22
2

 

 

Integrando ambos os lados: 

 

)()(
2

)ln()ln(

)()(
2

)ln()ln(

2
)ln(

,,

2

,,

2

2

tSTSS
S

StT

tSTSS
S

StT

T

t
SS

T

t

S
S

T

t
t

zztTqrSS

zztTqrSS

dzdtqrSd

−⋅+−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+=⇒

−⋅+−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−⇒

⋅+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∫∫∫

σ
σ

σ
σ

σ
σ

 

 

Por fim: 

 

TzTqr

T

zztTqr

tT

TSS
S

StSTSS
S

S

eSSeSS
⋅⋅+⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−⋅+−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

⋅=⇒⋅=⇒
,

2

,,

2

2
0

)()(
2

σσσσ

... ( 95 ) 

 

10.8.2  
Simulação do ativo referência 

 

Aplicando o lema de Itô para encontrar )ln( tHd : 

 

[ ] ( )[ ]
( )

IS
S

St

St
t

IStSt
t

t

dzdtqrHd

dtH
H

dzHdtqrH
H

Hd

⋅⋅+⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−−=⇒

⋅⋅⋅
⋅

−⋅⋅⋅+⋅−⋅=

σρ
σρ

σρσρ

2
)ln(

2
1)(1)ln(

2

22
2

 

 

Integrando ambos os lados: 
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( )

( )

( ) )()(
2

)ln()ln(

)()(
2

)ln()ln(

2
)ln(

,,

2

,,

2

2

tITIS
S

StT

tITIS
S

StT

T

t
IS

T

t

S
S

T

t
t

zztTqrHH

zztTqrHH

dzdtqrHd

−⋅⋅+−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−−+=⇒

−⋅⋅+−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−−=−⇒

⋅⋅+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−−= ∫∫∫

σρσρ

σρσρ

σρσρ

 

 

Por fim: 

( )
)()(

2 ,,

2

tITIS
S

S zztTqr

tT eHH
−⋅⋅+−⋅

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−−

⋅=⇒
σρ

σρ

 

( )
TzTqr

T

TIS
S

S

eHH
⋅⋅⋅+⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅
−−

⋅=⇒
,

2

2
0

σρ
σρ

 ... ( 96 ) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813351/CA




