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5
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes da curva silhueta. A
primeira é auxiliar na visualizacao de superficies em R*. A silhueta destaca
importantes curvas na superficie e identifica quando o plano tangente degenera
segundo a projecao escolhida. Na segunda aplicagao, estudamos objetos 3D
em movimento e aplica-se a curva silhueta para o problema de colisao. Uma
terceira aplicacao é a geracao de curvas offset no plano. Utilizamos superficies
em R* representadas nas formas implicita e paramétrica para gerar e visualizar

as silhuetas.

5.1
Visualizacdo da curva silhueta em R*

Alguns exemplos de superficies em R* podem ser modeladas como o

grafico de uma fungao complexa (ver (12) e (18)) f: C — C tal que
w = f(z), onde w,z € C.

O gréfico deste tipo de funcao é uma superficie S no R*.

Considerando z = x + iy e w = 2z + iw tal que:

w = f(z)
w— f(z) =0
z4iw— f(x+iy) =0 (5-1)

2~ Re(f(2)) + i(w — Im(f(2))) = 0

segue que:
{ z—Re(f(z)) =
w—Tm(f(z)) =

Se definimos h : R* — R?* tal que h(z,y,2,w) =
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(h1<x7 Y, z, w): hQ(‘Tﬂ Y, 2, w)) S

hl(x,y,z,w) = Z_Re(f(z)) (5_2)
ho(z,y, z,w) = w—Im(f(z))

entao segue que S =h~1(0).

Ja no caso paramétrico, o grafico de f pode ser dado por:

r = Re(z);

y = Tm(z) (5-3)
¢ = Re(f();

w = Tn(f(z))

Todas as superficies visualizadas estao na forma paramétrica e utilizamos
malhas retangulares para representa-las. Para a geragao dessas superficies
utilizamos coordenadas polares (u, v), substituindo = = u cos(v) e y = usen(v)

na equacao H-1:

f(z) = [flz+iy)
= f(ucos(v) + tusen(v)) (5-4)

Em todas as imagens, os objetos estao projetados no plano xy e os eixos
x, Yy, z € w estao representados, respectivamente, nas cores vermelha, verde,
azul e marrom, como veremos nos exemplos a seguir.

Nas subsecoes seguintes apresentaremos alguns exemplos de silhuetas

obtidas nos casos paramétrico e implicito.

5.1.1
f(z) =7*

Vamos determinar, por exemplo, a curva silhueta da superficie dada
pelo gréifico de f(z) = z? através da equagao 3-6, quando os vetores que
representam a visao do observador 1 e 2 sdo, respectivamente, e; = (0,0,0,1)
eey=(0,1,0,0).

Por 5-2 segue que hy = z — 22 + y% e hy = w — 2ay.

Em seguida, vamos determinar os vetores normais a superficie, n; e no,
bem como os vetores m; e my, para calcular o determinante.

n; =V(hy) = (-22,2y,1,0) e ng = V(he) = (—2x,—2y,0,1).

m; = (0,0,1,0) e my = (1,0,0,0).

Se det(n;, ng, my, my) = 0.
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Entao,
—2x 2y 10
—2y -2z 0 1
det(ny, ny, my, my) = =2y=1y=0.
0 0 10
1 0 00
Logo:

h=0=z2z—-22+y>=0=2=2%¢

hy=0=w—-22y=0=w=0.

Portanto, a curva encontrada tem a forma de uma parabola (ver figura
5.1).

Figura 5.1: z = 2.

A figura 5.2 mostra a curva silhueta obtida para a superficie implicita

h~1(0) onde f(z) = z* verificando a curva prevista.

Figura 5.2: Curva silhueta com observadores no eixo y e w.
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A figura 5.3 (a) mostra a distribuigdo das cores que representam os
valores da fungao dada por det(tq,ts, e, es) na superficie dada pelo grafico
de f(z) = z*, onde a cor preta significa que |det(t;,ts,e1,e2)] < 0,01 e a
cor branca corresponde a |det(ty,ta, €1,€3)| = 4. Em (b) estd representada a

silhueta paramétrica(azul) dessa mesma superficie.

(a) (b)

Figura 5.3: f(z) = z* com distribuicao de cor do determinante.

A figura 5.4 mostra o resultado obtido para esta funcao, sendo que nesse
exemplo foi gerada a curva silhueta tanto no caso implicito (ver figura 5.4
(a) e (b)) de acordo com o método mostrado na se¢ao 4.1, quanto no caso
paramétrico (ver figura 5.4 (c), e (d)) através dos métodos explicados na segao
4.2, bem como a superficie paramétrica (ver figura 5.4 (d)).

A equagao paramétrica foi obtida como descrita na equacao 5-3, ou seja,

r = wucos(v)
y = wusen(v)
z = u®cos(20)
w = u?sen(2v)

Os objetos estao rotacionados através dos angulos de Euler como descrito na
secao 3.1.2.

A tabela abaixo resume as equacoes aplicadas, bem como os valores
em radianos dos angulos de Euler utilizados para rotacionar a superficie e
a silhueta da figura 5.4. Nesse caso, os valores dos parametros u e v variam em

[0,1] e [0, 27], respectivamente.
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Equagoes implicitas

paramétricas

Equacoes Angulos de Euler

hl('r?y?'z?w) =z—a° +y2
hz(l’,y,Z,U)) =w— QI’y

w = u? sen(2v)

x = ucos(v) 0, =97/32, 0y =2371/16
y = usen(v) 05 = 157/32, 0, = 157/32
z=u?cos(2v) | 05 =37/16, 05=0

(a) implicito (laranja)

(c) paramétrico (azul)

(b) superficie com
implicita (laranja)

silhueta

d) wireframe com
paramétrica (azul)

Figura 5.4: f(z) = z°.

silhueta
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5.1.2
Toro flat

Implementamos também a superficie toro flat (9, 3), que veremos nos
exemplos seguintes. A tabela abaixo apresenta a formulacao implicita e pa-
ramétrica do toro flat. A curva silhueta obtida para esse exemplo é apresen-
tada inicialmente nas figuras 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8, para uma posicao particular

dos observadores.

Equagoes implicitas | Equagoes paramétricas
h=2>+y*—1 r = sen(u)

fo=224w?—1 y = cos(u

7
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(b) Silhueta paramétrica (azul).

Figura 5.5: Curva silhueta do toro flat.

Os objetos foram rotacionados, na figura 5.5-esquerda, com
0 = (117/32,97/32,0,57/32,37/8,0) e na figura 5.5-direita com 6 =
(37/8,7/4,0,0,0,0).

Aqui destacamos dois tipos de silhueta: os pontos laranja (figura 5.5 (a))
sao os pontos silhueta em relacao a ¢, e 0s pontos roxo sao os pontos silhueta

em relacao a ¢, como visto na proposicao 3.4.1 do capitulo 3.
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Na figura 5.7-superior os objetos foram rotacionados com 6 =
(—117/32,-97/32,457w /32,217 /32,7 /4,0), mna figura 5.7-centro com
0 = (57/32,37/16,57/32,97/16,7/8,0) e na figura 5.7-inferior com
0 = (5n/32,3mw/16,7/8,77/8,31/16,0).

3N
15
g

Figura 5.7: Silhueta implicita (laranja) e superficie paramétrica do toro flat.

Observe que em alguns casos (figura 5.7- centro e inferior) tanto a

superficie quanto a curva silhueta se assemelham a de um toro em R3.
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A figura 5.8 mostra a superficie do toro e a sua curva silhueta no caso
implicito (laranja, roxo e preto). Os objetos foram rotacionadas através dos
angulos de Euler na figura 5.8 a) com 6 = (0,0,0,0,7/2,0), na figura 5.8 b) com
0 = (0,m,7/32,0,7/2,0), na figura 5.8 ¢) com 0 = (7/2,7/2,37/16,0,0,0), na
figura 5.8 d) com 0 = (7/2,7/2,37/16,0,0,0).
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Figura 5.8: Curva silhueta do toro flat.

Na figura 5.8 os pontos roxo sao os pontos silhueta em relacao a ¢y, os
pontos laranja sao pontos silhueta em relagao a ¢o, como na proposicao 3.4.1 e
os pontos preto sao os ponto silhueta duplo, ou seja, pontos silhueta em relagao
a ¢1 e a ¢, como na definicao 3.4.1. Observe que em (a) e (b) as figuras diferem
apenas pela rotagao do angulo 3. J4 em (c) e (d) as figuras diferem apenas
pela rotacao do angulo 6s.

Na figura 5.9 os objetos foram gerados através das equagoes do toro
flat mostradas na tabela da préxima pagina e rotacionados com 6 =
(0,0,0,7/2,57/16,0) (superior) e 8 = (0,77 /32,97/32, 57 /32,197 /32,97 /32)

(inferior).
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Equagoes implicitas | Equagoes paramétricas
h=2>+y?—4 r = 2sen(u)
fo=224+w?-1 y = 2cos(u)

z = sen(v)
w = cos(v)

o 3

PN

RN S ; g
s THALE LIS

(a) Silhueta implicita em relacdo a ¢, (roxo) e em relagao a ¢, (laranja)

(b) Silhueta paramétrica (azul)

Figura 5.9: Curva silhueta e superficie do toro flat.

A figura 5.10 (a) mostra a distribuigdo das cores para a superficie toro
flat, onde a cor preta significa que |det(ti,t2,e1,€2)| < 0,01 representa a
silhueta e a cor branca corresponde a | det(ty, t2,e1,e2)] = 2. Em (b) estd re-

presentada a silhueta implicita (laranja) e em (c) a silhueta paramétrica(azul).

|.(% )(% ;)(% )
(a) (b) ()

Figura 5.10: Superficie toro flat com distribuicao de cor do determinante.
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5.1.3
f(z) = log(z)

Implementamos também a fungao logaritmica, ou seja, f : C — C tal que
f(z) = log(z). A tabela abaixo mostra as equagoes implicitas e paramétricas
dessa fungao, com os valores dos parametros u e v variando em (0, 6] e [0, 27],

respectivamente. A figura 5.11 mostra a superficie juntamente com a sua curva

silhueta.
Equagoes implicitas Equagoes paramétricas
fi =z —log(x* +y?)/2 | x = ucos(v)
fo=w —arctan(y,z) |y = usen(v)

z = log(u?)/2
w = arctan(usen(v), u cos(v))

(a) Curva silhueta implicita (laranja).

(b) Curva silhueta paramétrica(azul).

Figura 5.11: f(z) = log(z).

Na figura 5.11-esquerda a superficie esta rotacionada através dos angulos
de Euler com ¢ = (0,37/8,0,0,0,0) e a figura 5.11-direita com 6 =
(0,0,0,0,7/2,0).
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Implementamos um exemplo de funcao trigonométrica regular, o seno.

5.1.4
/() = sen(z)

A figura 5.12 mostra a fungao f : C — C tal que f(z) = sen(z). A tabela

abaixo traz as equagoes implicitas e paramétricas, com u € [0,3] e v € [0, 27,

bem como os valores dos angulos de Euler utilizados para rotacionar os objetos.

Equagoes implicitas

Equagoes paramétricas

Angulos de Euler

f1 = z — sin(z) cosh(y)

fo = w — cos(z) senh(y)

r = ucos(v)
y = usen(v)

z = sen(u cos(v)) cosh(usen(v))

w = cos(u cos(v)) senh(usen(v))

o
0, = =
1 g%a
0y = 2=
3 327
05 = 0,

o
62:—
R
YT 32
O =0

Figura 5.12: f(z) = sen(z).
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5.1.5
Superficie de Steiner

A figura 5.13 mostra outra superficie implementada, a superficie de
Steiner' (9) e sua curva silhueta, todas as imagens foram rotacionadas através

dos angulos de Euler em R*. A parametrizacao de tal superficie ¢ dada por
x = cos?(u) cos?(v) — sen?(u) cos?(t)
y = sen(u) cos(u) cos®(v)
z = cos(u) sen(v) cos(v)

w = sen(u) sen(v) cos(v)

com os parametros v e v variando em [0, 7).

Figura 5.13: Superficie de Steiner e sua curva silhueta paramétrica.

1Jakob Steiner (1796 - 1863): matemético sufgo.
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5.2
Colisao

Os modelos em 4D podem ser aplicados para representar a trajetéria de
um objeto 3D em movimento. Nesse caso consideramos um espaco r —y— 2z —t,
onde t representa o tempo. Cada corpo em movimento é representado por uma
3-variedade em R*.

Considerando dois corpos em movimento com as trajetérias descritas por
V1 e V5 entao havera colisao entre os corpos se ViNV, # (. S =V NV, é uma
superficie em R* que representa todos os pontos de contato.

Uma aplicagao da silhueta serd determinar o ponto inicial de colisao, ou
seja, o ponto p(z,y,z,t) € V1 N V5 com menor tempo ¢, como descreveremos
a seguir. O ponto inicial da colisao esta relacionado a problemas de robética e

animacao.

— No ponto de colisao de dois objetos em 3D observamos que as normais

serao paralelas (ver figura 5.14).

Figura 5.14: Ponto de colisao

Portanto, no modelo 4D buscamos no conjunto V; N V5 o ponto onde as

normais projetadas em (z,y, z) sdo paralelas, ou seja:

o 1 s\ _ (% 05 % )
ox’ oy’ 0z)  \0x oy Oz

A solucao dessa equacao juntamente com a determinacao de Vi NV5 cor-
responde a um sistema de equagoes nao-lineares. Para resolver esse problema

observe que a solugao procurada satisfaz

0O 0 O 1

Ng Ny Ny Ny

of af of af | _

Jr Oy 0z Ow
dg 9dg 0dg Jg

or Oy 0z Ow
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pois

(8f5’g (9g8f> (8f8g 8g6f) (8f89 8g8f>
Ny — Ny +n, =0

0z 0x 0z 0x

Oxdy Oxdy

e o ponto inicial de colisao satisfaz a equacao acima, anulando cada uma das
parcelas.

O determinante acima corresponde a curva silhueta da superficie S para
um observador em (z,y,z,0). O ponto inicial de contato é o ponto sobre a

curva silhueta com menor tempo t.

No exemplo a seguir considere um cilindro e uma esfera, ambos de raio

1, com seus centros nos eixos x e z, respectivamente:

24+ +(z+1)2 -1 =
O cilindro estd fixo e a esfera esta se movendo sobre o eixo z de acordo
com o tempo t (ver figura 5.15 (a)). Na figura 5.15 (b) ilustramos a curva
silhueta (vermelha) que representa a interse¢ao do cilindro fixo com a esfera em

movimento. O primeiro ponto de colisao esté destacado em azul e corresponde

a p(0,0,1,—-2), cujo tempo t = —2.

Figura 5.15: Colisao entre um cilindro fixo e uma esfera em movimento, ambos
com O mesmo raio.

Agora considere um cilindro de raio 1 e uma esfera de raio 1.2, com seus
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centros nos eixos r e z, respectivamente:

P+ +(z+1)? - 1,44 =

Assim como no exemplo anterior, o cilindro esta fixo e a esfera estd se movendo
sobre o eixo z de acordo com o tempo ¢ (ver figura 5.16 (a)). Na figura 5.16 (b)
ilustramos a curva silhueta (vermelha) que representa a interse¢ao do cilindro
fixo com a esfera em movimento. O primeiro ponto de colisao esta destacado

em azul e corresponde a p(0,0,1, —2.2), no tempo t = —2, 2.

A J

(a)

Figura 5.16: Colisao entre um cilindro fixo e uma esfera em movimento.

Considere um cilindro de raio 1 e uma esfera de raio 0.7, com seu centro

no eixo z:

(y—0,2t)2+22—-1 =
4y + (2412 -0,49 =

O cilindro e a esfera estao ambos em movimento sobre os eixos y e z,
respectivamente, de acordo com o tempo t conforme ilustra a figura 5.17 (a). A
figura 5.17 (b) ilustra a curva silhueta (vermelha) que representa a intersegao
do cilindro com a esfera, ambos em movimento e o primeiro ponto de colisao
entre eles que estd destacado em azul e corresponde a p(0, —0.14,0.98, —1.67),
cujo tempo t = —1,67.

No exemplo seguinte considere duas esferas com raio 1 e 0,7, respectiva-
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Ol

X

W7

(a) (b)

Figura 5.17: Colisao entre um cilindro e uma esfera, ambos em movimento.

mente, com seus centros no eixo z:
P+’ +(z+1)2—-1 = 0
2+ Y+ (2 +26)2—0,49 = 0

movendo-se sobre esse mesmo eixo em velocidades diferentes de acordo com
o tempo t (ver figura 5.18 (a)). A figura 5.18 (b) ilustra a curva silhueta
(vermelha) que representa a intersecao das duas esferas em movimento e o
primeiro ponto de colisao entre elas que estd destacado em azul e corresponde
a p(0,0,2.7,—1.7), cujo tempo t = —1, 70.

v

Figura 5.18: Colisao entre duas esferas em movimento.
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5.3
Curva offset

Uma aplicacao de curvas silhuetas que destacaremos nessa secao sera
a geracao de curvas offset. Existe uma relagao direta entre essas curvas que
permite aplicar o algoritmo proposto de silhueta para offset.

Informalmente descrevemos uma curva offset no plano como uma curva
com distancia constante r da curva original, tomado na dire¢ao normal.

Mais precisamente, dada uma curva implicita f(z,y) = 0 em R?, sua
curva offset com distancia r > 0 pode ser formulada pelo método do envelope

(10, 19) como o conjunto de equagoes:

g (r—2P+@y—w?P—-r*=0

C: V.wg-t=0

onde

dg 0g\"
Vz,wg = (_g _g)

&)
ow’ 0z

Figura 5.19: Curva offset através do método do envelope.

Uma caracteristica das curvas offsets é que elas podem ter cuspides ou
auto-interse¢oes no plano. Se consideramos a geracao da curva em dimensoes
superiores essas singularidades podem desaparecer.

Seguindo (10) utilizaremos a curva silhueta para gerar a curva offset.
Para estabelecer a relacio entre essas curvas, observamos que Vi = g71(0) e

Vo = f71(0) sao tais que S = V; NV, é uma superficie no R%.
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Se p(z,y, z,w) € S entdo as normais em p sao

dg dg dg dg
= Vo(p) = (8:r oy’ 9z 8w)

of of of of
= Vi) = (89& Ay’ 0z %)

Dessa forma a condicao C corresponde a

10 0 0

0O 1 0 O
99 99 99 09 |=o.
Oor Oy 0z OJOw

of of

ooaa—w

Conforme a defini¢ao 4.1.1, a curva offset corresponde a curva silhueta da
superficie S se considerarmos os observadores e; = (0,0,0,1) e es = (0,0,1,0).
Para gerar a curva off-set das curvas nos exemplos a seguir, utilizamos
o mesmo método para gerar a curva silhueta de superficies definidas implici-
tamente como descrito na subsecao 4.1. Em todos os exemplos utilizamos a

distancia 7 = 1. A seguir alguns resultados obtidos.

A figura 5.20 (a) mostra a curva w — 22 = 0 em R? e (b) mostra a sua

curva offset. Observe que a curva offset superior tem cuspides e auto-intersecao.

! !
\ ‘\\ I
‘ 1
\ /
\
(a) Curva. b) Offset da curva.

Figura 5.20: f(z,w) = w — 2%
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A figura 5.21 (a) mostra um exemplo tipico de uma curva cibica cuspidal
(singular), definida por w? — 23 = 0 em R?, que apresenta um ponto singular
m (0,0). E a figura 5.21 (b) mostra a sua curva offset.

(a) Curva. b) Offset da curva.

Figura 5.21: f(z,w) = w? — 23

A figura 5.22 (a) mostra a curva 2> —w? — 1 = 0 em R? e (b) mostra a

N7
AN

(a) Curva. b) Offset da curva.

sua curva offset.

Figura 5.22: f(z,w) = 2% —w? — 1.
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A figura 5.23 (a) ilustra a curva 222 + w?* — 1 = 0 em R? e (b) mostra a

sua curva offset, com auto-interse¢ao na curva mais interna.

(a) Curva. b) Offset da curva.

Figura 5.23: f(z,w) = 22% + w? — 1.

A figura 5.24 (a) ilustra a curva 4w? — 9(z — z%) = 0 em R? e (b) mostra

a sua curva offset, também com auto-interse¢ao na curva mais interna.
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(a) Curva. (b) Offset da curva.

Figura 5.24: f(z,w) = 4w? — 9(z — 23).
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5.4
Interface grafica

Os métodos de aproximacao da curva silhueta foram implementados na
linguagem de programagao CH+, utilizando a biblioteca GSL para a parte
numérica e a biblioteca OpenGL para a parte grafica.

Criamos uma interface gréfica (ver figura 5.25) através da GLUI que

consiste de uma janela principal e de uma janela secundaria.

S5 ) =13
Superfcie [w = log(z) j P i r Rotacao lluminacan
- ™ Wirefram & Theta_1 Aumentar i smooth
anset de curvey-x ||~ superficis CThetaz | ———— || | nat
Er— T CTheta 3 | Dimmur ||| | & o
=L [ Silhueta Intervalar ¢ Theta_4 Zerar
¥ Silhueta o~ Theas  ———
¥ Eixos £ Thela & Imprimir Sair |

Figura 5.25: Interface gréfica.

Nessa interface, o usuario pode visualizar o objeto, bem como interagir
com ele, rotacionando-o com o botao direito do mouse através dos angulos
de Euler em 3D (ver 3.1.1), na janela principal. J& na janela secundéria,
existem comandos para que o usuario possa escolher o tipo de objeto a
ser visualizado: silhueta de uma superficie na forma implicita ou na forma
paramétrica, superficie na forma paramétrica, offset de curva, iluminacao, e
também escolher o angulo que deseja utilizar para rotacionar o objeto em 4D

através dos angulos de Euler (ver 3.1.2).
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