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Aritmética Intervalar - Conceitos Basicos

Na década de 60 o estudante de doutorado da Universidade de Stanford,
Ramon E. Moore (16), desenvolveu um método com o objetivo de produzir
resultados confidveis, colocando limites em erros de arredondamento no céalculo
numeérico, sendo assim um dos precursores da hoje conhecida Aritmética
Intervalar.

A Aritmética Intervalar (Al) é uma ferramenta numérica para manipula-
¢ao e operacao com intervalos. A seguir, encontra-se uma breve apresentagao
da Aritmética Intervalar retratando algumas propriedades de operagoes com
intervalos. Todas as defini¢oes e resultados, bem como suas demonstracoes,
podem ser encontrados nos trabalhos (16), (4), (22) e (5).

2.0.1
Intervalos de nimeros reais

Um intervalo real, ou somente intervalo é um subconjunto nao-vazio dos

nimeros reais, fechado e limitado que segue a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1 Dados z € R e T € R tal que x < T chama-se de intervalo [z]

0 conjunto
] =[z,7] ={r eR:z <z <7},

onde x € o limite inferior e T € o limite superior do intervalo [z], também

chamados de infimo e supremo, respectivamente.

Intervalo Fino

Um intervalo é chamado de fino quando os limites inferior e superior sao
iguais, ou seja, x = x. Neste caso, o intervalo é representado apenas por x e as

operacoes realizadas sobre ele seguem as operacoes dos nliimeros reais.
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Interior de um intervalo
O interior de um intervalo [x] é um conjunto de nimeros reais tal que:

Jrf={r eR:z <2 <7}

2.0.2
Conjunto IR

Denota-se por IR o conjunto de todos os intervalos de niimeros reais, isto

IR ={[z] : 2,7 e R,z < T}.

2.0.3
Relacoes entre intervalos

As relagoes de igualdade (=), inclusao (C), inclusdo propria (C), in-
tersecdo (N) e uniao (U) sdo definidas no sentido usual da teoria dos conjuntos,
assim como descrito abaixo.

Definicao 2.2 (Igualdade de dois intervalos) Sejam [z] e [y] dois inter-

valos de R. Diz-se que:

2] =[y = z=yeT=7

Defini¢ao 2.3 (Inclusao de intervalos) Um intervalo [x] € dito estar con-
tido mo interior de [y], isto ¢, [x] C [y], sey <z e T <. Neste caso, esta
relagao € denotada por [x] C [y], e pode também ser chamada de relagdo de
inclusao propria.

A relagao de inclusao [z] C [y] segue as definigdes 2.3 e 2.2, uma vez que

(2] Cly] &= y<zexT <7

Definicao 2.4 (Intersecao de dois intervalos) Sejam [z] e [y] dois inter-
valos. A intersegao dos intervalos [x] e [y| € dada pelo intervalo [x] N [y] =
[max{z,y}, min{Z,7}], caso mar{z,y} < min{Z,7}. Caso mar{z.y} >
min{T,y} entdo [z] N [y] = O.

Definicao 2.5 (Uniao de dois intervalos nao disjuntos) Sejam [z] e [y]
dois intervalos tais que [x] N [y] # O. A unido dos intervalos [x] e [y] € dada

pelo intervalo [x] U [y| = [min{z,y}, maz{T,7}].

Defini¢ao 2.6 (Uniao convexa de dois intervalos) Sejam [z] e [y] dois
intervalos quaisquer. A uni@o convexa dos intervalos [x] e [y] € dada pelo
intervalo [z] U [y] = [min{z,y}, max{T,y}]. Nesta unido, a intersegdo entre

os dois intervalos pode ser vazia.
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Relacoes de ordem entre intervalos

As relagoes de ordem dos numeros reais podem ser estendidas para os

intervalos.
Definicao 2.7 Se x € {<,<,>,>} e [z] e [y] € IR entdo é dito que

[z] x [y] <= x*y, para todo x € [x] ey € [y].

Diante disso pode-se concluir que:

] <[y <= T<y
(2] >[y] <= z>7
2] <fy] <= 7T<y
[z] 2 [y] <= z>7

2.0.4
Operacoes elementares sobre intervalos

Definigao 2.8 Sejam [z|,[y] € IR, dois intervalos reais. As operagies de

soma, subtrag¢ao, multiplicacao e divisao em IR sao definidas por

[z]ofyl ={zoy:z€[z] ey €y}, ondeoe{+ — -/}
Para a operagao de divisio, 0 ¢ [y].
Definigao 2.9 Sew é uma operagdio undria e [x] € IR, entdo w([z]) € definida
por
w([z]) ={w(x) : z € [z]} = [min{w(z) : x € [z]}, maz{w(x) : x € [z]}].

As proposicoes a seguir tratam de férmulas mais convenientes para
[z] o [y], de tal forma que os limites dos intervalos resultantes sejam expressos
pelos limites dos intervalos que estao sendo operados, as mesmas nao serao
demonstradas por se tratarem de conceitos bésicos ja bastante difundidos na

literatura, mas suas demonstragoes podem ser encontradas em (20) na forma

de vérios teoremas.
Proposicao 2.1 Sejam [z], [y] € IR. Entao:
1. Adigdo intervalar: [z] + [y] = [z +y, T + 7,
2. Pseudo inverso aditivo intervalar: —[z| = [T, —z|;

8. Subtragdo intervalar: [x] — [y] = [z] + (—=[y]) = [z — 7,7 — y];
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4. Multiplicagdo intervalar: [z]-[y] = [min{z-y,z-¥,T y,T-7}, maz{z-

g7£y7fg75y}]a

5. Pseudo inverso multiplicativo intervalar: [z]' =1/[z] = [1,1] ¢
0 ¢ [2];

6. Divisao intervalar: % = [z]-[y]t = [mz’n{ﬁ, - 3, %}, max{%, ot g, %}],
com 0 ¢ [y].

[ 1w [ 0<y ] y<0<y [ y<0 |

0<z |[z-y,T 7 Z-y,7 -7 Z-y,z 7]

r<0<7|[z-5,7-7] | min(z-7,7-y),max(z-y,T7-9)| | [T-y,z-y
<0 |[z-g7-y z-7, -y -7y

Tabela 2.1: Multiplicagao de intervalos

| Bl [ o<y | y<0 |
0<z | [z/5,7/y] | [T/7,2/y]

<0< | [z/y,7/yl | [7/Y,2/7]
<0 | [z/y.z/y] | [T/y,z/Y]

Tabela 2.2: Divisao de intervalos

Regras mais compactas para multiplicacao e divisao entre intervalos
dependem das relacoes de ordem entre os extremos dos mesmos, e sao dadas
na tabelas 2.0.4 e 2.0.4.

Proposicao 2.2 (Propriedades algébricas da adigao intervalar)
Sejam [z, [y] e [z] € IR. Entao:

— Fechamento: Se [z],[y] € IR entao [z] + [y] € IR;

— Associatividade: [z] + ([y] + [2]) = ([z] + [y]) + [2];

— Comutatividade: [z] + [y] = [y] + [z];

~ Elemento neutro: [0] = [0,0] € IR tal que [z] 4+ [0] = [0] + [z] = [z].

Proposicao 2.3 (Propriedades algébricas da multiplicagao intervalar)
Sejam [z], [y] e [z] € IR. Entao:

~ Fechamento: Se [z],[y] € IR entdo [z] - [y] € IR;
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— Associatividade: [z] - ([y] - [2]) = ([z] - [y]) - [2];

- Comutatividade: [z] - [y] = [y] - [z];

— Elemento neutro: [1] = [1,1] € IR tal que [z] - [1] = [1] - [z] = [z];
— Subdistributividade: [z] - ([y] + [z]) € ([z] - [y]) + ([z] - [2])-

Proposicao 2.4 (Inclusao Monoténica) Se [z] estd contido num outro in-
tervalo [2'] e [y] estd contido em [y], entdo a operagao entre [x] e [y] estd
contida no intervalo calculado pela operagao dos intervalos maiores [x'] e [yf],

1sto €,

[z] C 2], [yl € ly] = [a]oly] C ] ofy], onde o€ {+,—,-,/}.

2.0.5
Topologia de IR

Definicao 2.10 (Distancia entre dois intervalos) Sejam [z] e [y] dois in-
tervalos. A distancia entre [z] e [y] € dada pelo nimero real nao negativo
d([z], [y]) = max(|z — y|, |T —7¥l|), isto €, a "maior distancia em médulo entre

0s extremos”.

Definicao 2.11 (Médulo de um intervalo) Seja [z] wm intervalo. O
mddulo de [x] é o nimero real nao negativo |[z]| = d([z],0) = maz(|z|, |Z]),

isto €, a "maior distancia em modulo de um dos extremos a zero”.

Definicao 2.12 (Ponto médio de um intervalo) Seja [z] um intervalo. O
247

ponto médio de [z] € dado pelo niimero real m([x]) = =5

Defini¢ao 2.13 (Raio de um intervalo) Seja [x] um intervalo. O raio de

[z] € dado por rad([z]) = %5=.

Defini¢ao 2.14 (Diametro de um intervalo) Seja [z] wm intervalo. O

diametro de [z] € o nimero real nao negativo diam([x]) =7 — z.
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2.0.6
Funcoes definidas em intervalos

Um dos mais usuais problemas da andlise intervalar é a estimativa de
uma fungao real de uma ou varias variaveis reais, cujo dominio esta contido
em IR. Paral tal serd apresentado um conjunto de defini¢coes e teoremas para

tratar de funcoes definidas em intervalos.

Definicao 2.15 Seja uma funcao real de varidvel real ¢ : D C R — R,
continua em todo intervalo fechado em seu dominio D. Define-se a avalia¢ao

dessa fungao sobre o intervalo x| da seguinte forma:

() = {p(x)/z € [«]},

isto é, ¢([z]) significa a imagem da funcao real ¢ sobre o intervalo [x]. Como

@ € continua, ¢([x]) também € um intervalo.

Definicao 2.16 (Fungao intervalar) (22) Seja F' : X — Y wma fungao.
Se X = Dom(F) CIR e Y = CD(F) C IR, dizemos que F é uma funcao

intervalar de uma varidvel intervalar.

Teorema 2.1 Sejam f uma funcao real de wvaridvel real e X e Y dois

intervalos. A funcao f € isotonica em relagdo a inclusao, isto €,

se X CY C Dom(f), entao f(X) C f(Y).

Defini¢ao 2.17 (Inclusao intervalar) Dado x € R, diz-se que X € IR ¢é

uma representacao de r se x € X.

Defini¢ao 2.18 (Imagem intervalar de uma fungao real) Seja f uma
fungdo real de varidvel real e X um intervalo tal que X C Dom(f), com f

continua em X. A tmagem wntervalar da funcao f em X € o intervalo:
Im(f, X) = [min{f(2) /2 € X},maz{f(z) /2 € X}].

Dessa maneira, se X = [x,T| € um intervalo pontual, entio Y = f(X) também
¢ um intervalo pontual, dado por Y = [f(z), f(T)]. Ainda, se X = [z,T] €
um intervalo com diam(X) > 0, entdao Im(f,X) € o intervalo de menor

diametro que contém todos os valores reias de f(X), quando = € X.
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Defini¢ao 2.19 (Extensao intervalar de uma fungao real) Sejam f
uma funcgao real de varidvel real e X um intervalo. A extensao intervalar
ou avaliagdo intervalar de f em X € a fungdo intervalar fy([x]) tal que,
cada ocorréncia da variavel real x € substituida pela varidvel intervalar X e
cada operacgao real (+,—,-, /) € substituida pela respectiva operagao intervalar

de tal modo que, quando X for um intervalo pontual, entio fy([z]) = f(x).

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental da AI) Sejam f uma fungdo real
continua de varidvel real x e fy([z]) a sua respectiva extensdo intervalar. Entdo,

vale que

f(l2]) € fy(lz]) para todo [x] € Dom(f),

onde a igualdade ocorre somente em casos raros.

Teorema 2.3 Uma extensao intervalar € isotonica em relacao a inclusao, jd

que as operagoes e as funcoes reais de intervalo sao isotonicas, isto é,
[z] € [y] = fi(l=]) € fi(lv])

Usando as propriedades de monotonicidade das funcoes reais elementares,
pode-se escrever a imagem das fungoes estendidas para intevalos correspon-

dentes, da seguinte forma:

%, 2%  ifx <O,
[2]” = [0, [2]]*] i 0 € [a],
[2%,7%]  ifz >0

el = [ez, 7]
[z",7"] if 0 <z ou n (mpar,
[z]" = < [0,][z]|"] if O0€x] e n par,

zh2"]  if T<0 e n par.
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cos([x])
cos(z), cos(T)), 1]

3
-~
=

cos(z), cos(T)), maz(cos(x), cos(T))]

3
S.
=

[—1
sin([a]) = [—%amflw(siﬂ(.i),_sin(f))]
[min(sin(z), sin(T)), 1]

[

\ min(sin(z), sin(T)), maz(sin(z), sin(T))]

22
if 1+[£] <2,
if [2]<Z e [£] mod 2=1,
if [2]<Z e [£] mod 2=0,

caso contrario.
if 1+[2]<2,
if [3]1<

it L) <

@D
—

I8 38

] mod 2=1,
e [2] mod 2 =0,

I8l 318

caso contrario.
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