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3
Geracdo Robusta de Pontos para Superficies Implicitas no R*

Neste capitulo serao propostos métodos para a geracao de superficies
implicitas no R*. Como resultado da combinacao destes métodos apresenta-
se uma aproximagao da superficie implicita S = f~1(0,0) determinada pela
funcao f : © C R* — R? Para tal, assume-se que f é continuamente

diferencidvel.

3.1
Descricao Geral do Algoritmo

Considere f : Q C R* — R? uma funcao continuamente diferencidvel.
O algoritmo proposto calcula uma aproximacgao robusta topologicamente e
adaptativa geometricamente para a superficie implicita S = f~1(0,0).

Considere um dominio [h] C R?* que é uma hipercaixa [Tin, Tmaz] X
[Ymins Ymaz] X [Zmins Zmaz] X [Wimin, Wmae]- Inicialmente o algoritmo subdivide
[h] usando uma KD-tree. O processo de subdivisao usa a Aritmética Intervalar
para descartar as células da KD-tree que sao garantidas nao interceptar a
superficie, levando a identificacao de todas as células que contém em seu
interior pontos pertecentes a superficie. A Aritmética Intervalar também
promove uma estimativa intervalar para a derivada da funcao f, sendo assim
possivel localizar regioes de alta curvatura e ambiguidades topoldgicas que
também serao utilizadas como critérios para subdivisao da KD-tree.

Apés a subdivisao do dominio [h] o Método de Newton ¢ utilizado
para encontrar uma aproximagao dos pontos pertencentes a superficie que
se encontram sobre as arestas das hipercaixas que nao foram descartados no
processo de geragao da KD-tree. Esses pontos formam um conjunto de sementes
que serao usadas para o refinamento da visualizacao da superficie. A geracao
de novos pontos ocorre sobre os planos tangentes a superficie nas sementes,
que depois serao projetadas sobre a superficie fazendo uso de um operador de
projecao aproximado.

Nas proximas secoes serao descritos os detalhes de cada uma dessas

etapas.
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3.2
Construcao da KD-tree

O algoritmo proposto inicia com o j& citado dominio [h] o qual é atribuido
a hipercaixa raiz da KD-tree. A cada passo verifica se a célula recorrente n,
cujo dominio é a hipercaixa [h,|, devera ser subdividida. Em caso positivo, o
algoritmo divide a hipercaixa [h,] na direcao de um dos eixos, X, Y, Z ou
W, alternadamente. O algoritmo continua o processo recursivamente sobre as
subdivisoes da célula n.

Nas préximas subsecoes serd apresentado como é feito o uso da Aritmética
Intervalar, os critérios de subdivisao da KD-tree e como esses critérios sao
combinados em um teste que dara origem ao algoritmo de subdivisao da KD-

tree.

3.2.1

Aritmética Intervalar

Considere uma funcao f : Q@ C R* — R? e uma hipercaixa retangular
[h] C Q, onde suas dimensoes sao representadas pelos intervalos [x], [y], [z] e
[w], nas diregoes dos eixos X, Y, Z e W, respectivamente. Define-se através

da aritmética intervalar (2) a representagao intervalar de uma fun¢ao (22):

Considere a fungao F' : IR™ — IR" como uma extensao intervalar da
funcao f : R™ — R", extensao essa feita sobre cada coordenada da f.

A partir disso faz-se possivel dizer que:

F([b]) = F([x], [y}, [2], [w]) = (Fi([x], [y], [2], [W]), Fa([], [y], [2], [w])) € IR?.

Assim, F'([h]) sao intervalos que estimam o conjunto de valores resultantes da

avaliagao da fungao f na hipercaixa [h] no sentido que:
F([h]) 2 f([h]) = {f(l‘,y,z,w) = (fl(xayvzaw)7f2(l‘ay7 Z,U))) : (x7yasz) € [h]}

Neste caso, pode-se dizer que a aritmética intervalar gera um vetor de intervalos
F([h]) que permite analisar se a hipercaixa [h] nao intercepta pontos da

superficie implicita S = f71(0,0), isto é:

(0,0) ¢ F([h]) = (0,0) ¢ f([h]). (3-1)

Este fato é utilizado como um dos principais testes de subdivisao da KD-tree,
como poderd ser visto na secao 3.2.2.

Todos os céalculos feitos na avaliagao intervalar da funcao f sao baseados
nas funcoes estendidas para intervalos apresentadas na segao 2.0.6.

E necessério observar que a implicagao 3-1 garante que a hipercaixa [h]

nao intercepta a superficie, mas a reciproca nem sempre é verdadeira, ou seja,
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o fato de (0,0) € F([h]) ndo garante que (0,0) € f([h]), pois F([h]) pode ser

estritamente maior que f([h]).

3.2.2
Critérios de Subdivisao

Para que uma célula seja subdividida ela precisard satisfazer quatro
critérios: critério da componente conexa, critério topoldgio, critério geométrico
e critério de nivel mdximo, onde os trés primeiros foram adaptados de Paiva
et al. (21).

Critério da Componente Conexa

Esse critério avalia se a célula recorrente n pode conter pontos da
superficie S = f71(0,0). Para tal, utiliza-se a avaliagao intervalar F'([h,])
da fungao f na hipercaixa [h,]. Como visto na secao 3.2.1, se (0,0) ¢ F([h,])
pode-se garantir que nao ha pontos da superficie na hipercaixa recorrente [h,,].
Isto significa dizer que nao sera descartada nenhuma hipercaixa que contenha

pontos da superficie S, pois:

(0,0) ¢ F([hn]) 2 f([hn]) == (0,0) ¢ f([ha]) = (0,0) # f(z,y, 2,w),

V(x,y, z,w) € [hy]
Por outro lado, se (0,0) € F([h,]) ha possibilidade da superficie interceptar a

caixa [h,], logo o teste a ser feito é:
Se (0,0) € F([h,]) entao subdivide [h,,]

Ou seja, se os intervalos resultantes da avaliacio intervalar F([h,]) =
(Fi([hy], Fo([h,])) contém o zero, entao deve-se subdividir a célula n. Este
teste, fazendo uso da Aritmética Intervalar na avaliacao da funcao, garante a
robustez topoldgica da superficie, isto é, garante que nenhum componente da

superficie sera perdido.

Critério Topoldgico

O critério da componente conexa, citado anteriormente, nao garante soz-
inho a preservacgao da topologia de uma superficie implicita que contenha tuneis
ou buracos. Mas, se aplicado conjuntamente com o critério topoldgico pode-se
garantir que as partes vazias desses tuneis ou buracos serao descartadas.

Se uma hipercaixa [h,] contém um tunel ou buraco em seu interior entao

os vetores gradiente n; e ny das fungdes f e fo no ponto (x,y, z,w) irdo variar
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para —n; e —ng no ponto oposto a (z,y,z,w), fazendo com que cada um
dos intervalos que correspondem as coordenadas de 7 Fi([h,]) e 7 Fy([hy,]),
resultante da avaliagao intervalar do gradiente da f; e da f; na hipercaixa

[h,,], contenham o zero. Portanto tem-se:

Se [ (0,0,0,0) € vFi([hn]) e (0,0,0,0) € 7Fy([h,]) | entdo subdivide [h,]

Critério Geométrico

Para aproximar corretamente a geometria da superficie implicita S,
com uma boa amostragem de pontos, foi preciso estudar a curvatura da
superficie na hipercaixa recorrente [h,]. Para tal, estimou-se a curvatura
pela variacao do gradiente de cada componente, I e F5, nesta hipercaixa.
Se a curvatura naquela regiao for alta entdao o comprimento dos intervalos
correspondentes as coordenadas de 7 Fi([h,]) ou vFy([h,]) serdo grandes,
logo deve-se subdividir tal hipercaixa buscando uma melhor amostragem de

pontos. O critério escolhido foi:

K = max{Diam([x1], [y1], [z1], [w1]), Diam([xa], [y2], [22], [w2]) }
|

= max{max{| [xi] |, [ [y1] | [ [z1] |, | [wa] [}, max{]| [xa] |, | [y2] || [2] || [wa] |},

onde ([x1], [y4], [21], [W1]) e ([x2], [yo], [22], [W2]) s@o as coordenadas intervalares

Fi([h]) P ([hn)])
de (v R (BT © max(y B (]}

¢ um parametro de entrada do usuario. Portanto, o critério geométrico é:

respectivamente. O limiar da curvatura, K.,

Se K > K4, entao subdivide [h,,]

Para que a geometria da superficie seja preservada e a amostragem dos
pontos seja adequada é necessario ajustar o parametro K,,,, de acordo com a
superficie, ou seja, busca-se um parametro adequado para que em regioes de
alta curvatura a KD-tree realize mais subdivisoes e a amostragem dos pontos
seja mais densa.

Em superficies no R* pode ser dificil identificar visualmente regices de
alta curvatura. Nos resultados obtidos nas figuras 3.1 e 3.2, as superficies
ganham um maior destaque nessas regioes com uma maior concentracao de

pontos proporcionada pelo ajuste do parametro K,,q..
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T, T

Figura 3.1: Amostragem da variacao do parametro K,,,, para superficie
implicita definida pela equac¢ao complexa w = cos(z). (a) Kpa = 0.5, (b)
K, =12

Critério de Nivel Maximo

Os critérios citados anteriormente podem fazer com que ocorram um
grande numero de subdivistes, até mesmo infinitas. Além disso, a avaliacao
intervalar F([h,]) contém a imagem da f([h,]) com um erro numérico de
arredondamento, o que pode gerar subdivisoes desnecessarias em regioes vazias,
isto é, que nao contenham componentes da superficie, quando a precisao
numérica diminui. Para evitar este fato é estabelecido um nivel maximo
depth,.. para a KD-tree, ou seja, o algoritmo subdivide a KDtree enquanto
o nivel da hipercaixa recorrente depth,,, for menor que o nivel maximo, como

abaixo:

Se depth,, < depth,,q., entao subdivide [h,,]

3.23
Algoritmo de Subdivisao

No algoritmo proposto, os critérios de subdivisao sao combinados em um
teste que garantird quando a hipercaixa recorrente [h,] ndo possui a compo-
nente da superficie implicita S, fazendo com que ocorra uma boa aproximacao
da mesma. Tal fato garante a robustez topoldgica da superficie e permite parar
a subdivisao antes do nivel méaximo depth,,.., caso a aproximagao esperada seja
alcancada, o que acontece em todos os exemplos apresentados neste trabalho,
como pode ser visto na tabela A.

O teste de subdivisao é:
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Figura 3.2: Amostragem da variacao do parametro K., para a superficie
implicita definida pela funcao f(z,y,z,w) = ((y — 0.2w)? + 2% — 1,22 + y? +
(2 +w)? —0.49). (a) Kpnae = 0.5, (b) Kpew = 1.2.

Se
(0,0) € F([hy]) e
[ (0,0,0,0) € dF([h,]) ou K > K. ] €
depth,, < depth,,q.

entao

subdivide [hy,)

Uma vez passado no teste acima é necessario definir como sera subdivi-
dida a hipercaixa recorrente [h,], para tal faz-se uso da profundidade depth,,

da hipercaixa e sao realizados os seguintes testes:

Se (depth, % 4) =0 entao subdivide [h,] ao meio ortogonalmente ao eizo X
Se (depth,, % 4) =1 entao subdivide [h,] ao meio ortogonalmente ao eizo Y
Se (depth,, % 4) =2 entao subdivide [h,] ao meio ortogonalmente ao eizo Z

Se (depth, % 4)= 3 entao subdivide [hy,] ao meio ortogonalmente ao eizo W

Desta forma, a hipercaixa raiz, que esta na profundidade 0 da KD-tree,
¢ dividida ao meio por um plano ortogonal ao eixo X; os filhos da hipercaixa
raiz, que se encontram na profundidade 1, ambos sao divididos ao meio por um
plano ortogonal ao eixo Y; os filhos dos filhos se encontrando na profundidade
2 sao divididos ao meio por um plano ortogonal ao eixo Z; no préoximo nivel
de profundidade o plano de divisao sera ortogonal ao eixo W, no seguinte
retornard um plano ortogonal ao eixo X, e assim por diante, como mostra a
figura 3.3.
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Figura 3.3: Hipercaixas projetadas sobre o plano XY e originadas da subdivisao
da KD-tree nos niveis de profundidade 0 (acima), 1, 2, 3 e 4 (abaixo),
respectivamente.

Este algoritmo conduz a um equilibrio da KD-tree, em que cada hiper-
caixa que se encontra na profundidade maxima estd aproximadamente a mesma

distancia da hipercaixa raiz.

3.3
Geracao dos Pontos

Uma vez construida a KD-tree, a proxima etapa é o processamento das
folhas que tenham passado no Critério da Componente Conexa, visto na se¢ao
3.2.2. Como estas hipercaixas nao foram descartadas durante a construgao
da arvore, entao existe a possibilidade de conterem pontos pertencentes a su-
perficie implicita S = f~1(0,0). Nesta se¢ao serd descrito como foi encontrado
um conjunto inicial de pontos (sementes) e a geragao de novos pontos sobre a

superficie.

3.3.1

Geracao das Sementes

A geracao dos pontos sementes é importante para definir a qualidade da
visualizacao da superficie em questao, ja que a geragao dos demais pontos sera
proveniente da geracao destes.

A estratégia usada para encontrar as sementes é achar uma aproximacao,
através do Método de Newton, para os pontos da superficie que se encontram

sobre as arestas das hipercaixas, ou seja, os pontos de intersecao da superficie
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Figura 3.4: Geragao dos pontos sementes da superficie implicita f(z,y, z,w) =
(2?2 + 92 + 22+ w? — 4,22 + y? + 22 + (w — 1)? — 4) nos niveis de profundidade
da KD-tree 5, 10 e 15, respectivamente.

implicita com essas hipercaixas. Assim, a quantidade de sementes é propor-
cional a profundidade méaxima da KD-tree, como pode ser visto na figura 3.4.
Nos experimentos feitos neste trabalho, em geral, a profundidade maxima varia
em torno de 20.

Em seguida sera descrito como ¢é feita a determinagao dos vértices e
arestas de uma hipercaixa e como o Método de Newton é aplicado para a

determinacao dos pontos sementes.

Determinacao dos Vértices e Arestas de uma Hipercaixa

) S
Vis VB\EVJ

Va 7‘%\
VYi2 Q\ Vo Vi3 i

Figura 3.5: Hipercaixa com indicacao dos vértices e projetada sobre o plano
XY

Uma hipercaixa retangular [h] C R* é composta por 16 vértices e 32
arestas, onde suas dimensoes sdo representadas pelos intervalos [x], [y], [z] e
[w]. Considere inf([x]), inf([y]), inf([z]) e inf([w]), os infimos dos intervalos

[x], [y], [z] e [w], respectivamente, e sup([x]), sup([y]), sup([z]) e sup([w]), os
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supremos dos intervalos [x], [y], [z] e [w], respectivamente. A matriz Vigx4

lista as 4 coordenadas dos 16 vértices da hipercaixa [h].

Vo
U1
%)
U3
V4
Us
(%3
U7
Ug
Vg
V10
V11
V12

V13

V14

V15

inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])
inf([x])
sup([x])

U T — — T O T T — —

(3-2)

Porém, é preciso saber também quais as ligagoes que estes vértices fazem

para formar as arestas da hipercaixa [h]. Analisando a figura 3.5 é possivel

determinar a matriz Asswo que lista as ligacoes vértice-vértice realizadas para

a formagao das 32 arestas da hipercaixa [h]:
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A Vo U1
Aq Vo V2
A2 Vo V4
A3 vy U8
Ay v U3
As U1 Vs
Ag U1 Y9
Az vy U3
Ag v2 Vg
Ag V2 V10
Ao vz U7
An U3 UV
Aqo V4 Us
Ags vy Vg
A1y vy V2
A— Ags _ | v (3-3)
A V5 V13
Aqr Ve U7
Agg Vg V4
Agg vr V15
As vg Vg
Aoy Vg V10
Az Vg V12
Az Vg V11
Aoy Vg V13
Aas Y10 V11
Az V1o V14
Aoy V11 Vis
Aog V12 V13
Azg vz V14
Asp V13 V15
Az V14 V15

Método de Newton

Uma vez determinados os vértices e arestas de uma folha da KD-tree
determina-se os pontos de intersecao da superficie com as arestas.

Para cada aresta a da hipercaixa, com vértices representados por Ag e
Ay, considere g : R — R* definida por g(t) = A; +t(A; — A;). Seja h : R — R?

a composicao de f com g, tal que:

h(t) = f(g(t)) = (f1(g(t)), f2(g(t))) = (f1(Ao+t(A1—Ap)), fa(Ao+t(A1—Ap))),

onde ¢ € [0, 1].
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Para encontrar o ponto que a superficie S = f~1(0,0) intercepta a aresta

a € preciso que:
h(t) =0 <= (fi(Ao + (A1 — Ao)), f2(Ao + (A1 — Ap))) = (0,0).

Para encontrar a raiz da funcao h optou-se por usar o Método de Newton,
pois a fungao implicita proporciona calcular facilmente as suas derivadas

parciais. Logo, obtém-se:
terr = te — Jy (tk) - h(ty),

onde Jj, é a matriz Jacobiana de h e J,:l é a pseudo-inversa de Jj.
Para o chute inical do Método de Newton foi escolhido t = 0, isto é, a

iteracao comecga sobre o vértice Ay.

a
& ] i&f
i b % { jﬂr
T LI I
S _ i ]
i f“ F S rorehl
1 - ST NS i . I~
I =1 — BITARE:
& il = r NI &
gy i
i I~ = al
s i = . i
— I -
[HH f :_;
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i Siiim P

11 hamul

im
Fi ¥

\ra i
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=
W
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-
¥
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=
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Y
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Figura 3.6: Amostragem das sementes sobre uma hipercaixa folha da KD-tree.

O processo ¢ repetido sobre cada aresta e recursivamente sobre todas as
hipercaixas que sao folhas da KD-tree, gerando um conjunto de sementes sobre

as arestas, como mostra a figura 3.6.
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@ (b)

Figura 3.7: Comparacao da superficie definida pela funcao implicita
f(z,y, z,w) = (22 + 22+ w? — 0.64, y* + 22 + w? — 0.64) com diversos refinamen-
tos. (a) pontos sementes; (b) visualizagao da superficie com 1 refinamento; (c)
dois refinamentos; (d) 3 refinamentos.

3.3.2
Refinamento

Apoés a geracao das sementes, prossegue-se com um processo de refina-
mento que consiste em gerar novos pontos a partir do posicionamento das
sementes fazendo uso da técnica Stippling points e do Operador de projecao

aprozimado, adaptados de Brazil et al. (3), como pode ser visto na figura 3.7.

Geracao de novos pontos

Para gerar novos pontos a partir de um ponto semente P, utiliza-se plano
tangente a superficie nesse ponto. Para isso foi utilizada uma base de vetores
ortogonais ao plano normal a superficie, obtida através da decomposicao QR

da matriz Ny,» composta pelos vetores nl e n2 normais a superficie no ponto

semente:
nl, n2;
nl, n2
N - Y Y - Q4X4R4X2
nl, n2,

nl, n2,
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As duas ultimas colunas da matriz () correspondem a base ortogonal
desejada, que serao denotadas por u e v. Em seguida, para cada ponto semente

P sao gerados novos pontos Py, P», P3 e Py, como segue abaixo:

(a) (b) >.< (c) o

B 2/
P2 \e . o
. L P, . ® o o
u (3 ® s . e o *
e Pi v o . .
- L ]
L ]
L ]
L ]

Figura 3.8: Representacao da geragao de novos pontos: (a) Pontos sementes,
(b) em vermelho, pontos gerados; quadrado, representagao de parte dos planos

tangentes a superficie nas sementes e (c) resultado de um de refinamento.

Py = P+ Rpuju+ Rpnzv
Py = P — Rpugiu + Rugov
P3 = P — Rusi1u — Rugav
Py =P + Rugyu — Ruov

onde R é a medida da diagonal principal da hipercaixa em que o ponto P se
encontra e ;; ~ U(0,1), ou seja, j;; € uma varidvel aleatéria com distribuicao
uniforme no intervalo [0,1], com i =1,2,3,4 e j = 1,2.

A ideia central é selecionar um ponto em cada quadrante do plano

tangente. A figura 3.8 ilustra esse processo.

Projecao sobre a superficie

Apo6s a colocacao de novos pontos é necessario projeta-los sobre a
superficie, para isso o algoritmo proposto faz uso de uma adaptacao do
Operador de proje¢ao aproximado (3), que usa um método iterativo baseado
no steepest descent com reducao do tamanho do passo, como ilustra a figura

3.9. Diante disso buscou-se:
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\ 7 Q: g (2

Figura 3.9: Representacao da projecao dos novos pontos gerados sobre a
superficie: (a) Em preto, ponto semente; em vermelho pontos sobre o plano

tangente e antes da projegao, (b) em vermelho, pontos depois da projegao.

min  f(z,y,z,w)* onde f = ||f|| = /f7 + f;.

Para isso, dado um ponto ) € R* sobre o plano tangente aplica-se:

Q" =Q
QkJrl = Qk — o ||VJ;(QQk))||2 V f(Qk)

onde 75 é o menor inteiro nao negativo tal que:
FQ) < TA(QY) — 200%]

e, 6 €(0,1) e o € (0, 3) sdo dois parametros.

No algoritmo proposto neste trabalho usou-se § = 0.1 e ¢ = 0.01 e a
iteracio ¢ encerrada quando |f(QF)] < 107% ou k > 16, ou seja, quando o
ponto for projetado sobre a superficie com uma precisao de 107%. Quando a
sequéncia superar 16 iteragoes optou-se por descartar o ponto, fato que nao
aconteceu em nenhum dos exemplos implementados neste trabalho.

A figura 3.10 mostra o resultado da projecao obtida em dois exemplos.
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(b)

Figura 3.10: Passo a passo do processo de refinamento da superficie. A
esquerda, pontos sementes; ao centro, novos pontos colocados antes de serem
projetados sobre a superficie; a direita, pontos ja projetados sobre a superficie.
(a) Superficie implicita f(z,y,z,w) = (x® +y* + 22 + w? — 4, 2% + 3> + 2% +
(w—1)?>—4) e (b) Superficie implicita f(z,y,z,w) = (2*+ 2% +w?* — 0.64, y* +
22+ w? — 0.64)

(b)

(d)

Figura 3.11: Processo de aproximagcao da superficie implicita f(z,y, z,w) =
(y —02w)* + 22 — 1, 2> + y* + (2 + w)? — 0.49).
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E, a figura 3.11 mostra o processo de aproximacao de uma superficie.
Primeiramente o algoritmo subdivide o dominio através de 16 passos da KD-
tree, como mostrado na imagem (a) as hipercaixas da KD-tree que passaram
nos testes de subdivisao expostos na secao 3.2.2; apds o algoritmo calcula e
amostra os pontos (sementes) que estdo sobre as arestas de cada hipercaixa,
como pode ser visto na imagem (b); a imagem (c) retrata todos os pontos
sementes da superficie em questao; a imagem (d) mostra a superficie apés 4

niveis de refinamento.
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