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1
Introducao

Georg Cantor introduziu em 1878 o conceito de cardinalidade. Seus
estudos mostraram, em particular, que existe uma bijecao entre o intervalo
[0,1] e o quadrado [0, 1]?, 0 que motivou quase que imediatamente a pergunta
de se essa bijecao poderia de alguma forma ser continua. No entanto, em 1879,
E. Netto mostrou que tal bijecdo é necessariamente descontinua, conforme
relata Sagan em (S94).

Deixando de lado a hipdtese da bijetividade, G. Peano construiu em 1890
uma fungao continua e sobrejetiva de [0,1] em [0,1]?, isto ¢, uma curva que
preenche o quadrado. Desde entao, curvas que passam por todos os pontos
de uma regiao bidimensional de interior nao-vazio sao chamadas de curvas de
Peano.

Foi David Hilbert, no entanto, que primeiro descobriu um procedimento
geométrico que permitia a construgao de toda uma classe de curvas de Peano.
O procedimento de Hilbert é hoje bem conhecido e se baseia em subdivisoes
simultaneas de um quadrado e de um intervalo, bem demonstrado pela figura
1.1. A figura aponta as relacoes entre os subintervalos e os subquadrados no
trés primeiros passos da construgao de Hilbert. Se um intervalo I ¢ mapeado em
um quadrado @, seus subintervalos, gerados no passo seguinte serdo mapeados
nos subquadrados de () que foram gerados no mesmo passo. Hilbert observou
que é sempre possivel arranjar os subquadrados de forma que a subintervalos
adjacentes correspondam subquadrados com uma aresta em comum.

A seguinte pergunta é atribuida por J. Pach e C.A. Rogers em (PR83) a
M. Mihalik e A. Wieczorek do Instytut Podrtaw Informatyki da Academia
Polonesa de Ciéncias, e também é citada como problema em aberto por
(CFGY1, problem A.37).

Problema 1 Eriste uma curva v : [0,1] — R? de Peano com a propriedade
adicional de que y(|a,b]) é um subconjunto convexo do quadrado, para todo
0<a<bL 17

Pach e Rogers nao conseguiram solucionar o problema, mas construiram

em (PR83) uma curva v de Peano tal que 7([0,b]) é convexo para todo b.
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Figura 1.1: Esta é uma reproducao da figura original de Hilbert (Hi91).

Independentemente, Andrew Vince e David C. Wilson obtiveram em (VW86)
o mesmo resultado através de uma construcao um pouco similar.

Vale observar que Pach e Rogers também mostraram que uma versao
discretizada do problema tem resposta positiva: veja (VPR88). No Capitulo 6
da tese de doutorado (U06) sao estabelecidas diversas propriedades das “curvas
de Peano convexas”, mas nao sua existéncia.

O resultado principal desta dissertacao é o seguinte:

Teorema 1.1 Eriste uma curva vy : [0,1] — R? e existe um campo continuo
de diregoes X em R*\ {(0,0)} tal que v é curva de Peano, e para todot > 0, o
conjunto K; = ([0,t]) € convexo com bordo C*, tangente ao campo em cada
ponto, e com curvatura afastada de zero (por uma constante que nao depende
de t). Além disso, y(t) € Fr(K;) Vt.

Isto melhora o resultado de (PR83, VWS86). A informagdo nova mais
relevante é o campo de direcbes X. FEm algum sentido, a curva 7 parece
ser tangente ao campo X. Tentamos dar sentido preciso a esta afirmacao
analisando diversos conceitos de tangéncia. No entanto, ndao conseguimos
encontrar um conceito de tangéncia que fosse satisfeito pela nossa curva e
que ao mesmo tempo respeitasse alguns critérios basicos — ver discussao no
capitulo 4.

A construgao da curva « é inspirada em (PR83) e (VW86), mas é feita
de maneira mais “flexivel”. Por exemplo, enquanto Pach e Rogers definem o
objeto lune como a regiao entre um arco de pardbola e uma curva que é
seccionalmente arco de parabola, a nossa lua é simplesmente a regiao entre
duas fungoes C*°. Esta maior flexibilidade de fato simplifica a construcao e
permite ajustes convenientes na curva.

Vamos relembrar alguns resultados classicos respeito de curvas tangentes

a campos de dire¢oes. Um teorema do proprio Peano (veja por exemplo (Ho76,
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p. 148)) assegura que todo campo continuo tem curvas tangentes. Porém pode
existir mais de uma curva tangente ao campo passando por um ponto dado.
De fato, existem equacoes diferenciais para as quais nao vale a unicidade

1/2 6 um exemplo. Um exemplo bastante natural e

de solugoes: dy/dt = |y|
interessante de um campo de dire¢Ges continuo que nao é unicamente integravel
é descrito em (B03, p. 12 14). Nestes exemplos, os pontos de “bifurca¢ao”
formam uma curva. Ja o campo do Teorema 1.1 possui um conjunto denso de
pontos de bifurcagao. Outros exemplos de campos com muitas bifurcacoes sao
construidos em (BF04).

Por outro lado, podemos dizer que a nao-unicidade é um fenémeno
patologico: Campos continuos genéricos (no sentido do Teorema de Baire) sao
unicamente integraveis: veja (Ho76, p. 151). Além disso, o classico Teorema
de Cauchy Picard garante a unicidade no caso de campos suficientemente
regulares (Lipschitz). Isso é usualmente demonstrado utilizando o Teorema
de Ponto Fixo para Contracoes (veja por exemplo (Ho76, p. 57)). Outra
demonstracdo (que obtém o Teorema de Existéncia de Peano ao longo do
caminho) é apresentada em (AANO09).

Esta dissertacdo estd assim organizada: O Capitulo 2 contém a cons-
trucao de curvas de Peano e campos de direcbes com todas as propriedades
mencionadas no Teorema 1.1, exceto a convexidade. No Capitulo 3 usamos es-
tes resultados e, tomando cuidados para garantir a convexidade, demonstramos
o Teorema 1.1. No Capitulo 4, exploramos algumas defini¢oes de tangéncia de
uma curva (apenas continua) a um campo continuo de dire¢ées. Investigamos
algumas propriedades destas defini¢coes, como por exemplo se uma curva de

Peano pode ser tangente a um campo.
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