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2
O Processo Basico de Construcao

O objetivo deste capitulo é demonstrar a proposicao 2.3, além de definir
objetos e provar fatos que serdo relevantes para a construcao do proximo

capitulo. Primeiro, duas defini¢oes:

Definig¢do 2.1 Seja a : [0,1] — R? uma curva diferencidvel e X : R? — R?
um campo de diregoes. o é dita tangente a X em todo ponto se o/ (t) || X («(t))
para todo t € [0, 1].

Aqui é necessario admitir a possibilidade de o/(t) = 0 em um conjunto
finito de t's. Isso permite que nds facamos completo uso da diferenca entre
campos de direcoes e campos de vetores, pois a curva pode parar e voltar no

sentido contrario.

Definigao 2.2 (Curva de Peano) Uma curva 7 : [0,1] — R? ¢ dita curva

de Peano se v([0,1]) tem interior nao-vazio.

Proposigao 2.3 Eriste uma curva v : [0,1] — R? e existe um campo continuo
de direcées X em R? tal que tal que vy é curva de Peano e vy é limite uniforme

de curvas C* =, tangentes ao campo em cada ponto.

2.1
Luas e suas particoes

Definigao 2.4 Sejam f, g : [a,b] = R fungoes C* satisfazendo:

1. f e g tém contato de ordem infinita em a e b, isto ¢, fV(a) =
9" (a), fO(b) = ¢V (b),Vi € N

2. f(z) < g(x), Vz € [a,b]

A regiao L = L(f,g) = {(z,y)|z € [a,b], f(x) <y < g(x)} € chamada

lua.

As luas com as quais nos trabalharemos serao sempre definidas em [0, 1].

Mais algumas defini¢coes sao convenientes:
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Figura 2.1: Lua tipica da construcao

Definig¢ao 2.5 Para uma lua L = L(f,g), definimos o seu suporte como
S, = {x € [a,b]|f(x) < g(x)}. Além disso, L é dita aberta se S; é um

intervalo.

E tecnicamente conveniente termos que a lua ¢ definida em [0, 1]. No entanto,
a maioria das luas com as quais noés iremos trabalhar tem intervalos em que
f = g, como ilustra a Figura 2.1. Gostariamos de pensar que a lua de fato esta
definida em seu suporte, ideia esta que seré capturada mais tarde na Defini¢ao
2.14.

Notagao 1 Para uma fun¢io C* F : [a,b] — R, denotamos

1Flo = ha |F(@)] e ||F|lx = max (|| Fllo, |E"lfo, - - [|F®]o) . & € N
x€|a,

Para L= L(f,g), definimos | L]l = llg — .

Fixemos ¢ : R — [0,1] uma fungao C* tal que ¢~ 1(0) =
(_007 1/3]7 ¢_1(1) — [2/37 +OO)
Definimos para a < b

bl =0 (52 )

E claro que ¢g, = ¢, e qﬁ;,l)(O) = (—o0, 22t ,(;5;,1)(1) = [t +00). Note

também que

k k
sup |pL) ()] = sup |¢l) ()],
z€R z€a,b]
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logo podemos definir ||¢,||x da maneira usual considerando ¢ restrita a [a, b].

Nota 1 Como )
&) () — I ON
P0s(7) (b—a)k ¢ <b—a>’
temos que
RIS
||¢a ka - m<a;€ (b )z

Definigao 2.6 Seja L = L(f,g) uma lua aberta definida em [0, 1] com suporte
St = (a,b). Defina h(z) = (1 — ¢ap(x))g(x) + dap(x) f(z). Claramente h é C>
e Ly = L(f,h) e Ly = L(h, g) sao luas abertas definidas em [0,1]. L = L1 U Ly

€ chamada a biparticao de L.

Lema 2.7 Podemos observar que as luas Ly e Ly geradas na biparticao de L

tém mais duas propriedades importantes:

1. SLl = (CL, (H:Qb) ,SL2 = (2af+b,b>

3 3

2. max([| L[|k, || Lallx) < 2%|@apllkll LIk, VE € N.

Prova. O item (1) segue diretamente da construgao.
Para o item (2), note que dado k € N,

W (2) +Z<) 5)(f - 9)0()

Portanto
[B®) — g™ |o < 25|l Ikl f — gllx

e assim

[ Lalli < max(2]éasllil|Lll:) = 2" éasllkl [ L1k

Da mesma forma, uma vez que h — f = (1 — ¢y)(g — f) temos que

[1R®) = F®lo < 2811 = apllillg — fllk

Como [|1 — ¢apllk = [|Papl|r, a prova esta completa.
|

Definigao 2.8 Seja L = L(f,g) uma lua aberta de suporte Sp, e n € N.
Para i =0,1,...,n defina h; = (1— %)f%—%g Entao para1=10,...,n—1,

L; = L(h;, hix1) € uma lua aberta de suporte Sy e

L=ILoULU...UL, ,
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€ chamado o n-fatiamento de L.

Lema 2.9 Dado um n-fatiamento L = Lo U ... U L,,_y, vale Vi, Vk:

1
Ll < =L

n

Prowva.
Como
1
k k
h®), (z) — P (2)] = ~lg® (@) = (@),
temos 1
[[hiv1 = hillk < <[ L&
n
[ ]

2.2

Definicido da familia de luas

Comecamos com uma lua aberta L definida em [0,1] e com suporte

St = (0,1). Fixe também uma sequéncia {e;}x>2 somavel.

— Escolha n; suficientemente grande para que as luas geradas do ni-
fatiamento de L, L = Ly U ... U Lf, ) satistacam

HL:||2< /L':()a"‘7nl_1

€2
4 poall2’
— Para cada ¢ € {0,...,ny — 1}, seja L} = L(2;) U L(241) a biparticao de
L.

— Se L; = L(fi, g;) e my = 2n; entao valem:

1.
fO = fa 9(mi—-1) = gaf(i-‘rl) =G

2. Pelo Lema 2.7,
| Lil]2 < €2,0 <@ <my —1

— Agora o passo indutivo. Suponha que nds temos mqi,mo,...,my_1 €
para cada w = iyiy...4—1 com 0 < 4; < m; — 1 estd definida a lua
L, = L(f., 9»), de suporte (a, b). Escolha n,, suficientemente grande para
que as luas geradas no n,-fatiamento de L, L, = L} U ... U L:(an)

satisfacam
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v

2.2(a): Lua 3-fatiada 2.2(b): Depois bipartida
2.2(c): A figura anterior é 2-fatiada 2.2(d): E mais uma vez bipartida

Figura 2.2: Exemplo mostrando dois passos indutivos (fatiamento seguido de
biparti¢ao)

€l+1
2| @apllisa’

— Defina n; = max{n,, : w = i1i2...%-1,0 < i; < m; — 1} Claramente

L5l < 1=0,...,n,—1

as luas geradas no n;-fatiamento de cada L, continuam satisfazendo a

desigualdade acima.
Para cada i € {0,...,n; — 1}, seja LY, = Ly(2;) U Lyy2i41) a biparticao de
L.

Se Ly = L(fui, gui) € my = 2n; entdo valem:

1.
Jwo = fw7gw(ml—1) = Guw> fw(i+1) = Gui
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2. Pelo Lema 2.7,

|| Luwilli+1 < €41,0 <i<my —1

Definicao 2.10 Definimos
Q:{w:Zﬂ,QZn‘Z] S {0,1,...,mj—1},j: 171,},
o conjunto das palavras finitas que vao indexar cada lua que aparece na

construgao, e 0 ={w =11...1, € Qli, <m, — 1}.

O comprimento da palavra w = i1is .. .14, €

w| = n.
Além disso, dado w = iy...1, € Q definimos o seu sucessor wt € €

como w =1y .. .4y 1(in + 1).

Assim, a cada palavra finita w € () associamos a lua L, definida na

construgao. Além disso, no passo indutivo fica claro que se |w| = [ entdo

[ Lol < €41
O lema a seguir garante mais uma propriedade da construcao:

Lema 2.11 Se f"(z),¢"(z) < —a < 0 e S = (a,b), é possivel fazer a

constru¢ao acima mantendo f!(x),g"(x) < —a, para todo w =iy .. .7 € Q.

Prova. Basta mostrar que essa propriedade pode ser mantida no primeiro passo,
uma vez que todos os outros passos sao divisoes idénticas das luas menores.

De L = L(f, g) obtemos uma ny-particao L} = L(h;, hiy1) com ||Lf||2 <
0 arbitrariamente pequeno (nos passos seguintes essa afirmagdo permanece
verdade, uma vez que ||.||2 < ||.]|x)- Além disso, pela construgao é facil ver que
h!(x) < —a (h; é combinagao convexa de f e g)

Em seguida cada L] é bipartida em Ly; e Lg;+q, com

| Laill2, | Lois1ll2 < 4| @apll2l|Lill2 < 40| dapll2,

portanto mantendo a notagao L; = L(f;, ¢;):

i = fi'llo < IILill2 < 49| Papll2

Como um dos dois, f;" ou g, ¢ ignal a um dos h} < —a, segue que é
possivel fazer § suficientemente pequeno para que o outro permane¢a menor

que —a. |
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Figura 2.3: Tlustracao da construgao de K

2.3
Construcado do conjunto de Cantor K

Vamos agora construir um conjunto de Cantor K associado ao conjunto
Q:

Definiremos familias de intervalos {J,},ecq, {Gu }ueq- tais que J,, G, C
[0, 1], sendo os J,’s fechados e os G,,’s abertos. A defini¢ao é por indugdo em

jwi:

Os intervalos Jy, Go, J1, G, - -« Iy —2, Gy —2, Sy —1 tém 0 mesmo com-
primento, sao disjuntos, se sucedem na ordem acima, e sua uniao é o

intervalo [0, 1].

— Para cada palavra w € ) com comprimento n — 1 > 1, os intervalos
J0s Gaos Ju1, Gots - -+ Gumn—2)» Juo(mn—1) tém o mesmo comprimento, sao

disjuntos, ordenados como acima, e sua uniao é o intervalo J,,.

Seja

k=N U

neN weQ;|w|=n

Entao K é um conjunto de Cantor, e [0, I\K = |, cq- Go-

Queremos pensar nos G, como “gaps”, como ilustra a Figura 2.3. O
sentido principal da construcao deste conjunto de Cantor é o seguinte: a curva
que vamos construir vai percorrer, no intervalo J,, toda a lua essencial de
L, (ver Definicao 2.14). No entanto, quase sempre o ponto final de uma lua

essencial nao é o ponto inicial da seguinte, logo usamos o intervalo G, para

andar do final de uma lua para o inicio da proxima.

2.4
Definiciao da familia de funcdes-teto

Fixado ¢ € K existe uma tunica palavra infinita 7;i5... tal que t €

iy i, ¥ > 1. Seja w, = 41 .. . 1,. Queremos definir

Fy = lim f, = lim g, .
n—oo n—o0
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Mostremos a validade das convergéncias e igualdades acima. Por cons-

trucao,

ngn - fwn”n-i-l = ||Lwan+1 < €pt1

Estamos na etapa n da divisao, e queremos olhar para a etapa seguinte.
A lua Lwn ¢ dividida em Lwn07 ceey Lwn(mn+1_1), sendo que Lwn(2i) U Lwn(2i+1) é

uma lua do fatiamento. Note também que f, = f,, 0. Logo

||fwn+l - fwn”n‘f’l = ||fwnin+l - fwnOH'nf“Fl

— Se ip41 € par, entao f, ;.. , veio do fatiamento, portanto ¢ uma combina-

¢ao convexa de f, e g, e assim wanin+1 — fumo ’n+1 < HLwn

n+1 < €n+1

Se é impar,

[ foninis = fonollnir < W fuminir = fontinii-nllntr + [ fontui-1) = funollnta
< Lo (i —1) ln+1 + €nt1
< HLwn(ianl) Hn+2 + €nt1

< €nt2 + Enqtl

Em qualquer caso, || fu,.. — fo.llnt1 < €nto + €nya-

Mais geralmente, se m > n temos que

m—1

wam - fwn||n+1 < Z ||fwj+1 - fwj||n+1

J

- S

m— m
< Z waj+1 - fij]'-i-l < 2Z€j+1
j=n

j=n

Em particular, dado k qualquer e lembrando que £k < N = ||.||z < ||.||~v, temos

que

wam - fwnHk < QZEJ'-van >k (2'1)

j=n
Como ¢; ¢ sequéncia somavel, f,, e g, sao sequéncias de Cauchy em C*.
Portanto existe lim f,, = lim g, =: F}, que é C* (ja que é C* para todo k)
e satisfaz lim fuﬁ’ff = lim gg? = Ft(k). Note ainda que t < s = F;, < F; (decorre

do fato de que f,+ = g., logo f, e g, crescem ¢ lexicograficamente ” em w).

Lema 2.12 Para cada k, a aplicacio t € K — F, € C* ¢ continua.
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Prova. Seja € > 0. Escolha n > k tal que

00
4 Z €nt+1 < €.
j=n

Se 0, & o tamanho de J, para |w| = n, temos que s,t € K e |[s —t| < 4,
implicam que s,t € J,, para algum w de tamanho n. Portanto, F e F; sao
limites de sequéncias cujo termo de “tamanho” n é f,. Fazendo m — oo na

equagao (2-1), temos que
o o
IFe = fulle 2> eien, IR = fulk <2 €.
j=n j=n

Assim,
|s —t| < 0n = [|Fs = Fillx < [1Fs = fulle + 1o — Fillx

o0
< 4Z€j+1 <g,
j=n

completando a prova.
|
Vamos agora estender essa fungao para todo o intervalo [0, 1]. De fato,

basta estender para cada G, = (8, «), em que «, 5 € K.

Fg = nh_)ﬂgo Jostmy—1)...mn—1), €m que k — 1 = |w|

Como

0 ot = 1) = 0 o.0= o

temos Fj = F,, e podemos definir F} = Fj para todo t € G,,.

A extensao é claramente continua: para t ¢ K, a fungdo é constante
numa vizinhanca de ¢; para t € K, fixo € > 0 basta tomar o mesmo § = §,, do
Lema 2.12, j4 que em um intervalo qualquer nao se criam novas imagens (por

construgao).

2.5
Definicio do campo de direcoes

Para x € [0,1], f(z) < y < g(z) seja t tal que Fy(x) = y. Defina
U(x,y) = F(x)-
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Lema 2.13 (x,y) é uma fungao bem definida e continua em L = {(z,y)|x €
[0,1], f(z) <y < g(x)}.

Prova. Para ver que é bem definida, sejam (z,y) € L e t; < ity tais que
y = Iy, (z) = F,(x). Como Fy, — I}, > 0, segue que = é um minimo local de
Fy, — F}, e portanto F (x) = F/ ().

Para a continuidade, suponha que (z,,y,) — (z,y), todos em A. Em
particular y, = Fy, (z,) = y = F(x).

Passemos a uma subsequéncia convergente de {t,}, t., — t.. Pelo lema

2.12, s + F, & continua em C*, logo F}, — F},, F{ — F] . Assim,

logo F,, (r,) — Fi. (x), e como y, — y vale Fy(z) = F;,(x) Como ¢ é bem
definida vale também F (z) = F/(x), portanto um argumento similar mostra
que F, (x,) > Fi(a).

Se F| (vn) # F/(x), entdo existe uma subsequéncia {t,,} de {t,} tal
que |F/

tan

(x,) — Fl(z)|] > € > 0. Passando a uma subsequéncia convergente
de t,, (que em particular é subsequéncia convergente de t,), isso contradiz o
resultado obtido no paragrafo anterior.

Portanto F{ (x,) — F/(x), ie, ¥(xy, yn) — ¥ (z,y). [

2.6
Definicido da sequéncia de curvas

A idéia agora é conseguir uma sequéncia de curvas 7, em R? tangentes
ao campo de dire¢oes continuo (1,7(z,y)), e que convergem a uma curva de
Peano ~.

Para isso, voltamos a divisao da lua. Uma vez que, para cada n fixado

U L. =1,

|w|=n

vale

podemos pensar nessas L, como estando num mesmo desenho de L com
“cortes adicionais” (cada m ganha seu proprio desenho, e 7, vai ser uma
curva nesse desenho). A imagem de v, esta contida em {J,_, F'r(Ly), e fica
progressivamente mais densa em L.

Para facilitar a construcao, escrevemos Sy, = (a(w),b(w)). Assim, no

eixo-r da Figura 2.4 h& quatro pontos importantes:
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Figura 2.4: Ilustracao esquemética da curva ;.
2a+b 2b
(1) = a(3) = a(5) = =, b(0) = b(2) = b(4) = =,

e de fato isso ¢ um caso geral (novos pontos de suporte s6 sdo gerados na
biparticao, entao esse vai ser o esquema sempre que uma lua L, for fatiada e
em seguida bipartida).

Para a construcao da curva, precisaremos de uma funcao auxiliar. Dado
um intervalo fechado I C R e a # b seja ¢¥;(+,a,b) : I — R mono6tona, C™ tal
que se I = [, f]:

1. ¢s(+,a,b) tem derivada de todas as ordens igual a 0 em « e f.
2. Yr(a,a,b) = a, (5, a,b) =b.

Além disso, dada uma funcao qualquer h : I — R definimos h:l—R2:

t — (t,h(t)).
Definimos para¢=0,...,m; — 1:
v (t) _ fl (in(tﬂ a(z'), b@))) ) teJ;
1 Gi (W, (6,b(3), a(i + 1)), L€ Giyi<my—1

A expressao acima percorre a lua na maneira indicada pela Figura 2.4.
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E indutivamente, dada ~,_; construimos 7, fazendo ~, = ~v,_1 em

UwGQ*,Iw|<n G, e definindo para cada w de comprimento n:

n(t) = foo (V0@ b (1) teJ,
G (V6o pi)aw) (1), t € Gy,w € QF

Para t ¢ K, é claro que 7,(t) — ~(t), ja que fica constante a partir de

um certo ponto. Para ¢t € K, vamos precisar de um lema.

Definigao 2.14 Seja L = L(f,g) uma lua aberta. A lua essencial de L €
Le** = int(L), o fecho do interior de L. Alternativamente, podemos usar a

notagao L°**(f,g) para indicar a lua essencial da lua formada por f e g.

Lema 2.15 Seja L = L(f,g) uma lua aberta com suporte Sp, = (a,b),|SL| =
b—a. Entio o diametro D de L** satisfaz D* < |S¢|?> + (|| L|lo +1Sz| - || f]]1)?-

Prova. Sejam (z1,y1), (2, y2) € L, e suponha y; < 9. Entao a <z < be
f(r1) <y <o < g(w2) Assim,

dist((a1,0), (2 0))? = (21— 720" + (01— )
< (0= @) (glar) — f(@))?
< ISl + (g(x2) — flwa) + f(x2) — f(21))?
<tsuf+ (Ielo+ [ 1701ar)

15512+ (1o + 1521 1710

IN

]
Dado t € K, seja w, = 41...1, a sequéncia de palavras satisfazendo
t € Ju, VN, Wny1 = Wyipsq. Por construcao, v,(t) € L&, cujo diametro D,

satisfaz
(Du,)? <81y, [P+ (I Lw,llo + 1SLo, | - 1 fll1)?

Como t +— F; € C' ¢ continua, sup, ||F}||; = M < oo e portanto

(D,,)? < <§>2n + (em + M <§>n>2 — 0.

Logo v,(t) € Lg*® é sequéncia em compacto com diametros tendendo a

zero, logo converge ao tinico ponto y(t) € (), oy L.
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De fato, com a argumentacgao acima fica facil ver que a convergéncia é

uniforme: seja € > 0 e n tal que

92 2n 2 ny\ 2
<3> + <€n+1 + M (3) ) < 52

Se t € Uyear wj<n Gus €ntdo 7 (t) = 7(t) para todo m > n.
Se t € J, para algum w com |w| = n, temos que 7,,(t),y(t) € L para

todo m > n, entao

dist(ym(£),7(1)) < D < \/ (3) + (cnnst 0t @)) <c

portanto a convergéncia é uniforme.

Note também que v = lim~, satisfaz v([0,1]) = L. Isso prova a
Proposicao 2.3.

Lema 2.16 Vale v([0,t]) = L**(f, F}),Vt € [0,1].

Prova. Primeiramente observamos que v(J,,) = L. De fato v(J,,) C L% por
construcao; para a outra direcao considere (x,y) € L e uma sequéncia LS
tal que (z,y) € L&, |wn| = n (claro que essa sequéncia existe, pois a uniao das
luas essenciais da divisdo seguinte é a propria lua essencial que foi dividida).
Considere os intervalos J,, relacionados as luas L. Sao intervalos fechados
encaixados com comprimento convergindo a zero, logo (), oy Ju, = {5}, para

algum s € K. Assim,

1(s) S <ﬂ an> C (L& ={(z.v)}

neN neN
e y(s) = (z,y).
Agora mostremos que o lema vale para t da forma t = f,, em que
Jo = [aw, B]. Para isso, seja < a “ordem lexicogréfica” em (). Assim, vale

para t da forma acima a igualdade
(R = J 0 L (2-2)
w* <w;|w*|=|w]
notando ainda que F; = Fj, = g,. Para ver a igualdade basta observar que
os conjuntos {(z,y) : f(z) < Fi(x) = gu(x),y € [f(z), Fi(2)]} e {(z,y) : a0
menos uma das desigualdades foo_o(z) < foo.1(x) < ... < fu(z) < go(x) &
estrita e y € [f,+(x), g~ ()], intervalo nao-degenerado} sao iguais. Passando

aos fechos dos conjuntos acima, temos a igualdade 2-2.
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Como Uw*gw;\w*\:|w| J+ C [0,t], 0 exposto acima prova que L***(f, F;) C
~([0,¢]). Para a outra direcao, se w* < w vemos na construcao explicita que
v(Gy+) anda por g« (e g+ < gu) e que se iguala a fem no maximo um ponto.
Portanto v(G+) C L®*(f, F}) e vale o lema para t = 3.

Para t ¢ K, seja tx = max{s € K : s <t} = [,. Entao t € G, e
Fi = P Ja vimos que A([0,64]) = L(f, Fi.) = L=*(f, F). J& 5((t,1]) €
v(Gy) C L=5(f, F}), pelo mesmo argumento do paragrafo anterior.

Finalmente, dado t € K, existem f3,,, \, t. Sabemos que vale ([0, f,,] =

Le*(f, Fa,, ), e por continuidade temos que

() 7([0, 8] = ([0, 1]).

neN

Falta mostrar que (,cy L°°(f, Fs., ) = pen L°(fs Gun) = L°(f, F2).
Note que o comprimento do intervalo em que g, # F; é menor que

1Sz, | < (2/3)". Se (2,y) € Nyeny L*(f, g ), entdo existem (z,,%,) tais que
J(#0) < Guon (), f(@n) < Yn < Gun (@n) € (Tn, Yn) = (2,9).

Se Fi(z) > f(x), temos que (x,y) € L***(f, F}). Caso Fy(x) = f(z) entdo
para cada € existe z. € (x — €, + €) tal que para n suficientemente grande
Gun () = Fi(z.) > f(ze). Escolhendo y. = f(x.) (por exemplo), obtemos que
(x,y) é limite de pontos de L®*(f, F}), o que prova que (), ey L°*(f, gu,) C
L (f, ).

Para a outra diregdo, o conjunto {(z,y) : f(x) < F(x), f(x) <
Fi(z)} esta contido em {(z,y) : f(2) < gu,(2), f(z) <y < g,,(x)} para todo
n, pois g,,, > F;. Passando aos fechos, a prova esta concluida.
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