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A
Sistemas Dinâmicos

A.1
Modelo

Os sistemas dinâmicos podem ser divididos em lineares e não-lineares.

As equações que tipicamente representam a evolução desses sistemas podem

ser classificadas como de diferenças finitas ou diferenciais (Mon02).

Essas equações estão representadas em sua forma geral abaixo:

an(t)x(t+ 1) + an−1(t)x(t+ n− 1)

+...+ a1(t)x(t+ 1) + a0(t)x(t) = F (t) (A-1)

an(t)
dnx(t)

dtn
+ an−1(t)

dn−1x(t)

dtn−1
+ ...+ a1(t)

dx(t)

dt
+ a0(t)x(t) = F (t) (A-2)

Para que o sistema seja linear é preciso que nas Eqs.(A-1) e (A-2), x(t),

x(t + 1),..., x(t + n) e x(t), dx(t)
dt

,..., dn−1x(t)
dtn−1 , sejam do primeiro grau, ou seja,

forem elevados apenas à primeira potência (Mon02).

É importante observar que para os sistemas lineares o prinćıpio da

aditividade, assim como, o prinćıpio da homogeneidade são válidos.

O prinćıpio da aditividade diz que: uma força externa F1(t) leva a uma

resposta x1(t) e uma força externa F2(t) leva a uma resposta x2(t), sendo assim,

se a força externa for expressa por F1(t) + F2(t), o sistema deve exibir uma

resposta x1(t) + x2(t) (Mon02).

Já, o prinćıpio da homogeneidade diz que: se para uma força externa F (t)

o sistema responde com x(t), então para uma força kF (t), o sistema responde

com um kx(t), onde k é uma constante (Mon02).

Nos sistemas não-lineares alguns dos termos, x(t), x(t + 1),..., x(t + n)

e x(t), dx(t)
dt

,...,d
n−1x(t)
dtn−1 precisam ser elevados a potências superiores ou igual a

dois. Assim, nessas equações os coeficientes an(t) e a força externa F (t), podem

estar em função apenas da variável independente t (Mon02).

Algumas observações para os casos linear e não linear são importantes de

serem feitas. Como por exemplo, para o caso linear a combinação dos prinćıpios
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Apêndice A. Sistemas Dinâmicos 82

da aditividade e da homogeneidade geram o prinćıpio da superposição que

afirma que: uma ação k1F1(t) + k2F2(t) tem como resposta k1x1(t) + k2x2(t),

sendo que, k1 e k2 são constantes. Em relação aos sistemas dinâmicos não-

lineares os prinćıpios da aditividade e da homogeneidade, em geral, não são

válidos (Mon02).

A.2
Memória

Os sistemas dinâmicos podem ser classificados como sistemas sem

memória, também conhecidos como sistemas instantâneo e sistemas com

memória. Se o estado do sistema em qualquer observação não puder ser predito

com certeza, mas se a probabilidade de um certo estado ocorrer for predita a

partir do conhecimento do estado do sistema na observação imediatamente

anterior, então esses sistemas sem memória ou instantâneo são chamados de

Markovianos. (Mon02).

O sistema com memória é aquele onde o estado do sistema no dado

instante não depende apenas de informações sobre o estado imediatamente

anterior, mas de toda a história passada. Para que a definição de sistema com

memória seja melhor compreendida iremos trazer como exemplo, um capacitor

de capacitância C e com uma tensão V entre duas placas num dado instante

t dada pela seguinte equação:

V (t) =
1

C

∫ t

−∞
I(t′)dt′ (A-3)

onde I(t) é a corrente que chega ao capacitor no instante t. A integral varia

de −∞ até t, porque, para calcular V (t) é preciso conhecer a corrente que flui

em todo o seu passado, assim a equação (A-3) pode ser escrita como,

V (t) =
1

C

∫ t0

−∞
I(t′)dt′ +

1

C

∫ t

t0

I(t′)dt′ (A-4)

podendo ser expressa como,

V (t) = V (t0) +
1

C

∫ t

t0

I ′(t)dt′ (A-5)

Conhecendo o valor de V (t0) é posśıvel determinar V (t) entre t0 e t,

portanto, V (t0) carrega toda informação sobre o passado do capacitor. Esse

sistema possui memória, pois V (t) depende V (t0), que é determinado a partir

de I(t) entre −∞ e V (t0).
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A.3
Parâmetro

Os sistemas dinâmicos são caracterizados como sistemas com parâmetros

fixos ou sistemas com parâmetros variáveis no tempo. Nos sistemas com

parâmetros fixos no tempo, os coeficientes an(t) das equações (A-1) e (A-2)

independem do t, sendo constante no tempo, ou seja, an(t)=an. Assim, a

dependência em t é expĺıcita apenas na função de entrada F (t) (Mon02).

Os sistemas com parâmetros variáveis no tempo os coeficientes an(t)

possuem dependência expĺıcita em t. Em sistemas f́ısicos reais quase não

existem situações de parâmetros constantes, mas é importante observar que

em algumas situações essas quantidades podem ser consideradas (Mon02).

Para melhor entendimento sobre parâmetros (fixos ou variáveis no

tempo), trazemos a seguir o exemplo do pêndulo simples com as devidas ob-

servações. Algumas considerações são feitas como, o pêndulo está sujeito a

apenas acão gravitacional e seu movimento é descrito pela equação a seguir:

d2θ(t)

dt2
+

g

l
sin θ(t) = 0, (A-6)

Os parâmetros l (comprimento do fio) e g (aceleracão da gravidade) po-

dem ser considerados como fixos, pois são quantidades que variam lentamente

ao longo do tempo, ou seja, a escala de tempo em que o comprimento do

pêndulo e a aceleracão da gravidade variam é muito maior do que aquela que

caracteriza o movimento do pêndulo. Enquanto o pêndulo oscila em segundos,

a aceleracão da gravidade g demora milênios para mudar perceptivelmente.

O mesmo ocorre com o comprimento do pêndulo. Para evidenciar que um

parâmetro seja variável no tempo expressamos an como an(t) (Mon02).

A.4
Variação Temporal

Os sistemas dinâmicos com variação temporal são divididos em sistemas

dinâmico com tempo discreto e sistemas dinâmico com tempo cont́ınuo. No

primeiro caso, um sistema é dito ser discreto se a variável t for um inteiro

não negativo (Z+), esses sistemas tem sua evolução descrita por equações de

diferenças finitas. (Mon02).

As equações a tempo discreto fazem a relação de uma variável x ∈ R

(em um dado instante t) a valores de x em instantes posteriores como t + 1,

t + 2, por exemplo. Desta forma, as equações de diferenças finitas podem ser
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representadas, da seguinte forma:

x(t+ 1)− 3x(t) = 0

x(t+ 2)− t2x(t) = 0 (A-7)

x(t+ 3)− 2x(t− 2) = 0

A evolução desse tipo de sistema é governada por equações diferenciais

do tipo:

dx(t)

dt
− 5x(t) = 0

d3x(t)

dt3
+ tanh(πt)x(t)− 2t2 = 0 (A-8)

d5x(t)

dt5
+

(
dx(t)

dt

)2

− (x(t))3 = 0

Assim, as Eqs.(A-8) são respectivamente, de primeira ordem, terceira

ordem e quinta ordem.
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B
Algoritmo da Simulação

A seguir apresentamos os passos do código criado para estudar a dinâmica

dos Canais de Sódio e Potássio. O código foi escrito com o formalismo de

algoritmo para tornar a utilização universal.

O parâmetro V0 é o potencial inicial aplicado no sistema, V é o potencial

final que depende do potencial inicial e também das concetrações externa

e interna dos ı́ons, m é o número de part́ıculas, j e i são as posições ou

śıtios, tMax é o tempo máximo de integração, L é o comprimento do canal,

a variável saiu é referente a soma das part́ıculas, para realizar o sorteio dos

números foi utilizado a ran2 que é uma semente que permite a geração de

números aleatórios encontrada no Numerical Recipes in C The Art of Scientific

Computing livro de programação.

Na simulação uma unidade de tempo corresponde a quando todos os

ı́ons dão um passo, quando todos os ı́ons dão o próximo passo é correspon-

dente a duas unidades de tempo e assim sucessivamente, todos os parâmetros

utilizados no código estão em unidades de medidas arbitrárias.

============================================

CALCULO DE V COM TODAS AS PARTICULAS NA ORIGEM, SAIU=0

============================================

V = 0;

tempo = 0;

Para (i = 0; i < m)

Escrever y[i] = 0;

Para (j = 0)

Para (i = 0; i < m)

Se (y[i] < L);

Realizar um sorteio aleatório

Se (x > (0.50− V ))

Escrever (y[i] = y[i] + 1)

Se (x < (0.50− V ))

Escrever (y[i] = y[i]− 1);
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Se (y[i] = −1)

Escrever y[i] = 0;

Somar tempo

Para (i = 0; i < m)

Se (y[i] = L) CONTAR TEMPO;

ESCREVER (tempo da primeira part́ıcula ao chegar no final do canal).

=============================================

NUMERO DE PARTICULAS QUE SAIRAM DA LINHA DE COMPRI-

MENTO ATE ESTE INSTANTE

=============================================

saiu = 0;

Para (i = 0; i < m)

Se y[i] = L)

Somar as part́ıculas

============================================

VARIANDO V COM A DIFERENCA DE CONCETRACAO E O TEMPO

============================================

Para (j = 1; j <= tMax)

Fazer V = (V0 ∗ (1− (m/saiu));

Para (i = 0; i < m)

Se (y[i] < L)

Realizar sorteio aleatório;

Se (x > (0.50− V ))

Escrever (y[i] = y[i] + 1)

Se (x < (0.50− V ))

Escrever (y[i] = y[i]− 1);

Se (y[i] = −1)

Escrever y[i] = 0;

Se (y[i] = L)

Somar as part́ıculas

============================================

PARTICULAS QUE SAIRAM DA LINHA DE COMPRIMENTO

============================================

saiu = 0;

Para (i = 0; i < m)

Se (y[i] = L)

Somar as part́ıculas
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Fazer V = (V0 ∗ (1− (saiu/m));

Escrever e salvar em arquivo (saiu, V );

FIM DA ROTINA
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