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4
Modelos estocasticos de volatilidade

4.1
Modelos de Reversao a média

Em nossa andlise, a volatilidade, assim como o retorno, é descrita por um
processo estocastico. O tipo de equagdo mais adequada para modelar o
comportamento dessa grandeza pode ser inferido através das caracteristicas
examinadas nos capitulos anteriores. Neste capitulo mostraremos alguns modelos
estocasticos existentes na literatura que melhor se adaptaram a distribuicdo da
volatilidade diaria do IBOVESPA.

Um dos fatos estilizados da volatilidade é a reversdo a média, também
encontrada em outras grandezas do mercado, tais como volume negociado e taxa
de juros [20]. Na figura 2.4.1 podemos observar com clareza que a volatilidade,
apesar de apresentar desvios em alguns momentos, sempre retorna a um nivel de
referéncia.

E possivel entdo inferir que o mercado tem comportamento auto-regulatorio,
mantendo a magnitude das variacdes de precos em um nivel de equilibrio a maior
parte do tempo. A forma como essa auto-regulacdo acontece depende muito do
mercado analisado e esté relacionada com diversos fatores. Podemos modelar este
efeito por uma “forca de reversdo a média”, ndo necessariamente linear, que tem a
funcdo de restaurar o sistema quando ocorrem grandes desvios do regime normal
de negociacdo. Os modelos que descrevem processos com a propriedade de
retornar a grandeza estocastica a um nivel médio ou histérico sdo chamados de
modelos de reversdo a media.

Além disso, ela também apresenta efeitos de memoria (clustering),
apontando para uma modelagem que permita a persisténcia da magnitude das
flutuacGes de preco.

Outra caracteristica importante a ser considerada pelos modelos de
volatilidade é a forma pela qual as novas informagfes que entram no mercado séo

processadas e replicadas pelos agentes. Noticias relevantes aparecem de maneira
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imprevisivel, e podem ter um impacto maior ou menor sobre a variagdo dos
precos. Assim, as alteracOes de regime de mercado provocadas pelo fluxo de
informacdes podem ser em geral modeladas por termos de ruido estocastico. Por
outro lado, os investidores tomam decisGes de compra e/ou venda baseados em
condigbes e expectativas individuais. Dependendo da conjuntura atual do
mercado, os agentes podem amplificar ou reduzir o impacto inicial das novas
informacdes, e portanto, a modelagem deve incluir ruido com amplitude ’state-
dependent”. E também essencial que o modelo consiga reproduzir os eventos
extremos que eventualmente acontecem no mercado associado ao fendmeno de
intermiténcia.

Consideramos os modelos de volatilidade estocastica que sdo representados

por uma equacao de Ito-Langevin do tipo:

dX = —y(X—O)Xx"dt + ExCdW (eq. 4.1.1)

onde:

X — variavel estocastica;

dW=N(0,2dt) — processo de Wiener;

6 — valor de referéncia;

vy — taxa de relaxagdo em relagdo ao valor de referéncia;
& — amplitude do ruido;

r,s— parametros que garantem a generalidade do modelo.

Esses modelos normalmente envolvem trés parametros: 6 ¢ a média
historica, que representa o valor de equilibrio; & € o valor da incerteza associada
a0 processo estocastico, que pode ser chamado de “volatilidade da volatilidade”
ou uma “volatilidade de segunda ordem” [21]. O parametro & influencia na
curtose da distribuicdo de probabilidade. Dependendo do valor desse parametro, a
distribuicdo tera caudas mais longas e picos mais baixos, e vice-versa. Finalmente,
0 parametro y mede a taxa no tempo com que a volatilidade dos precos ¢
restaurada aos valores normais do mercado, estando portanto associado a duracéo
dos clusters de volatilidade alta: quanto maior seu valor, menor a probabilidade de

observacao de um cluster.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

78

Nos modelos apresentados aqui, os parametros 6 e y sdo constantes, porém,
é sabido que eles podem variar devido as diferentes condi¢des macroeconémicas.
Estas condicdes, no entanto, tem ciclos caracteristicos longos e assim, podemos
considerar esses parametros sendo constantes neste horizonte temporal.

Analisando a eq. 4.1.1, o primeiro termo é o de reversdo a média. Note que
esta for¢a restauradora corresponde a um potencial confinante, com minimo em 6,
para qualquer r. O valor de r define 0 mecanismo de relaxacdo ndo-linear: quanto
maior for r, mais (menos) atrativo é o potencial para x grande (pequeno), e vice-
versa. Esse mecanismo deve ser definido pelo fluxo de informacgdes, liquidez dos
ativos, nivel de aversdo ao risco, entre outros fatores particulares de cada
mercado. Por essas razbes, o valor ideal de r depende muito do mercado
analisado.

O segundo termo da eq. 4.1.1 descreve a modulacdo do ruido externo pelo
sistema, ou seja, as mudancas de volatilidade de precos causadas pela chegada de
informacBes no mercado. O fator s estd relacionado com o tipo de resposta
cooperativa dos agentes com relacdo aos novos dados que entram no sistema. Se
s>0 (s<0), as novas informacdes terdo mais impacto no caso do mercado estar em
regime de alta (baixa) volatilidade. Os modelos mais comuns na literatura
consideram, em geral, s>0. Isso ¢ compreensivel dado que caracteristicas como o
efeito manada indicam que o0s regimes de alta volatilidade exibem um
comportamento cooperativo muito mais forte que o0s regimes de baixa
volatilidade.

Desta forma a classe de modelos estocasticos descritos pela eq 4.1.1.
potencialmente produz as propriedades de reversdo a média e de memoria
observadas. Nas sec¢Bes seguintes, vamos considerar parametros particulares de r e
s associados aos diferentes modelos de volatilidade estocastica v. Todos eles
admitem uma distribuicdo de probabilidade assintdtica P(v) e assim poderemos
selecionar os que descrevem melhor a distribuicdo empirica do mercado brasileiro
e fornecer uma estimativa dos respectivos valores de parametros.

As figuras 4.1.1 e 4.1.2 mostram a densidade de probabilidade de ocorréncia
dos valores de volatilidade diaria do IBOVESPA obtidos de acordo com o
estimador da eq. 2.3.7. Os valores de volatilidade foram normalizados pelo valor

médio do periodo analisado. O primeiro estd em escala linear, enquanto o segundo
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estd em escala semilogaritmica (que permite melhor visualizacdo da cauda da
distribuicéo).
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Figura 4.1.1: Distribuicdo de volatilidade diaria (normalizada) do IBOVESPA em amostra de
dados diarios de mais de dez anos. O intervalo definido para o histograma foi 0.08.
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Figura 4.1.2: Distribuicdo de volatilidade diaria (normalizada) do IBOVESPA na escala semi-
logaritmica.

Para caracterizacdo da cauda, mostramos no grafico abaixo o
comportamento da distribuicdo acumulada da volatilidade normalizada em escala
log-log. Vé-se claramente que o ajuste dessa cauda em escala log-log € linear, o
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que € consistente com uma cauda em formato de lei de poténcia. Encontramos
uma poténcia de -3.01+0.04. Esse resultado indica um decaimento em lei de

poténcia com expoente proximo a -4.

-3,0 4
-3,5 4

4,0 -

Ln(1-Pacum(v))

-5,0

-55

T T T T T T T T 1
0,6 07 08 09 1,0 11 12 13 14 1,5
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Figura 4.1.3: Ajuste linear da cauda da distribuicdo acumulada da volatilidade diaria em escala
logaritmica.

A evolucédo temporal da distribuicdo P(x,t) da varidvel estocastica x descrita
pela eq. 4.1.1 é dada pela equacdo de Fokker-Planck associada (ver apéndice 3,
eq. A.3.7):

2 =y ([x— 0]x"'P) + §2 - (x*P) (eq. 4.1.2)

Considerando as condigdes de contorno em x=0 e X->»o, o estado

estacionario ¢é dado por [22] (ver apéndice 4, eq. A.4.4) :

P(x) = %exp (—y; [J;p: -0 %D (eq. 4.1.3)

comvy,Ee0>0e p=r-2s#0,-1. A é uma constante de normalizacdo e ygzy/éz.
Esse ultimo parametro pode ser interpretado como a amplitude de restauracao
efetiva, de forma que o pardmetro relacionado com a restauracdo da ordem (y) é
reduzido pelo pardmetro associado 4 desordem (£). Esse ser4 o parametro
relevante que vamos analisar na maior parte dos modelos.

A classe de processos estocasticos dada pela eq. 4.1.3 fornece em geral

distribuicdes assintoticas com um comportamento exponencial generalizado (cujo
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argumento tem poténcia arbitraria) nos valores extremos. A normalizacdo no
dominio [0,00) restringe os possiveis valores de s apenas se p>0 (para s<1/2) ou
se p<-1 ( para s>1/2). Por outro lado, se p>0, para evitar a divergéncia na origem,
temos que s<0.

Para os casos particulares de p=-1 e p=0 temos 0s seguintes resultados (ver
apéndice 4):

1) Parap=-1, a distribuicdo se torna

P(x) = xzf;wfexp (— g), (eq. 4.1.4)

com 2s<1- y: para que a normalizagéo seja possivel. Neste caso obtém-se cauda
em lei de poténcia, independente do parametro 6.

2) Para p=0, temos que a distribuicao se torna:
A
P(x) = ng——ygaexp(_)/fx) (eq. 4.1.5)

com 2s< y:0+1 para que seja normalizavel, mas 2s< y:0 para evitar a divergéncia
na origem. Em geral, 2s- y:0 > 0 e neste caso obtém-se cauda em lei exponencial
simples, independentemente de 0.

A classe de modelos descritos pela eq. 4.1.1, inclui varios modelos com
ruido multiplicativo conhecidos da literatura, entre eles, o0 modelo de Ornstein-
Uhlenbeck (O-U) exponencial (r=1;s=0), o modelo O-U geométrico (r=2;s=1), o
modelo de Hull&White [23], (r=1; s=1) e de Heston [24] (r=1; s=1/2) .
Apresentaremos 0s que consideramos mais adequados para a distribuicdo de
probabilidade da volatilidade diaria do IBOVESPA que tém em comum
decaimento da distribuicdo em lei de poténcia, que foi o comportamento
observado na figura 4.1.3.

Incluiremos também em nossa analise 0 modelo (O-U) exponencial, cuja
distribuicdo assintdtica € a Lognormal, devido a esta distribuicdo ter sido a
primeira utilizada na literatura para descrever as distribuicbes empiricas de
volatilidade. Tambeém incluimos o modelo de Heston, por ser muito utilizado na

literatura.
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A seguir apresentamos os ajustes dos modelos a distribuicdo empirica do
IBOVESPA. Fizemos ajustes para a distribuicdo em escala linear e em escala
logaritmica. Neste caso, privilegiamos o ajuste na cauda ao invés da regido central

da distribuicéo.

4.2
Modelo O-U exponencial

Estudos ja mostraram [25] que a distribuicdo Lognormal é eficiente para
descrever valores pequenos e intermediarios de volatilidade, mas ndo descreve
bem os valores maiores, ou seja, as caudas das distribuicbes empiricas. Uma das
equacOes estocasticas que podem gerar distribuicdo assintética Log-normal (visto
que varias podem cumprir esse papel), é dada pela eq. 4.1.1, com parametros
r=1;5=0 e ainda identificando a variavel estocastica com o logaritmo da
volatilidade (x = /n v):

dx = -y (x —6)dt + &dW (eq. 4.2.1)

Esta equacdo descreve o processo OU-Aritmético, que é um dos processos
estocasticos mais simples.
A distribuicdo de probabilidade estacionaria do modelo da eg. 4.2.1 é uma

distribuicdo Gaussiana:

P(x) = Aexp (- (x - 6)?) (eq. 4.2.2)

N [y
onde a constante de normalizacdo é dada por A= i

Da conservagdo da probabilidade sob mudancga de variavel, P(v)=P(x)dx/dv,

encontramos a distribuicdo estacionaria Log-normal para a volatilidade:
_4 Ye 2
P() =2 exp (-2 (v - 6)?) (eq. 4.2.3)

Abaixo estdo os graficos com o ajuste obtido a partir dessa distribuicdo e a

tabela com os parametros encontrados.
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P(v)

0,6

0,4

0,2

Figura 4.2.1: Ajuste da distribui¢do de volatilidade diaria do IBOVESPA pela Distribui¢do Log-
normal.

Pv)

0,01 ~

Figura 4.2.2: Reproducdo da figura 4.2.1. em escala semi- logaritmica.

Valor Erro associado
(O] -0,13302 0,00574
Ye 7,93157 0,21185
R Ajustado 0,9944

Tabela 4.2.1: Parametros 6timos obtidos para o ajuste do modelo Lognormal.

Podemos ver claramente pelo grafico na escala logaritmica que a cauda da
distribuicdo empirica ndo esta sendo muito bem descrita. Note também que o
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valor do parametro © negativo significa que a volatilidade de referéncia da
volatilidade é menor do que a média do periodo analisado. Além disso, 0
pardmetro efetivo y¢ € bem grande, o que indica que a volatilidade volta aos seus

valores normais principalmente pelo mecanismo de reversdo a média.

4.3
Modelo de Heston

O modelo de Heston é obtido a partir da eq. 4.1.1 considerando-se 0s

parametros r=1 e s=1/2:
dx = —y(x — 0)dt + Ex/2dw (eq.4.3.1)
onde x =V°.

Considerando a solugdo assintotica para p=2r-s = 0 dada pela eq .4.1.5,
encontramos a Distribuicdo Gama :

P(x) = Ax¥s%Texp(—ysv?) (eq. 4.3.2)

6
)/gy’f
r(20)

onde a constante de normalizacdo é dada por A = eT(x) = f0°° t*" e tdt.

Da conservagdo da probabilidade sob mudancga de variavel, P(v)=P(x)dx/dv,

a distribuicdo de volatilidade é dada por:
P(v) = 24v?"¢971 exp(—ygv?) (eqg. 4.3.3)
A eq. 443 é uma distribuicio Gama Generalizada, e descreve um

decaimento das caudas em formato exponencial. Abaixo mostramos o grafico com

0 ajuste dessa distribuicao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

85

16+
1.4 4 -
1,24
1,0

0,8

PWV)

0,6

0,4

0,2

Figura 4.3.1: Ajuste da distribui¢do de volatilidade didria do IBOVESPA pela distribui¢do dada
pela Eq. 4.3.3.
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Figura 4.3.2: Reproducdo da figura 4.3.1. em escala semi- logaritmica.

Abaixo mostramos os parametros obtidos a partir desses ajustes:

Valor Erro associado
] 0,8471 0,0133
Ve 2,7868 0,1098
R? Ajustado 0,9648

Tabela 4.3.1: Parametros 6timos obtidos para 0 modelo de Heston.

E possivel verificar pela figura 4.3.2, que o modelo nio descreve
satisfatoriamente a distribuicdo de volatilidade do IBOVESPA principalmente os

dados da cauda. Isso esta de acordo com o resultado anterior mostrado de que a
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cauda em formato exponencial ndo se adequam bem aos dados empiricos no

periodo tratado.

4.4
Modelo harménico com ruido multiplicativo linear (HRML)

A equacdo estocastica do modelo é construida considerando-se x=v, r=1 e

s=1:
dx = —y(x — 8)dt + ExdW (eq. 4.4.1)
Obtém-se a distribuicdo assintotica dada pela eq 4.1.4, para o caso p= -1:
A 1414
P(x) = 7z exp (-2 (eq. 4.4.2)
o red) € ..
com constante de normalizacdo A = ToaD A probabilidade P(v) encontrada
3
para esse modelo é portanto :
P) = Avs+2exp (#) (eq. 4.4.3)

que é uma distribuicdo Gama Inversa. Os resultados do ajuste para esse modelo
podem ser observados nas figuras 4.4.1 (escala linear) e 4.4.2 (escala semi-

logaritmica).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

87

Figura 4.4.1: Ajuste da distribuicdo de volatilidade diaria do IBOVESPA pela distribuicdo dada
pelaeq. 4.4.3.

0,14

P(v)

0,01 4

Figura 4.4.2: Reprodugdo da figura 4.4.1. em escala semi- logaritmica.

Valor Erro associado
0 0,93768 0,00366
Ve 8,37919 0,00794
R? Ajustado 0,9939

Tabela 4.4.1: Parametros 6timos obtidos para o0 modelo HRML.

Podemos ver que, apesar do erro relativo dos parametros ser baixo (compare
as tabelas 4.2.1, 4.4.1), o modelo HRML néo € adequado para descrever a cauda
da distribuicdo empirica. Este resultado estd em contraste com o obtido para
mercados desenvolvidos [26]. Uma caracteristica digna de nota é que neste

modelo o valor de y: também e alto.
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4.5
Modelo de Hull&White

O modelo de Hull&White corresponde ao caso r=1 e s=1 descrito pelas
equagoes 4.41 e 4.4.2, porém considera como variavel estocastica x = V2.
Usando a eq. 4.4.2, e fazendo a transformacdo de variaveis e encontramos

que a distribui¢ao P(v) é dada por:
P(v) = 24exp (‘3}’59) = @Yetd) (eq. 4.5.1)

A eq. 4.5.1 é uma distribuicdo Gama Inversa Generalizada, e descreve um
decaimento das caudas em lei de poténcia. Os valores dos parametros estéo

apontados na tabela 4.5.1.

0,8 4

P(v)

0,6

04

0,24

Figura 4.5.1: Ajuste da distribui¢do de volatilidade diaria do IBOVESPA pela distribui¢do dada
pelaeq. 4.5.1.
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0,14

P(v)

0,01 4

Figura 4.5.2: Reprodugdo da figura 4.5.1. em escala semi- logaritmica.

Valor Erro associado
0 1,34728 0,02721
Ve 1,01073 0,03649
R? Ajustado 0,9944

Tabela 4.5.1: Pardmetros 6timos para o modelo de Hull&White.

Observa-se que a cauda da distribuicdo é descrita razoavelmente pelo
modelo (dadas as flutuacbes empiricas), porém subestima a frequéncia de

ocorréncia dos valores de baixa magnitude.

4.6
Modelo com estrutura aditiva e multiplicativa

Analisaremos outra classe mais geral de modelos de volatilidade que
apresenta um termo de ruido aditivo, além do termo multiplicativo nas equacdes
estocasticas abordadas anteriormente. A motivacgdo para investigarmos essa classe
é poder descrever melhor a cauda e concomitantemente com os valores de baixa
volatilidade. Além disso, € conhecido que processos aditivos-multiplicativos
constituem um mecanismo eficiente para a formacao de distribuigdes com caudas
largas e dados correlacionados.

A adigdo desse ruido representa uma situacdo mais realista do mercado,

dado que nem todos os estimulos externos séo necessariamente modulados pela
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interpretacdo dos agentes. Ha estimulos externos cujos impactos sobre os prego
sdo independentes da susceptibilidade dos agentes ou do nivel de volatilidade
presente no mercado, como por exemplo, a chegada de informacdes publicas®,
(disponiveis a todos os participantes do mercado simultanemente). Supondo que
estas informacGes sdo geradas de forma aleatdria, podemos representa-las por um
ruido extra aditivo na equacdo da volatilidade.

Incluindo flutuagBGes puramente aditivas na eq. 4.1.1, temos a equacdo de

Ito-Langevin:
dx = —y(x — @)x"1dt + ExSdW, + {dW, (eg. 4.6.1)

onde W; e W, sao dois processos de Wiener independentes, ¢ & ¢ { sdo as
amplitudes desses processos. A equacdo de Fokker-Planck correspondente é dada
por (ver apéndice 3, eq. A.3.10):

a _ _d
ar Y ax

2
([ = O1x"P) + 5 ([§2x%° + {IP) (e 4.6.2)
Modelos que incluem o ruido aditivo possuem um espectro maior de
distribuicGes assintéticas, dependendo dos parametros r e s. Consideraremos a
seguir um caso particular em que r=0 e s=1/2, no qual a distribuicdo estacionaria
tem comportamento em lei de poténcia, tanto no limite de magnitudes baixas

guanto na de magnitudes altas.

'Por informagdes publicas entende-se, por exemplo, divulgagio de balanco de empresas ou
anuncios governamentais sobre as politicas de juros e monetaria. As reunides do Comité de
Politica Monetaria (Copom) e as medidas do Banco Central para manter a taxa de cdmbio em
niveis pré-determinados sdo exemplos de acles governamentais que impactam diretamente o
mercado brasileiro.
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4.6.1
Modelo AM quadratico

Dados os parametros, r=0 e s=1/2, temos a seguinte equacdo estocastica:
dx = —y(x — )x~1dt + &Ex 72dW, + {dW, (eq. 4.6.3)

Este modelo corresponde a um potencial confinante assimétrico (ver
apéndice 5), cuja solucdo assintética é (ver apéndice 6):

x¥¢°

(1+/12x)y<9+yf+1

P(x)=A (eq. 4.6.4)

onde vy:=vy/8% v =v/(* e A =vy;/ve=(§/7)* A constante de
normalizacdo A é dada por:

_ F()/sz + ]/(9 + 1)
F(ye)T(vc6 + 1)

(/12)1/¢6+1

O ajuste da distribuicdo de volatilidade diaria do IBOVESPA pela

distribuicdo dada pela eg. 4.6.4 nos leva aos seguintes parametros 6timos:

Valor Erro Associado
Ve 2,414 0,107
Ye 18,11 3,81
0 0,649 0,007

Tabela 4.6.1: Pardmetros 6timos obtidos para o0 modelo AM quadrético.

E conveniente descrever a distribuigdo com os parametros transformados:

¢ =70 (eq. 4.6.5)(A)
1
i LTrftre=ltety (eq. 4.65)(B)
= —]/f = — E
*0 = ey - 4T Dy, (eq. 4.6.5)(C)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

92

A partir deles, a distribuicdo de densidade de probabilidade dada pela eqg.
4.6.4 sera descrita por:

P(x) =4 G , (eq. 4.6.6)

[1+(q-1) (x/x0)]91

. L =)
cuja constante de normalizagéo é dada por: A = L —
Xo F(ﬁ—(p—l)l"((p+1)

(g — D+

Essa distribuicdo também é conhecida como g-Gamma, pois generaliza a
expressao da distribuicdo Gamma para g=1. Esta distribuicdo decaimento em lei
de poténcia tanto para x->0 quanto para X->o.

Considerando x= v?, obtemos a funcéo de distribuicdo de volatilidade P(v)

para 0 modelo AM quadratico:

v, 20+
P(v) =24 (/) 1 (eq. 4.6.7)

(1+(CI—1)(V/1/0)2)F

com x, = v3. A constante A se rescreve como:

q=1 =)
Vo F(ﬁ—(p—l)r(qﬁl)

(@ — D**H (eq. 4.6.8)

Os parametros , ¢ e vo obtidos através do ajuste dessa distribuicdo dada

pela eq. 4.6.7 estdo descritos na tabela abaixo:

Valor Erro Associado
q 1,07898 0,0013
[0} 9,12895 0,3134
Vo 0,1186 0,0061
R? Ajustado 0,9958

Tabela 4.6.2: Pardmetros transformados 6timos obtidos para 0 modelo AM quadratico.

A partir da tabela 4.6.2 vemos que o R? Ajustado est4 melhor nesse modelo
em relacdo aos modelos tratados nas secOes anteriores. Com base nos parametros
transformados, obtemos os valores de y-~=2.53, y.=14.21 e 0=0.64, que sdo

consistentes com os apresentados na tabela 4.6.1.
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Uma métrica interessante de observar é o valor de y¢/y:. Comparando-se 0s
dois ajustes (nos parametros originais e transformados) encontra-se que a razéo
entre eles se mantém alta (7.1 e 5.6 respectivamente). Esse valor indica que o fator
de desordem multiplicativo é mais relevante que o fator de desordem aditivo para
0 mercado brasileiro. Note que ndo estamos considerando a influéncia da
magnitude da volatilidade nesta anélise. Diante de um cenario de alta volatilidade,
0 ruido multiplicativo correspondera a uma resposta ainda maior dos agentes,
dado que s>0, enquanto o ruido aditivo ficara inalterado. Por outro lado, para um
nivel de baixa volatilidade, com a atenuacdo do ruido pelos agentes, é possivel
observar um ruido aditivo mais relevante.

E importante ressaltar que neste modelo, r=0, ou seja, a capacidade de
restauracdo para o nivel médio é maior para cendarios de baixa volatilidade. De
certa forma, r e s se complementam: a resposta cooperativa dos agentes é mais
intensa em altas volatilidades, enquanto a deterministica de retorno a média €
maior em baixas volatilidades.

Abaixo colocamos os ajustes nas escalas linear e semi-logaritmica para que

seja possivel observar a qualidade do modelo.

06
04

0,24

Figura 4.6.1:. Ajuste da distribuicdo de volatilidade diaria do IBOVESPA pela distribuicdo dada
pelaeq. 4.6.7.
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Figura 4.6.2: Reprodugdo da figura 4.6.1. em escala semi- logaritmica.

4.7

Comparacéo entre os modelos

Nessa secdo faremos uma comparacdo entre os ajustes de cada modelo.

Observando as figuras, podemos afirmar que uns sao melhores do que outros para

descrever volatilidades mais altas (a cauda da distribuicdo), baixas e as tipicas (a

regido central da distribuicdo). Abaixo seguem figuras comparando o0s trés

melhores modelos analisados:

PV)

m P(v)
——— Hull&White
——HRML
—— AM Quadratico

Figura 4.7.1: Comparacdo dos
IBOVESPA em escala linear.

ajustes dos modelos para a distribuicdo da volatilidade diaria do
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Abaixo apresentamos uma tabela com o resumo dos parametros 6timos de
cada modelo. E importante ressaltar que nio se deve comparar diretamente os
valores de cada modelo, pois eles ttm um papel diferente na forma da respectiva

distribuicéo assintotica.

AM Quadratico | H&W HRML
Ve 2,53 1,01 8,38
0 0,64 1,34 0,94
Ye 14,21

Tabela 4.7.1: Resumo dos parametros 6timos dos modelos para distribuicdo da volatilidade diaria
do IBOVESPA, obtidos a partir do ajuste da distribuicdo em escala linear.

Para efeito de comparacdo das caudas, reproduzimos o grafico 4.7.1 em
escala logaritmica na figura abaixo. Aqui, 0 modelo de Hull&White foi o que

ajustou melhor na cauda.

= P(v)
Hull&White
——HRML
—— AM Quadratico

0,1 o

P(v)

0,01

Figura 4.7.2: Reproducdo da figura 4.7.1 em escala semi-logaritmica

Com o objetivo de modelar os eventos extremos, ou seja, as altas
volatilidades, fizemos também ajustes da distribuicdo empirica em escala
logaritmica, de forma a privilegiar a cauda. Os resultados estdo apresentados

abaixo.
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B P(v)
Hull&White
1is — HRML

—— AM quadratico

<9

In (P(v))

-4

-5

In(v)

Figura 4.7.3: Comparacéo dos ajustes dos modelos para a distribui¢do de volatilidade diaria do
IBOVESPA em escala logaritmica.

Esses ajustes levaram a novos pardmetros 6timos, cujos valores centrais

estdo resumidos na tabela a seguir:

AM Quadratico | H&W | HRML
Ve 1,82 0,37 3,8
0 0,60 1,72 1,06
Y 8,91
R? Ajustado 0,931 | 0,933

Tabela 4.7.2: Pardmetros 6timos dos modelos obtidos a partir do ajuste da distribuicdo da
volatilidade diéria do IBOVESPA em escala logaritimica.

Os parametros originais do modelo AM quadratico apresentados na tabela
4.7.2 foram obtidos através do ajuste com os parametros transformados, cujos

valores 6timos estdo mostrados na tabela a sequir:

Valor Erro Associado
q 1,1226 0,0018
o 5,3389 1,1738
Vo 0,1582 0,0329
R Ajustado 0,9958

Tabela 4.7.3: Pardmetros transformados 6timos obtidos para 0 modelo AM quadrético obtidos a
partir do ajuste da distribuicdo empirica em escala logaritmica.
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Observamos pela figura 4.7.3 que o modelo de Hull&White ndo produziu
um bom resultado para a parte central da distribuicdo empirica a partir. J& os
modelos HRML e AM quadratico tem ajustes equivalentes. Porém, comparando-
se as tabelas 4.7.2 e 4.7.3 vé-se que o R? ajustado do AM quadratico esta melhor.

Como se pode notar comparando a tabela 4.7.2 com a tabela 4.7.1, os
parametros dos modelos sdo ligeiramente diferentes em relacdo aos obtidos em
escala linear, devido a maior importancia estatistica das caudas no ajuste em
escala logaritmica.

Além disso, também comparamos a lei de poténcia para o decaimento das
caudas que resulta de cada modelo. Na secdo 4.1, inferimos que a lei de poténcia
da distribuicdo de densidade de probabilidade da volatilidade € aproximadamente
-4 (ver figura 4.1.3).

Vamos agora utilizar o melhor ajuste obtido para cada modelo:

¢ Utilizando os dados da tabela 4.5.1 e a distribuicdo estacionaria do modelo

Hull&White dada pela eg. 4.5.1, obtem-se para as caudas que P(v) =

v=@retd) | com 2y + 3 ~ 5.0;

e Utilizando os dados da tabela 4.7.2 e a distribuicdo estacionaria do modelo

HRML dada pela eq. 4.4.1, obtem-se para as caudas P(v) ~ v~ (&t?

comyg +2 ~5.8;

e Utilizando os dados da tabela 4.7.2, e a distribuicdo estacionaria do

modelo AM quadrético dada pela eq. 4.6.7, P(v) ~ v ¢+ com 2y, +

1=4.64.

A partir dessa anélise, concluimos que o modelo AM quadréatico é o mais
consistente com os dados empiricos do indice BOVESPA.
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