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2
Métodos de aprecamento de ativos e modelagem por opcoes
reais

2.1
Aprecamento de ativos por fluxo de caixa descontado

Aprecamento (valuation) € a estimagdo do valor de um ativo baseado
nas varidveis consideradas relevantes para o retorno futuro de investimentos,
na compara¢cao com ativos similares ou, quando pertinente, na estimativa de
renda gerada pela liquidagao imediata. [CFA Program Level II Curriculum,
Equity, pagina 9].

Um aprecamento adequada de ativos é uma preocupacao de diversos
agentes economicos - investidores, pesquisadores, reguladores, analistas, dire-
tores de empresas etc. — pois impacta diretamente as andlises empreendidas
pelos mesmos e, assim, suas recomendacoes e tomadas de decisoes. Como a
propria definicao acima indica, existem diversas técnicas empregadas nesse pro-
cesso e em muitos casos mais de uma técnica pode ser empregada. No entanto,
na avaliacao de projetos e de participacoes em empresas, uma das abordagens
mais populares é o fluzo de caiza descontado (FCD), que considera o valor de
um ativo equivalente a soma do valor presente dos fluxos de caixa futuros dele
esperados. Um maior detalhamento sobre técnicas de aprecamento - dentre
elas, as diversas de fluxo de caixa descontado - assim como a determinacao de
uma taxa de desconto adequada fogem ao escopo desse trabalho, mas pode ser
encontrado em outras referéncias como Damodaran (2006), Titman & Martin
(2007), dentre outros. Ainda assim, vale ressaltar que uma taxa de desconto é
considerada apropriada se reflete adequadamente o risco inerente ao ativo em
analise, isto é, projetos com maior incerteza devem ser descontados as taxas

de desconto maiores e vice-versa.

n

Valorgep = ; % (2-1)

“t” é variavel de tempo que assume valores discretos de 1...n
“FC,” é o fluxo de caixa no tempo “t”

“k” ¢é a taxa de desconto ajustada ao risco dos fluxos de caixa.
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2.2
Aprecamento de ativos por equivalente certo

Outra técnica para o aprecamento de ativos é do “equivalente certo”.
Neste caso, em vez do valor de um ativo ser determinado pela soma dos fluxos
de caixa por ele gerados descontados a uma taxa que expresse adequadamente
seu risco - “ajuste no denominador” - os fluxos de caixa esperados sao
substituidos por seus “equivalentes certos” e sua soma é descontada a taxa livre
de risco. Dessa forma, hd um “ajuste no numerador” para considerar o risco
inerente ao ativo. Um artigo cldssico nesse tema é dado por Robichek & Myers
(1966). Dixit & Pindyck (1994) abordam o tema no contexto de opgoes reais,

enquanto Titman & Martin (2007) trazem exemplos de facil compreensao.

2.3
Aprecamento de ativos por probabilidades neutras a risco

Uma terceira possibilidade de ajuste ao risco é nas probabilidades
atribuidas aos diversos estados possiveis da natureza. O trabalho mais em-
bremético nesse campo é dado por Cox & Ross (1976). Mais detalhes em
Brandao (2002) e em Shreve (2004), este com uma abordagem bastante

didatica para descrever o método em tempo discreto.

2.4
Aprecamento de ativos por opcoes reais

Desde os trabalhos pioneiros de Black & Scholes (1973) e Merton (1973)
para a avaliacao de opgoes financeiras, buscou-se estender a metodologia para
a analise de ativos reais - reservas petroliferas e minerais, concessoes, patentes
etc. Sua base tedrica/matematica é, porém, consideravelmente mais complexa

do que aquela de FCD e sera detalhada nesta secao.

24.1
Limitacoes do método de fluxo de caixa descontado

Lemme (2000) destaca as diferengas entre ativos financeiros e ativos reais
- conforme Brandao (2002) pégina 23 - e, assim, problemas para o uso do
método de fluxo de caixa descontado para ativos reais, conforme mostra a

Tabela 1 (em versao adaptada da original):
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Ativos Financeiros Ativos Reais Comentario

Divisibilidade Indivisibilidade Projetos nao sao
divisiveis; valor do
controle faz com que o
todo nao corresponda a
soma das partes

Repeticao de Eventos Eventos tinicos Nao replicabilidade
reduz utilidade de
medidas estatisticas

Alta liquidez Baixa Liquidez Baixa liquidez aumenta o
risco

Baixo custo de transagao Alto custo de transagao Viola premissas de

diversos modelos

Informacoes Assimetria de Permite ganhos de

amplamente difundidas informacao entre arbitragem
investidores

Existe Mercado Mercado iliquido ou Sem preco de mercado

pouco liquido

Risco de Mercado Risco de Mercado e Risco Privado nao
Risco Privado correlacionado com o
Mercado
Curto Prazo Longo Prazo Tempo para expiragao

Tabela 1: Diferengas entre Ativos Financeiros e Reais segundo Lemme (2000)

Outro problema do uso de fluxo de caixa descontado para opgoes reais

conforme destacado por Brandao (2002; pagina 24) é:

Ao considerar que projetos de investimento sao operados de forma pas-
siva, sem nenhuma interferéncia ou flexibilidade gerencial apds o seu inicio,
o método do FCD ignora o valor de op¢ao existente nessa oportunidade de

investimento, e pode levar a decisoes de investimento nao otimas.

2.4.2
Técnicas de Otimizacao Dinamica sob Incerteza

Dixit & Pindyck (1994) destacam duas técnicas matematicas adequadas
para a analise de investimentos sob incerteza: programagcao dinamica e método
de ativos contingentes. Tais abordagens baseiam-se em hipdteses distintas sobre
mercados financeiros e as taxas de desconto adequadas para avaliar fluxos de
caixa futuros, mas ainda assim conduzem a resultados idénticos ou bastante

proximos em muitos casos.
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Programacao Dinamica

A programagao dinamica desmembra a sequéncia de decisoes (temporais)
de um projeto: uma decisao imediata e uma funcao de aprecamento para todas
as decisoes subsequentes - a partir daquela resultante da escolha imediata -
conhecida como valor de continuagao (continuation value). Isso permite um
aprecamento de tras para frente: a ultima escolha determina a funcao de
aprecamento na pentltima etapa, o que por sua vez ¢ empregado na decisao
da antepentltima etapa e assim sucessivamente.

O método para o caso de horizonte finito pode ser resumido pela equagao

de Bellman:
1
Fi(z) = max {Wt(% ug) + mEt[FtH(xtH)]} (2-2)

x; representa a variavel de estado no instante ¢
(por ex.: prego do ativo objeto)

u; representa a variavel de decisao no instante ¢
(por ex.: exercer ou nao a opgao)

p ¢ a taxa de desconto exdgena ao projeto
(custo de oportunidade do investidor)

Fi(x;) é o valor da opgao no instante t

(g, ug) € o lucro imediato no instante t

Ei[F111(Xy41)] é o valor de continuagao

Essa equacao pode ser simplificada em tempo continuo conforme Dixit
& Pindyck (1994) pagina 105:

pE(x,t) = max {71'(&3, u,t) + %E[dF]} : (2-3)

A intuicao por tras dessas formulas estd no principio de Bellman de

otimizagao conforme a seguinte tradugao livre de Dixit & Pindyck (1994):

A estratégia otima tem a propriedade de, qualquer que seja a escolha ini-
cial, as escolhas remanescentes constituirem uma estratégia otima em relagao

ao subproblema iniciado no estado resultante das agoes iniciais.

Uma célebre aplicacao da logica de programacao de dinamica foi o
desenvolvimento do algoritmo de Monte Carlo de Minimos Quadrados por

Longstaff & Schwartz (2001), que seré descrito em segao posterior.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111787/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111787/CA

Capitulo 2. Meétodos de aprecamento de ativos e modelagem por opcées reais 18

Ativos Contingentes

O método por ativos contingentes considera que, caso os fluxos de caixa
gerados por um ativo possam ser replicados por uma combinagao (portfélio)
de ativos negociaveis, entao - assumindo a auséncia de oportunidades de
arbitragem - o valor desse derivativo deve ser idéntico aquele do portfélio que o
replica. Usualmente, constréi-se um portfélio sem risco com o ativo cujo valor
se deseja determinar, o que possibilita o uso da taxa livre de risco como taxa
de desconto. Caso o retorno do portfélio sem risco seja diferente da taxa livre
de risco, seria possivel obter ganhos por arbitragem.

A condicao de replicabilidade do ativo por outros negociaveis restringe
a aplicacao desse método. Como a taxa livre de risco é usualmente conhecida
(ou facilmente determinada), o apregamento por ativos contingentes tornou-se
bastante popular em financas. Seu uso mais célebre foi por Black & Scholes
(1973) e Merton (1973) na determinagdo de uma solucdo analitica para uma

opcao do tipo europeia, o que sera detalhado em segoes subsequentes.

2.4.3
Calculo estocastico

Definicoes

Processo Estocastico: Um processo estocastico X é uma colecao de

varidveis aleatdrias
(X4, [0,T]) = (Xi(w, t €[0,T], w e Q)) (2-4)

definidas em algum espago amostral {2 que contém todos os estados da natureza
w. O conjunto [0, T representa um conjunto infinito de instantes de tempo.

Ruido Branco: Seja {¢;} uma sequéncia de varidveis aleatérias inde-
2

’E

pendentes e identicamente distribuidas (iid) com média zero e variancia o
Esta sequéncia é denominada ruido branco (RB). Assim temos €; ~ iid tal que

E(e;) =0; Var(s) = o2

£

cov(eg, eiqp) =0 YV k+#D0. (2-5)

Passeio Aleatério: Considere ¢, um RB tal que g ~ iid(0,02).

Considere y; tal que
Yt = Y1+ & (2-6)

O processo descrito por y; define um passeio aleatério (random walk).

Processo de Incrementos Estacionarios: Seja X;, t € [0,7] um
processo estocastico. X; é dito ser um processo com incrementos estacionarios

se J
X — Xs = Xoyn — Xogn (2-7)
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para todo t,s € [0,T] et + h, s+ h € [0,T].
A igualdade L significa igualdade em distribuigao, ou seja, os processos

definidos em ambos os lados da igualdade possuem a mesma distribuigao.

Processo de Incrementos Independentes: Seja X, ¢t € [0,7] um
processo estocastico. X; é dito ser um processo com incrementos independentes

Se
X, — Xty ooy Xy, — Xo,, 4 (2-8)

sao variaveis aleatorias independentes.

Processo Browniano Padrao: Um processo Z;, t € [0,00) é denomi-
nado Browniano padrao ou processo padrao de Wiener se:
(1) ZO - 0,

(ii) Tem incrementos estacionarios e independentes,
(iii) Para todo t > 0, Z; ~ N(0,1),
(

iv) As realizagoes sao continuas, isto é, sem saltos.

o-algebra: Define-se g-algebra F, por uma cole¢ao de subconjuntos de
() satisfazendo:
(i) Nao é vazio: ¢ € F e e F,
(ii) Se A € F, entdo A® € F,
(iii) Se Ay, Ay, ..., € F, entao AeF e NAEeEF
i=1

=1

Medida de Probabilidade: Considere que F é uma o-dlgebra definida
em . A medida de probabilidade P é uma fungao P: F — [0, 1] tal que

(i) P(Q) =1

(i) A;NA; =0 para i # j, entao

P(AjUAy...)=P(Ay) + P(As) +--- (2-9)

A tripla (2, F, P) é denominada de espago de probabilidade e os conjuntos

pertencentes a F sao denominados eventos.

Medidas de Equivalentes: Duas medidas de probabilidade P e @
em (£, F) sado equivalentes se concordam em quais conjuntos de F tem

probabilidade zero.

Medida Neutra ao Risco: A medida de probabilidade @ é neutra ao
risco se P e () sao equivalentes e se sob () os processos de precos descontados

de cada ativo do mercado ¢ martingal.

Filtragao: Uma colecao de o-dlgebras F; em () é denominada filtracao

se, para todo 0 < s < t, tem-se que F; C F;.
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F-mensuravel: Seja F uma o-dlgebra, entao qualquer conjunto de F é

dito F-mensuravel. Uma funcao X : Q@ — R é dita F-mensuravel se o(X) C F.

Processo Adaptado: Diz-se que um processo estocastico Z; é adaptado
a filtracao F; se a o-algebra gerada por Z estd contida em JF, ou seja,
o(Z;) C Fi. Todo processo estocéastico Z é sempre adaptado a sua filtragao
natural, ou seja, F; = 0(Zs) para s < t. Um processo estocastico Z é adaptado

se, para todo t, Z; é F-mensuravel.

Processo Martingal: Um processo estocastico Y = (Y;,t > 0) é
denominado martingal com respeito a filtragao (Fz, t > 0) se:

(i) E(]Y;]) < oo parat >0,

(ii) Y é adaptado a F,

(i) E(Y; | Fs) =Y, para 0 <s <t

Processos Submartingal e Supermartingal: Considere um espaco
de probabilidade (Q,F,P) e seja Y; um processo estocastico adaptado e
U<t<T:

(i) E(Y; | Fs) > Ys para 0 < s < t, diz-se que o processo é submartingal,
(i) E(Y; | Fs) < Y; para 0 < s < ¢, diz-se que o processo ¢é

supermartingal.

Integral de It6 de um Processo Generalizado: Considere um espaco
de probabilidade (€2, F, P) e uma partigao d,

5n10:t0<t1<"'<tn_1<tn:T (2—10)

Seja Z, 0 < t < T um processo Browniano padrao e o; um processo

estocastico atendendo a:

(i) o¢ é um processo adaptado a F;, em que F; = 0(Zs, s <t),
(ii) [fOT Uzdu] < 0.

A integral de Ito fOT oudZ, ¢é o limite médio quadratico quando n — oo,

n T
Zo—iflAiZ - / O'udZu
i=1 0

ou seja, )

lim ¢ F

n—oo

—0 (2-11)

com AZZ = Zt1 — th‘—l'
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Processos de Ito

Sao processos estocasticos do tipo:

dS(t) = u(S(t),t) x dt + o(S(t),1) x dZ(t). (2-12)

Observagao: aqui ¢ é uma parametro/fungdo para a volatilidade do

processo e nao uma sigma-algebra como na secao anterior.

Notar que os termos i e o, na notagao acima sao fungoes da variavel
aleatéria S(t). A primeira é a fungao do valor esperado de S(t) descrevendo
assim sua “tendencia”. A outra é a funcao de sua volatilidade, logo relacionada
a aleatoriedade da variavel aleatéria. A seguir, algums exemplos de processos
de Ito.!

Processo Browniano Padrao ou Processo Padrao de Wiener

WS, =0 e o(S(),t) =1

dS(t) = dZ(t). (2-13)
Movimento Aritmético Browniano

u(S(t),t)=a e o(S(t),t)=>b comaeb constantes

dS=axdt+bxdZ (2-14)

Movimento Geométrico Browniano

W(S(t),t) = ux SEt) e o(S(t),t) =0 x S(t) (2-15)

dS(t)/S(t) = u x dt + o x dZ(t) (2-16)

Processo de Ornstein-Uhlenbeck (Reversao a Média)

p(S(8),t) = nx [S(t) = SH)] e o(S),t) =0 (2-17)

dS(t) =n x [S(t) — S(t)] x dt + o x dZ(t) (2-18)

n é a velocidade de reversao S(t) é o valor de equilibrio no long prazo.

!Observacao: uma discussao mais detalhada das vantagens e desvantagens de cada modelo
pode ser encontrada em Dias (2005).
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Processo de Reversao a Média com Tendéncia (Pindyck,1999; Ozo-
rio, Pinto, Baidya e Brandao, 2012)

Y () = In(S(t)) (2-19)

WY (1),8) = kx (C(t) =Y (1)) x dt +dC(t) e o(Y(t),t) =0 xdZ(t) (2-20)

dY (t) =k x (C(t) = Y(t)) x dt + dC(t) + o x dZ(t) (2-21)
C'(t) é a tendéncia de longo prazo linear em ¢, deterministica e nao observavel

em Y (t). k é o parametro de reversao

Observagao: aqui foi empregada a nomenclatura original de Ozorio,
Pinto, Baidya e Brandao (2012) para C(t) e Y (¢), diferente daquela utilizada
no restante deste texto.

Dentre os diversos processos de 1t6, o mais comumente empregado para
expressar a trajetoria dos retornos dos precos de ativos é o MGB, uma vez que
e é o modelo que melhor se adequa as observacoes empiricas de lognormalidade
dos retornos dos ativos. I possivel provar que uma variavel aleatoria que segue

um MGB apresenta distribuicao lognormal do tipo:

In[S(T)/S(t)] ~ N(u—1/2 x 0%, 0% x t). (2-22)

Processos Estocasticos com Saltos

Os processos estocasticos citados anteriormente sao definidos em tempo
continuo (processos de difusdo). Apesar de serem amplamente empregados,
ha casos em que outros processos sao mais apropriados. Dessa forma, nessa
secao serao explorados os processos estocasticos que consideram a ocorréncia

de saltos discretos na variavel modelada.

Processo de Poisson
dS(t) = f(S(t),t) x dt + g(S(t),t) x dq (2-23)
dq corresponde a um incremento aleatério, definido conforme abaixo:

0,com probabilidade 1 — X\ x dt
dq = (2-24)
u,com probabilidade A\ x dt

u é a amplitude do salto A corresponde a frequéncia dos saltos.
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Processo de Reversao a Média com Saltos (Dias & Rocha, 1999)

W(S(t),8) =n x [S(t) — S(t) —Ax k] e o(S(t),t) =0 x dZ(t) +dg (2-25)

dS(t)/S(t) =n x [S(t) — S(t) — A x k| x dt + o x dZ(t) + dq (2-26)

0, com probabilidade 1 — A\ x dt
dq = (2-27)
¢ — 1, com probabilidade A\ x dt
k=E[p— 1]

n,S(t), A definidos com antes dg é um Processo de Poisson independente de
dZ(t), ¢ é a distribuigdo de probabilidade do tamanhos dos saltos conforme

ilustrada pela Figura 1:

jump-down I

[ %)
|
|

jump-up

frequency
no-jump

I

- -50% o +100%
Jump Size

Figura 1: Distribui¢do de probabilidade de dimensdo de
saltos de Dias & Rocha (1999)

Processo de Reversao a Média com Saltos (“Modelo de Marlim”;
Dias, 2005)

WS, ) =0 x [SE —SH)] e o(SE),t) =0 xdZ(t)+dg  (2-28)

dS(t) =n x [S(t) — S(t)] x dt + o x dZ(t) + dq (2-29)
0, com probabilidade 1 — A x dt
dqg = (2-30)
¢, com probabilidade A x dt
k = E[¢]

Nesse caso, nao hd um terno de compensagao de Poisson (“—\ x k") pela
adocao de uma distribuicao de saltos de simétrica. Esse modelo é inspirado em
Das,1998.
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O Lema de It

A partir da formulacao do prego de ativos como processos de It6 é possivel
utilizar um importante resultado do calculo estocéstico para determinagao do
processo seguido por um derivativo. Esse resultado é conhecido como Lema de
Ito:

Se S(t) segue um processo de It6 conforme:
dS(t) = p(S(t),t) x dt + o (S(t),t) x dZ(t). (2-31)

E C[S(t),t] é uma fungao duas vezes diferencidvel de S(t).

Entao: dC(S,t) = Cs x dS + 5 x Csg x (dS)* + Cy x dt, em que os
subscritos denotam as derivadas parciais de C[S(t), t].

Uma demonstracao informal possivel para o Lema de Ito é efetuar a
expansao de Taylor para C[S(t),t] desprezando os termos de ordem (dt)?,

pouco relevantes na analise. Vale ressaltar que para qualquer processo de Ito:

[dS(t)])? = [u(S(t),t) x dt +a(S(t),t) x dZ(t)]?

[dS(t)]? = [u(S(t), 1) x dt]*2 x [u(S(t), 1) x dt] x [0(S(t), 1) x dZ(t)]
+[o(S(t),t) x dZ(t)]”

[dS(1)]? = 0(dt?) + 0(dt¥?) + a2(S(t),t) x dt = o>(S(t),t) x dt

[dS (1) = o(S(t), ) x dt (2-32)

uma vez que dZ(t) ~ 0(dt'/?).

Segue uma demonstracao informal da afirmacao acima:

O incremento de Wiener dZ ¢ definido como dZ = e(dt)z, em que
e~ N(0,1). Dessa forma:

E[(dZ)*] = E[e*(dt)] = dt E[¢*] = dt
var[(dZ)?] = var[e?(dt)] = dt* var[e?] ~ 0 pois dt* ~ 0

244
Aprecamento de opcoes financeiras

Conceitos Basicos

O que sao opcgoes

Uma opg¢ao é um contrato que da o seu detentor o direito - e nao a

obrigagao como em um contrato futuro ou a termo - de comprar ou vender
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algum ativo a um prego previamente determinado (prego de exercicio) em uma
ou mais data(s) futura(s) - tempo de maturagao ou de exercicio. O direito serd
uma compra se a opgao for de compra (call) ou uma venda se a opgao for
de venda (put). E importante ressaltar que o ativo subjacente a opcao nao
¢ obrigatoriamente financeiro. Um exemplo desse caso é a decisao de uma
empresa petrolifera de abandonar - ou nao - um prospecto, um caso tipico de
uma opgao real.

Outra distingdo importante é entre opgoes europeias e americanas. As
europeias permitem ao seu detentor o direito ao exercicio da opgao apenas
no tempo de maturacao estabelecido. As opgoes do tipo americana sao, por
outro lado, mais flexiveis, permitindo seu exercicio em qualquer momento até
o tempo de maturagao.

O beneficio/direito descrito refere-se ao investidor que assume uma
posicao comprada - long position - na opc¢ao, isto €, que paga um custo inicial
- prémio da opc¢ao - para adquirir o direito inerente a opc¢ao. Por outro lado, o
investidor que vende a opg¢ao assume uma posicao vendida - short position - e
recebe uma compensacao financeira inicial correspondente ao prémio da opgao
por assumir o compromisso contratual decorrente da opcao.

Importante destacar que: (i) estar comprado em uma call e vendido em
uma put correspondem a posicoes compradas no ativo subjacente, ou seja,
demonstram uma expectativa de apreciacdo do mesmo; (ii) estar vendido em
uma call e comprado em uma put correspondem a posi¢oes vendidas no ativo
subjacente, isto €, de expectativa de depreciagao do mesmo.

Alguns exemplos de opgoes, segundo Hull (2006):

e Opcoes de agoes: tipo mais conhecido dentre as opgoes; além de negoci-
adas em mercados organizados, sao muito usadas como forma de remuneragao
variavel a executivos de companhias abertas; esse tipo de opcao distingue-se
dos direitos de subscricao na medida em que este é um direito concedido pela
propria companhia a seus acionistas para comprar - subscrever - mais acoes da
mesma, isto é, consiste em uma relacao investidor-companhia e nao investidor-
investidor ou colaborador-companhia.

e Opcoes de moeda estrangeira: tém como ativo subjacente alguma
moeda estrangeira - dolar, euro, iene, peso etc. - sendo muito empregadas
para fins de hedge.

e Opcoes de indice: tem como ativo objeto uma cesta “imaginaria”
composta pelos ativos integrantes de algum indice - Bovespa, S&P 500, Nasdaq
100 etc. Como o ativo subjacente é “imagindrio”, a liquidacao desse tipo de
opcao sempre se da por dinheiro.

e Opcgoes de futuros: tem como ativo subjacente um contrato futuro


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111787/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111787/CA

Capitulo 2. Meétodos de aprecamento de ativos e modelagem por opcées reais 26

qualquer, logo é um derivativo do derivativo.

e Opgoes reais: tem como ativo subjacente um ativo nao-financeiro, como
uma reserva mineral, uma patente ou até um projeto em uma empresa.

Uma opc¢ao permite alavancagem, uma vez que o investidor que assume
uma posicao comprada na opcao desembolsa apenas o valor do prémio para
estar exposto ao montante correspondente ao prego exercicio. No entanto, é
importante distinguir a alavancagem de opcoes daquela de contratos futuros. O
investidor participante de um contrato futuro esta de forma inequivoca exposto
a um “grande” volume financeiro, enquanto que no caso da opgao isso é certo
apenas para o investidor em posi¢ao vendida. Isso porque, como é o investidor
em posicao comprada que possui o direito inerente a opc¢ao, é razoavel esperar

que ele s a exercera quando lhe for vantajoso.

Paridade Put-Call
A equacao abaixo descreve como os valores de opgoes de compra e de
venda europeias sobre um mesmo ativo e com mesmo tempo de maturagao e

preco de exercicio ser relacionam:
CH+Kxe ™It =pig, (2-33)

Sua deducao decorre do principio de inexisténcia de oportunidades de
arbitragem e é na pratica uma importante fonte de oportunidades de operagoes.
Considere dois portfolios m4 e mg montados no tempo t. O primeiro é
composto de uma opcao de compra européia com preco de exercicio K sobre
um ativo qualquer S e uma quantidade em dinheiro equivalente a K xe~"*(T=%).
O outro é composto por um opcao de venda europeia de mesmos parametros

e uma acao do ativo S. Assim, no tempo t os portfélios sao:

Tag=c+ K xe ™D (2-34)

WS,t =P + St (2-35)

No tempo de maturacao, os valores desses portfélios serao:

mar = max(Sr — K,0) + K = max(Sr, K) (2-36)

g = max(K — Sp,0) + Sy = max(K, Sr). (2-37)

Isto é, os portfélios montados tém o mesmo valor no tempo de maturacao.
Assim, para que nao ocorram oportunidades de arbitragem, é necessario que
eles tenham o mesmo valor no instante inicial ¢ e dai decorre a equacao

enunciada inicialmente.
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Férmula de Black and Scholes (1973) e Merton (1973)

As hipéteses de Black, Scholes e Merton

Por abordagens diferentes, ainda que parecidas, Black, Scholes e Merton
em 1973 deduziram uma férmula para o aprecamento de uma opcao de
compra europeia. Antes de um breve comentario sobre sua abordagem, convém

ressaltar algumas hipdteses por eles empregadas:
a) A taxa livre de risco é conhecida e constante ao longo do tempo.

Modelos para aprecamento de derivativos desenvolvidos posteriormente
ja contemplam o caso da taxa livre de risco nao ser constante. Essa hipdtese é
usualmente véalida para opgoes negociadas em bolsa, cujo tempo de maturagao

¢ curto (menos de 9 meses).
b) O preco do ativo segue um movimento geométrico Browniano;

E possivel modelar o prego de um ativo através de outros processos, mas

o MGB ¢ o mais empregado.
¢) O ativo nao paga qualquer dividendo;

Caso a bolsa de valores em que o ativo é negociado nao faca qualquer
ajuste ao prego de exercicio (strike) na ocorréncia de distribuigao de dividendos
¢é relevante ajustar o modelo de apregcamento para considerar tal distribuicao.
Felizmente, é facil adaptar a abordagem BSM para considerar um ativo que
paga dividendos. (McDonald, 2006).

d) O derivativo analisado é do tipo opgao de compra europeia, logo seu

exercicio s6 é possivel no vencimento da opgao 1" ao preco de exercicio K

E possivel deduzir a férmula para uma opcao do tipo de venda, empre-

gando a paridade Put-Call.

e) Nao hé custos de transagdo para comprar ou vender tanto a acao

quanto a op¢ao;

Na prética, qualquer transacao em bolsa esta sujeita a pagamento de
taxas a essa instituicao e a respectiva corretora empregada. Tais valores
representam, porém, uma fracao bastante reduzida do montante negociado.
Além disso, é notéria no mercado a existéncia de uma diferenca de pregos de
compra e de venda (bid-ask spread), que representa uma forma de compensagao
aos agentes formadores de mercado (market-makers). Esses agentes garantem a
liquidez de papeis ao apregoar com frequéncia a venda e a compra de ativos na
bolsa. Como compensacao para o risco que incorrem, ofertam precos distintos

para cada caso.
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f) E possivel “alugar” qualquer fracdo de uma acao ao custo da taxa

livre de risco;

O aluguel de acoes é uma operacao que permite a um investidor especular
a queda de preco da acao, efetuando uma venda a descoberto. Nesse caso,
o investidor “tomaria um aluguel” da acao - sob a obrigacao de devolver a
acao apoés o periodo acordado - para vendé-la no mercado. Se a aposta do
investidor se revelar correta, no momento que este precisar devolver a acao
a seu “dono” , a acao estard valendo menos do que no momento em que foi
vendida e o investidor ird recompra-la a um preco menor. O pressuposto de
“divisibilidade” da acao é razoavel, pois na pratica esse tipo de operagao é
realizado para um grande niimero de agoes. Dessa maneira, uma “fracao” da
quantidade desejada seria na verdade um nimero inteiro de agoes. Exemplo:

um oitavo de 1.000 (mil) agdes sao 125 agoes.

Observacao: essa secao nao se refere a definicao de taxa de aluguel
(lease rate) que inclui todos os pagamentos necesséarios do tomador do aluguel
ao doador, como dividendos (McDonald, 2006).

g) Nao ha penalidades para um investidor que assume uma posigao

vendida em um papel.

Nos ultimos anos, criticas foram feitas a investidores que assumem uma
posicao do tipo naked short-selling, que consiste na venda a descoberto de
um ativo sem té-lo sob sua custédia - tomando um aluguel do mesmo ou
comprando a mercado. No entanto, salvo o caso descrito acima, a pratica de

assumir posicoes vendidas em ativos segue comum e inerente ao mercado.

h) Os ativos sao divisiveis e as negociag¢oes ocorrem em tempo continuo.
A equacgao diferencial de Black, Scholes e Merton pelo método de
ativos contingentes

Primeiramente, é importante relembrar como variam tanto a agao quanto
sua opcao.

Se a agao segue um MGB - hipétese (b) acima - entao:
S(t)/S(t) = p xdt+ o x dZ(t). (2-38)

Uma opgao de compra C[S(t),t] pode ser expressa pelo seu payoff no

vencimento da opgao trazido a valor presente:
e "I E9max(S(T) — K, 0)]

= 7r>< (T—1) / max ) — K, 0) X fST(ST) X dST (2_39>
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A expressao acima descreve o valor da opcao como o valor esperado da
estratégia “maximizadora” de lucro no tempo de maturacao da opg¢ao nos
diferentes cendrios possiveis. Vale ressaltar que fg, ¢ a funcao densidade de
probabilidade neutra ao risco do ativo subjacente a opgao com variavel St.
Se o preco da acao nesse momento estiver acima do preco de exercicio K,
entao a opgao deve ser exercida, e o investidor obtém um lucro S(T") — K. Do
contrario, a op¢ao nao deve ser exercida e o investidor obtém um lucro igual a
0 (zero). Mais importante, porém, é notar que essa expressao descreve a opgao
de compra como uma funcao duas vezes diferenciavel de S; e uma vez de t,

dessa forma vale o Lema de It0:

dC(S,t) = Cg x dS + 1/2 x Cgg x (dS)? + C, x dt
dC(S,t) = Cg x [ux S(t) x dt + o x S(t) x dZ(t)]
+1/2 x Cgg x 0% x S* x dt + C; x dt. (2-40)

E interessante notar que a unica fonte de incerteza no comportamento
de dC(S,t) é dZ(t), a mesma fonte de incerteza de dS(t). Isso sugere que deve
haver alguma combinagao possivel de quantidades de S(t) e C(S,t) de tal
forma a eliminar essa fonte de incerteza. Assim, uma estratégia de investimento
(portfélio) que combinasse essas quantidades teria um retorno sem risco. Mas
isso sendo verdade, pelo principio de nao-arbitragem, esse retorno deve ser a
taxa livre de risco. Essa ¢ a ideia fundamental por tras da equacao diferencial
de BSM deduzida pelo método de ativos contingentes. Assim, seja m o portfolio

a seguir e n um numero inteiro qualquer de unidades compradas da opcao:

w(t) = C(S,t) — nS
dr(t) = dC(S,t) — n[dS(t) + 6S(t)dt]
dr(t) = Cs[uS(t)dt + o S(t)dZ(t)] +1/2 x Cgg x 0 x S(t)*dt+
+ Cydt — n[uS(t)dt + o S(t)dZ (t) + 65(t)di]
dr(t) = [(Cs — n)uS(t) +1/2 x Cgg x 02 x S(t)? + C; — ndS(t)]dt+
+ (1 —n)aS(t)dZ(t)

Escolhendo n = Cly, isto é, vendendo C's unidade do ativo subjacente:
dr(t) = [1/2 x 0% x S(t)* x Csg + C; — §S(t)Cs]dt. (2-41)

Como nao ha mais risco nesse portfolio durante o periodo dt, seu retorno
deve ser equivalente a taxa livre de risco para o montante nele investido m;, ou

seja dm(t) = rmy dt durante esse periodo de tempo. Assim:
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rodt = [1/2 x 0 x S(t)? x Css + C; — § S(t)Csldt (2-42)

r[C(S,t) — S(t)Csldt = [1/2 x 0 x S(t)* x Cgg + Cy — 6 S(t)Cs]dt. (2-43)

Finalmente, a equacao BSM para o caso de um derivativo sobre um ativo

que distribui dividendos é?
Cy +1/2 x 0% x S(t)* x Cgg + (r — 0)S(t)Cs — rC(t) = 0. (2-44)

De condicoes de contorno:

Trivial: C(S(t)=0)=0

Expiracao: C(S(T)) = max(S(T") — K,0)

Continuidade: C(S(t)=8) =8 - K

Contato Suave: (Cg=1

Observacao 1: E importante ressaltar que a equagao diferencial acima
nao se limita a uma opcao de compra. Qualquer derivativo que seja uma funcao
duas vezes diferencidvel de S(t) ~ MGB e uma vez diferenciavel de t deve
obedecer a expressao enunciada.

Observacao 2: Convém destacar novamente que o portfélio descrito
acima pode ser considerado “sem-risco” apenas por um curto periodo de
tempo de dt, e para que permaneca sem risco, deve ser “rebalanceado”
frequentemente, isto é, deve ser escolhido novamente o valor de n para o qual

o portfélio é sem risco. (Hull, 2006).

A férmula de Black, Scholes e Merton por Black & Scholes

Black & Scholes em seu artigo The Pricing of Options and Corporate
Liabilities (1973) empreenderam uma engenhosa solugdo para a equagdo
enunciada na secao anterior. A dupla percebeu que a expressao trata-se de uma
equagao diferencial parcial, o que os motivou a efetuar uma troca de varidveis
nao-trivial e obter a equacao na forma Css = C} (igualdade entre a segunda
derivada da opcao em relacao ao ativo subjacente e a primeira derivada da
op¢ao em relagao ao tempo). Esta consiste em uma equagao diferencial ja muito
estudada e de solucao conhecida para certas condicoes de contorno - aplicando
técnicas como separacao de variaveis e transformada de Fourier. Ela descreve
o processo de difusao de calor ao longo do tempo em uma barra metalica,
motivando seu nome de “equacao de transferéncia de calor”. A condicao de

contorno empregada foi a do payoff da opcao no seu tempo de maturagao -
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o(T) = max(S(T) — K, 0):

C(t) = Sy x N(dy) — K x e T 5 N(dy) (2-45)

i = In(S;/K) + (r+0%/2) x (T —t) (2.46)
o X /(T —t)

d2:ln(St/K)+(r—02/2)><(T—t) —d—ox T D). (2.47)
o X /(T —t)

Em que N(x) representa a fungao de distribui¢ao acumulada para uma
distribuicao normal padrao.

Merton em seu artigo Theory of rational option pricing (1973), além de
tentar estender a abordagem de B&S para uma teoria geral de aprecamento de
op¢oes, empreende uma abordagem diferente na deducao da equacgao diferencial
que conduz as férmulas citadas acima. Sua abordagem prescindiu do Capital
Asset Pricing Model empregado por B&S. Assim, a dedugao descrita na segao
anterior apoia-se nessa abordagem de Merton, que constituiu a base para

desenvolvimentos posteriores da teoria de aprecamento de derivativos.

A férmula de Black, Scholes e Merton por Cox & Ross

Uma abordagem alternativa a de equacgoes diferenciais empregada por
BSM para deducao da férmula de precificacao de opgoes é a valoracao neutra-
ao-risco. Nela, é usada uma medida diferente da “real” de tal forma que o
retorno esperado de todos os seja a taxa de livre de risco. Essa medida é
denominada “neutra ao risco”.

Mas como isso seria coerente com as férmulas de BSM? Basta notar
que nenhuma das féormulas depende do retorno esperado sobre o ativo-objeto
ou sobre a opgao. Se isso acontecesse, haveria indicios da impertinéncia da
hipdtese de neutralidade ao risco, uma vez que os retornos esperados sobre
ativos dependeriam das preferéncias de risco do investidor. Mas como isso nao
ocorre Cox & Ross (1976) verificaram que usando esse artificio é possivel obter
as férmulas de aprecamento de opgoes de BSM. Vale ressaltar novamente que
as formulas independem da preferéncia de risco do investidor, mas podem ser
calculadas facilmente empregando a medida neutra ao risco.

A abordagem de Cox&Ross (1976) comeca por onde o valor da op¢ao de

compra ¢ indubitavelmente conhecido, no tempo de exercicio:
C[S(T),T) = E°max(S(T) — K,0) | Fr]. (2-48)

Dessa maneira o valor da opg¢ao no tempo t consiste no valor da opcao

no tempo T descontado pela taxa livre de risco:
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C1S(t),t] = e ™ TV EQmax(S(T) — K,0) | F. (2-49)

O valor do ativo-objeto em T'— S(T) - segue incerto. No entanto, con-
siderando esse como um MGB, sua distribui¢ao de probabilidade é conhecida

- lognormal - e é possivel obter as formulas de BSM por:
CIS(t),1] = e T8 x / max(S(T) — K,0) X fs,.(St) X dg. (2-50)
Q

Em que fs, é a funcao densidade de probabilidade neutra ao risco do
ativo subjacente a opcao com variavel Sy e o valor esperado condicional foi
substituido pelo valor esperado incondicional pois incrementos do Browniano

(Br — B;) sao independentes da filtracao F.

O Modelo Binomial

Cox-Ross-Rubinstein (1979)

Em 1979, Cox-Ross-Rubinstein (1979) desenvolveram uma abordagem
conceitualmente mais simples para o aprecamento de opgoes do que aquela de
BSM mas nao menos poderosa ou importante. O trio analisou o comporta-
mento do preco do ativo objeto em tempos discretos e pressupos que seu com-
portamento seguiria um passeio aleatério, isto é, de um instante para outro
o preco do ativo poderia se comportar de forma imprevisivel, podendo subir
ou cair - como um “sucesso” e um “fracasso” em eventos de Bernoulli. O
formidavel dessa abordagem é representar a analogia em tempo discreto do
modelo de BSM, uma vez que para intervalos discretos cada vez menores, tal
pressuposto de aleatoriedade leva a hipdtese de distribuicao lognormal para
o preco de ativos - uma consequéncia da hipdtese de movimento geométrico
Browniano, como citado anteriormente.

Esse modelo considera apenas a variagao do ativo do instante inicial ¢ = 0
a outro futuro t = 1, isto é, seus valores S(0) e S(1). Assim, tem-se o valor
inicial como conhecido e o futuro como incerto, isto é, o valor futuro é uma
varidvel aleatdria, que assumird uma valor u vezes maior que S(0) em um
evento “positivo” H - head - e d vezes maior que S(0) em caso de um evento
“negativo” T - tail - de tal forma que d < 1+ r < u (condicdo suficiente para
prevenir oportunidades de arbitragem) em que r é a taxa livre de risco, ou

seja:
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t=0 t=1
S(1,H) = uS(0); C(1,H)

S(0); C(0)
S(1,7) = ds(0); C(1,7)

Figura 1a: Representagdo do modelo Cox-Ross-Rubinstein

Notacao: ¢ denotard um evento qualquer, podendo assumir os “valores”
Hel.

Observacgao: a desigualdade enunciada é condigao suficiente para im-
pedir a ocorréncia de oportunidades de arbitragem.

De maneira anédloga a abordagem de BSM, é possivel construir o seguinte

(139l

portfélio com uma “unidade” ativo objeto e “n” da opcao:
m(t,e) = S(t,e) +n x C(t,¢). (2-51)
Ele ira assumir os seguintes valores no instante futuro:

7(1,H)=S(1,H)+nxC(l,H)=ux S(0)+nx C(1,H) (2-52)
(1, T)=S(1,T)+nx C(1,T) =d x S(0) +n x C(1,T). (2-53)

Dessa maneira, ¢ possivel determinar o valor de n para o qual esse
portfélio é sem risco (basta igualar as duas expressoes):
7w x S(0)—dx S(0)

(2-54)

O preco da opcao pode ser, assim, facilmente determinado (considere
T tamanho do intervalo entre os instantes 0 ¢ 1) usando a férmula acima e
igualando o valor conhecido para montar o portfélio com o valor presente de

seu valor futuro, o qual é conhecido pois o portfélio foi montado sem risco:

5(0) £ nx O(0) = X 5O +n x CAT _ [ux 5(0) +n x C(L,T)]

erXT €r><T
(2-55)
Assim
C0)=50)xnx (1—uxe ™+ C(1,H) xe ™. (2-56)
Definindo p = %, C'(0) também pode ser assim definido:
C(1,H 1-— C(1,T
O(O)z[px (1, H) +( p) x C(1, )] (2-57)

er><T
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E interessante notar que p consiste na probabilidade neutra ao risco de
ocorréncia do evento {H }.

Essa abordagem de um periodo pode ser estendida a n periodos sequenci-
ais, através da construcao de uma arvore de eventos, em que cada ramificagao
representaria uma valorizacao “u” do ativo ou “d” e cada um dessas originar-
iam outras duas ramificacoes, até ocorrerem n niveis distintos de remos. Para
determinar o valor justo da opc¢ao basta efetuar o processo de um periodo do
pentltimo ao iltimo periodo para obter os valores justos naquele periodo, em
seguida do antepenultimo ao pentltimo e assim sucessivamente. A férmula a

ser obtida para C(t) é como segue:

C(t) = S(t) x En: (%) xp' x (1—p)" 7 x <uy>;7jn_]>

ji(n —j)

“n g . n! o x (1 oy ]
~t 3 () < <0 .

j=n

log(K/S¢xd™)
log(u/d)
maior do que o valor da expressao entre [(J].

emque a >nea= [ ], isto é, a é o menor inteiro nao negativo

Vale ressaltar que os termos entre colchetes podem ser vistos como as
funcoes de distribuicao acumulada binomiais, de onde decorre o nome do
modelo abordado. Por fim, a férmula acima expressa o valor da opcao pelo
valor esperado de seu payoff no tempo de exercicio trazido a valor presente
pela taxa livre de risco.

Observacgao: O payoff de um derivativo é a “recompensa” desse deriva-
tivo no tempo de exercicio. Por exemplo, para uma opcao de compra, ele sera
zero se o preco de exercicio estiver acima do preco do corrente do ativo ou a

diferenca entre o preco do ativo e o prego de exercicio (“lucro”).

Aprecamento de opgoes americanas pelo modelo binomial

Uma das vantagens do modelo binomial é a possibilidade de avaliar nao sé
as opgoes europeias de Black & Scholes e Merton (1973), como também opgoes
americanas. Além disso, o método também permite considerar outros processos
estocasticos para o prego do ativo subjacente da opgao (além do movimento
geométrico Browniano). Por esses motivos, assim como pela “facil” intuigao
do método, Brandao, Dyer e Hahn (2005) aplicam o modelo na avaliagao de
opgoes reais - cujo conceito serd detalhado em secao posterior deste capitulo.

Mais especificamente, empregam o modelo binomial em um investimento

em fases - o que pode ser interpretado com uma sequéncia de opcoes, ou uma
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opcao composta. Eles apontam que uma vantagem do uso de arvores binomiais
em opgoes reais ¢ facilidade para modelar nés de decisao, inclusive de intervalos
variados. Por outro lado, hé casos em que a aplicacao do modelo binomial nao
é possivel ou é de dificil execucao, como no caso de opcoes perpétuas ou com
varias fontes de incerteza.

O trio distingue inicialmente entre riscos de mercado e riscos privados de
um projeto. No primeiro caso, um risco pode ser replicado por uma carteira
de ativos negociados. No outro o caso, o risco é avaliado a partir de crencas
subjetivas/preferéncias e, por isso, desconsiderado no calculo dessa taxa por
nao ter correlacao com riscos de mercado.

Brandao, Dyer e Hahn (2005) assumem que o valor do projeto segue
um MGB e que, assim, a distribui¢cdo de probabilidade (lognormal) de seus
retornos pode ser definida por sua média e desvio padrao. Sua taxa de retorno
esperada (“média”) é determinada supondo que o valor “justo” do projeto
pelo método de fluxo de caixa descontado ignorando suas opgoes é seu valor
de mercado. Nesse caso, a aquisicao do projeto a esse preco representaria um
VPL de 0 (zero) para o investidor, ou seja, seu retorno esperado é igual a taxa
de desconto ajustado ao risco. O desvio padrao dos retornos (volatilidade) é
determinado empregando uma simulacao de Monte Carlo para os retornos a
partir de uma projegao de fluxo de caixa. Determinada a volatilidade, torna-se
possivel construir uma arvore binomial para modelar o processo estocastico do
valor do projeto. Incertezas especificas ao projeto podem ser consideradas no

modelo pela adicao de ndés a arvore.

Métodos de diferencas finitas

O método diferencgas finitas procura resolver a equagao diferencial parcial
que deve ser obedecida por um derivativo transformando-a em uma equacao
de diferencas. Isso ocorre “discretizando” o problema - isto é, aproximando as
variacoes continuas no preco do ativo e do tempo por um nimero arbitrario de
pontos para cada grandeza - e partir dai resolvendo iterativamente as equagoes
de diferencas construidas.

O “eixo” do tempo seria desmembrado em N intervalos igualmente
espagados de 0 (zero) a T (tempo de vida da opgao) de tamanho At. Assim,
haveria N + 1 pontos: 0, At,2At,...,T. Para a discretizagao dos pregos de
ativos, considerar-se-ia AS “suficientemente pequeno” sobre um intervalo
[(0,9)]max- Hull (2006) ao tratar de uma opgao de venda, define AS = Syax /M,
em que Spax seria um valor grande o suficiente para o preco do ativo para tornar
a opcao sem valor e IV, o nimero de espacamentos desejado.

Feito esse processo - construcao de um “grid” de (M + 1) x (N + 1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111787/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111787/CA

Capitulo 2. Meétodos de aprecamento de ativos e modelagem por opcées reais 36

pontos - escolhe-se alguma aproximagao para as derivadas parciais (Cy, Cs e

Css) da equagao abaixo.
1
C’t+§><02><52><C55+r><5(t)ng—er(t):O (2-59)

A seguir, alguns tipos dessas aproximacoes sao mencionados.

Método Explicito de Diferengas Finitas

Seja i = 1,..., N o indice para a discretizagao do tempoe 7 = 1,.... M

para a do preco do ativo, as aproximagoes discretas para as derivadas parciais

sao:
O — Ci+1,j;rlx_AC;+l,jl (2-60)
Cos = Sttt ¥ Cettcn Z2X Gy (2-61)
C, = C“Z—ZCY : (2-62)
Isso permite reescrever a equacao diferencial da seguinte:
aj X Ciy1jo1+b; x Cip1j+ & x Cipy 1 = Cij (2-63)
. 1 1 4 1 9 9
aj:mx(—§xr><]><At—l—§xa X j° x At) (2-64)
by = ﬁ < (1= 02 x 2 x At) (2-65)
éj:ﬁx(%xrxijtJr%x(fojQxAt). (2-66)
Além disso, o valor da opcao deve obedecer as seguintes condigoes de
contorno:

Cyj =max[j x AS— K,0] com j=0,1,...,M (2-67)
Cio=0 com i=0,1,...,N (2-68)
Civy=S com i=0,1,...,N. (2-69)

Dessa forma, sao conhecidos os valores da opgao no instante 7', a partir
do qual, aplicando as féormulas acima de forma sucessiva, é possivel determinar

os valores da opcao em instantes anteriores.

Método Implicito de Diferencas Finitas

Seja i = 1,..., N o indice para a discretizacao do tempo e j = 1,.... M

para a do preco do ativo, as aproximagoes discretas para as derivadas parciais
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nesse caso sao:

Co = Cit1,j+1 — Cij

2x AS (2-70)

y 9 .
Cgg = Ciger + CX5'12 x Ci, (2-71)
C, = —C”LZ; Cis (2-72)

Isso permite reescrever a equagao diferencial da seguinte forma (Hull,
2006):

a; X Ci,j—l + bj X Ci,j + c; X Ci,j—f—l = Ci+1,j (2—73)
1 ~ 1 2, 2
aj:§><T><j><At—§X0 X j° x At (2-74)
bj =147 x At +0? x j% x At (2-75)
1 1
cj:—§><r><j><At—§><02><j2><At. (2-76)

Novamente, o valor da opcao deve obedecer as seguintes condicoes de

contorno:

Cyn,j =max[j x AS —K,0] com j=0,1,...,.M (2-77)
Cio=0 com i=0,1,...,N (2-78)
Civm=S com ¢=0,1,...,N. (2-79)

Considerando o caso da opc¢ao americana, para encontrar os valores da
opcao no instante (7' — At) é necesséario resolver um sistema com (M — 1)

equagoes e (M — 1) varidveis:
a; X ON—l,j—1+bj X ON—I,j+Cj X CN—Lj-‘rl = CN,j ] = 1, 2, Ceey M-—1. (2—80)

Resolvido o sistema, cada valor Cy_; ; é comparado com j x AS — K. Se
Cn-1; < J x AS — K, entao é 6timo o exercicio antecipado nesse instante e
Cn-1,; = 7 x AS — K. Repete-se esse procedimento sucessivamente até o valor

da opgao ser determinado no instante inicial.

Simulacao de Monte Carlo

Nesta subsecao serd feita uma rdapida descricao do método de simulacao
de Monte Carlo. Ross (2006) ¢ uma excelente referéncia de introdugao ao tema
e Glasserman (2003) trata dessa abordagem aplicada a engenharia financeira.

A intuigao por tras do Método de Monte Carlo

Inicialmente, considere uma variavel aleatéria X com E(X) = ux e
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Var(X) = 0%. Uma boa aproximagao para a média de X pode ser obtida

a partir da estatistica X considerando uma amostra de tamanho de N de X -

Xq,..., Xy - conforme: N
— 1
X =— X, 2-81
~ ; (2-81)
com cada X; uma varidvel aleatéria independente. O valor esperado de X é
_ 1 1
E(X):Nx(E(X1)+---—|—E(XN)):NxNxMX:uX. (2-82)

Logo X é um estimador nao tendencioso para a média. Também ¢é possivel a

determinacao de um estimador nao tendencioso para a variancia:

1 —
—2 2
= — X, — X))~ 2-

% =1 Z( ) (2-83)
Dessa forma, pelo teorema central do limite, X — ux ~ N <0, %) Logo é
possivel determinar intervalos de confianca de probabilidade 1 — a para valores
estimados para X:
B A1 —a/2)7 ! x Ty <. &1 —a/2)7 ' x Ty

VN ’ VN

E af que reside o principio do método de simulacao de Monte Carlo:

P|X

}:1—a. (2-84)

gerando N trajetérias da varidvel aleatéria estudada tem-se uma amostra de
tamanho N dessa VA a partir da qual é possivel obter estimadores para sua
média e variancia e, assim, determinar um intervalo de confianca para o valor
real de seu valor esperado.

Apesar da vantagem de ampla aplicabilidade desse método, uma grande
desvantagem é a possibilidade de ser computacionalmente demandante. Isso
porque a reducao do erro ocorre com o inverso da raiz quadrada do tamanho
da amostra e, assim, cada reducao de k% no erro implica em um aumento
da ordem de k? no tamanho da amostra. Para contornar esse contratempo,
ha diversas ténicas de redugdo de variancia (encontradas nas referéncias
mencionadas) como: varidveis de controle, varidveis antitéticas, amostragem
estratificada, latin hypercube, amostragem por importancia sequéncias de baixa

discrepancia (método de quase-Monte Carlo) etc. (Aiube, 2012).

Método dos Minimos Quadrados de Monte Carlo

Para Longstaff & Schwartz (2001) - doravante L&S - o aprecamento
de opgodes americanas por simulacao é “promissor” quando comparado aos
métodos de diferencas finitas e binomial. Um motivo seria seu uso mais

abrangente, podendo essa técnica também ser empregada quando: (1) o valor
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da opgao depende de multiplos fatores; (2) a opgao for do tipo dependente
da trajetéria do ativo subjacente (path-dependent) e (3) quando as varidveis
de estado seguem processos de difusao com saltos, nao-Markovianos e sub-
martingais.

Sob essa motivacao, a dupla desenvolveu um método inovador denomi-
nado minimos quadrados de Monte Carlo (MQMC; least squares Monte Carlo
- LSM). Segundo Aratjo (2004), a intuigao por trds do método reside na abor-
dagem de programacao dinamica: “a cada instante anterior a data de venci-
mento de uma opc¢ao americana, o proprietario desta opc¢ao compara o payoff
do exercicio antecipado com o seu valor de continuacgao, para assim tomar uma
decisao 6tima” Dessa maneira, o exercicio 6timo de uma opcao americana de-
pendera da expectativa condicionada de seu valor de continuagao.

Tendo isso em vista, L&S propuseram a estimacao dessa expectativa
condicionada empregando o método de minimos quadrados com base em dados
de cada trajetéria simulada por MC em um dado instante de tempo. Mais
concretamente, L&S propoe uma regressao dos fluxos de caixa a ser recebidos
no evento de nao exercicio da opgao (continuagao) sobre fungoes de poténcia
das variaveis de estado (por exemplo, o preco de uma agao ou de um barril de
petréleo). E por essa regressao que sera estimado o valor de continuacao da
opcao para cada instante em sua trajetoria, permitindo especificar a estratégia
de exercicio 6tima do detentor da opgao - definida pela comparacao entre
o valor estimado de continuagao com aquele de exercicio imediato a cada
instante.

Dada a complexidade dessa descricao, L&S reconhecem que “talvez a
melhora maneira de expressar a intuicao por tras da abordagem de LSM é por
um exemplo numérico simples”. Com esse mesmo intuito, o exemplo original

do artigo de L&S sera descrito abaixo.

Exemplo Numérico de L&S

Considere uma op¢ao de venda americana (put) sobre uma agao que nao
paga dividendos. Seu preco de exercicio é de 1,10 e ela podera ser exercida em
trés instantes discretos 1, 2 e 3, sendo este a data de expiracao da opcao. A
taxa de desconto livre de risco é 6% por periodo. Serdo consideradas, por
simplicidade, apenas 8 trajetérias de preco para a agao, geradas supondo

neutralidade ao risco, segundo a matriz apresentada na Tabela 2:
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Caminhos/Tempo | 0 1 2 3
1,00 | 1,00 | 1,08 | 1,34

2 1,00 | 1,16 | 1,26 | 1,54

3 1,00 | 1,22 | 1,07 | 1,03

4 1,00 | 0,93 [ 0,97 | 0,92

5 1,00 | 1,11 | 1,56 | 1,52

6 1,00 | 0,76 | 0,77 | 0,90

7 1,00 | 0,92 | 0,84 | 1,01

8 1,00 [ 0,88 ] 1,22 | 1,34

Tabela 2: Trajetérias de prego da agdo (Exemplo L&S)

Deseja-se definir uma regra de exercicio que maximiza o valor da opcao

em cada instante ao longo da trajetoria de precos.
analisado o valor da op¢ao no ultimo instante (3)

tenha sido exercida em nenhum instante anterior,

Para isso, sera inicialmente
para o caso em que ela nao

conforme Tabela 3:

Caminhos/Tempo

20 3

1

- 10,00

- 10,00

- 10,07

- 10,18

- 10,00

- 10,20

- 10,09

(NSO =W

- 10,00

Tabela 3: Fluxos de Caixa em ¢t = 3 (Exemplo L&S)

Se a opcao estiver “dentro do dinheiro” no instante 2, seu detentor devera

escolher entre o exercicio imediato ou esperar pelo exercicio no instante 3.

Dentre as oito simulagoes de trajetérias de precos, apenas em cinco a opgao

esta “dentro do dinheiro” no instante 2.

Definigoes: serao denominados de S os precos da acao no instante 2, e de

W o valor descontado até esse instante do fluxo de caixa recebido no instante

seguinte. Serao consideradas somente as cinco trajetérias de precos que estao

“dentro do dinheiro”, pois segundo L&S isso permitird uma estimacao mais

adequada da fungao de expectativas condicionadas e aumentara a eficiéncia do

algoritmo.
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Os valores de S e W estao apresentados na Tabela 4:

Trajetéria \)\% S
1 0,00 x e~%% = 0,00 1,08
2 - “fora do dinheiro”
3 0,07 x e~ %9 =0, 0659 1,07
4 0,18 x e~ %9 = (,1695 0,97
5 - “fora do dinheiro”
6 0,20 x e %96 =0, 1884 0,77
7 0,09 x e~%9 =, 0848 0,84
8 - “fora do dinheiro”

Tabela 4: Dados para regressao em t = 2 (Exemplo L&S)

De modo a estimar o valor esperado de continuacao da opgao, condi-
cionado ao preco da acao no instante 2, é realizada uma regressao de W com
relagao a S e S? (além de uma constante). Dessa forma, L&S obtiveram a

seguinte fungao para estimar valor esperado condicional:
E[W|S] ~ —1,070 + 2,983 x S — 1,813 x S2. (2-85)

Com essa funcao, serd possivel estimar a estratégia 6tima de exercicio no
instante 2, comparando o valor de continuacao estimado pela funcao aquele

com aquele de exercicio imediato - max(1,10 — S,0) - conforme a Tabela 5 a

seguir:
Trajetéria | Exercicio Imediato | Valor de Continuagao
1 0,02 0,0369
2 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”
3 0,03 0,0461
4 0,13 0,1176
5 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”
6 0,33 0,1520
7 0,26 0,1520
8 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”

Tabela 5: Decisdo de exercicio antecipado 6timo em ¢ = 2 (Exemplo L&S)

Comparando as colunas acima linha a linha facilmente conduz a matriz
abaixo - Tabela 6 - de fluxo de caixa a ser recebido pelo detentor da opcao.
Vale ressaltar que escolha de exercicio imediato em 2 ocorre em detrimento do
fluxo de caixa que seria recebido no instante 3. Por esse motivo, os fluxos de

caixa no instante 3 para as trajetorias 4, 6 e 7 sao 0,00.
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Caminhos/Tempo | 1 | 2 3
1 - 10,00 | 0,00
2 - 10,00 | 0,00
3 -1 - 1007
4 - 1013|000
5 - 10,00 | 0,00
6 - 10,33 | 0,00
7 - 10,26 | 0,00
8 - 10,00 | 0,00

Tabela 6: Matriz de fluxo de caixa em t = 2 (Exemplo L&S)

De forma andloga ao instante 2, a Tabela 7 a seguir mostra os dados a

serem usados na regressao no instante 1:

Trajetoria A\%% S
1 0,00 x =% = 0,00 1,09
2 - “fora do dinheiro”
3 - “fora do dinheiro”
4 0,13 x 7906 =, 1224 0,93
5 - “fora do dinheiro”
6 0,33 x 7006 =0, 3108 0,76
7 0,26 x e~ 996 =, 2449 0,92
8 0,00 x e=%% = 0,00 0,88

Tabela 7: Dados para regressao em t = 1 (Exemplo L&S)

L&S obtiveram a seguinte fungao para estimar valor esperado condicional

para esse instante:
E[W|S] ~ 2,038 — 3,335 x S + 1,356 x S*. (2-86)

Analogamente, foi obtida a seguinte matriz na Tabela 8 de decisao de

exercicio para o instante 1:

Trajetoria | Exercicio Imediato | Valor de Continuacao
1 0,01 0,0139
2 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”
3 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”
4 0,17 0,1092
5 “fora do dinheiro” “fora do dinheiro”
6 0,34 0,2866
7 0,18 0,1175
8 0,22 0,1533

Tabela 8: Decisao de exercicio antecipado étimo em ¢ = 1 (Exemplo L&S)

Dessa forma, torna-se claro o exercicio 6timo da opgao no instante 1

para as trajetorias 4, 6, 7 e 8. Por fim, ja é possivel determinar a estratégia
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de exercicio étimo da opgao com os seguintes “tempos de parada” (stopping
times) e os consequentes fluxos de caixa a ser recebidos conforme as Tabelas
9 e 10 abaixo:

Caminhos/Tempo |1 |2 | 3
1 .
2 R
3 -1 -1
4 1]-1-
5 R
6 1]-1-
7 1--
8 1]-1-

Tabela 9: Estratégia de exercicio 6timo (Exemplo L&S)

Caminhos/Tempo | 1 |2 | 3
1 A .
2 A .
3 - |- Toor
4 017 | - | -
5 R .
6 034 - -
7 0,18 | - | -
8 022 ] - | -

Tabela 10: Matriz de fluxos de caixa étimos (Exemplo L&S)

Descontando até o instante 0 os fluxos de caixa a ser recebidos pelo
detentor da opcao e tomando o valor médio por trajetoria, é possivel determinar

o valor da opgao como 0,1144 .

O algoritmo de MQMC

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade definido sob uma horizonte
de tempo finito [0,7]. O espago amostral 2 retine todos os subconjuntos de
possiveis realizacoes entre 0 e T" e tem como elemento tipico w, representando
a trajetéria do processo estocastico. F é a o-algebra de eventos distinguiveis
em T e P, a medida de probabilidade definida sobre os elementos de F.
E assumido também a existéncia de uma medida equivalente martingal @) -

equivalente a premissa de inexisténcia de oportunidades de arbitragem. Além
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disso, L&S consideram derivativos cujos payoffs sejam elementos de um espaco
de variancia finita L?(Q, F, P).

Definigao: Y (w, s;t,T) é o fluxo de caixa gerado pela opgao segundo a
trajetoria w, condicionado ao nao-exercicio da opg¢ao em ou antes de uma tempo
t e supondo o emprego de uma estratégia de parada 6tima V s,t < s < T'. Dessa
forma, Y (w, s;¢,T) é andlogo as matrizes de fluxos de caixa intermediarios do
exemplo acima.

Estabelecidas as hipoteses e defini¢oes acima, é possivel definir o objetivo
do algoritmo de L&S: fornecer, para cada trajetéria, uma aproximagao da regra
otima de parada que maximiza o valor da op¢ao americana.

Para esclarecer a afirmacao acima, considere K tempos discretos nos

quais a opg¢ao americana podera ser exercida:

0<ty <ty <ty <---<tg=T. (2-87)

Observagao: para K suficientemente grande, o algoritmo de L&S pode
ser empregado para aproximar opgoes americanas exerciveis continuamente.
Inicialmente, sao simuladas diversas trajetorias da variavel de estado segundo
cada um dos tempos discretos acima.

Em tx = T, a escolha do detentor da opcao em cada trajetoria é bastante
simples: exercer a opcao se a mesma estiver “dentro do dinheiro” ou, do
contrério, deixa-la expirar. No entanto para um ¢; < tx, é necessério escolher
entre o fluxo de caixa gerado pelo exercicio imediato da opcao e seu valor de
continuagao - isto é, o valor da opgao assumindo seu exercicio apos t; algo
desconhecido nesse instante. Para a determinagao desse valor, é necessério
recorrer a teoria de avaliacao de ativos sem arbitragem. Segundo esta, o valor
de continuacao da opcgao consiste no valor esperado sob medida neutra ao
risco dos fluxos de caixa futuros descontados pela taxa livre de risco, ou seja,
Y(w, s;t, T), segundo a medida neutra ao risco (). Dessa forma, o valor de
continuagao em ty, F'(w,t;), é definido como:

K oy
F(w,tr) = Eg Z Y(w, t;;t,,T) x e Jug T(,5)ds Fi, (2-88)
j=k+1
em que 7(w, s) é a taxa de desconto livre de risco que aqui é mostrada em um
caso mais geral, no qual ela pode ser uma funcao do tempo.

Essa representacao simplifica consideravelmente o problema de exercicio
6timo: estimado o valor de continuacao segunda a expectativa condicional
acima, basta comparéd-lo com o valor de exercicio imediato e exercer opgao

caso este seja maior do que o outro.
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Com base nesse principio, o algoritmo de Minimos Quadrados de Monte
Carlo de Longstaff & Schwartz (2001) emprega justamente a técnica de
minimos quadrados para estimar a funcao de expectativa condicional de
forma recursiva em tg_1,tx_o,...,t;. Ou seja, em um instante tx_;, com
| < K, F(w,tg_;) é representado por uma combinagao linear de um conjunto
contavel de fungbes de base F;, ,-mensurdveis. [Conforme argumentado no
exemplo simplificado acima, os coeficientes de regressao sao determinados
projetando os valores descontados Y (w, s;tx—;,T") sobre as fungdes-base nas
diversas trajetérias em que a opgao estd dentro do dinheiro.] Em seguida
- conforme mencionado - o valor de continuacao é comparado com aquele
de exercicio imediato em tx_; para determinar a decisao de exercicio e,
assim, prosseguir para a andlise da estratégia Otima, sucessivamente, em
tk_1-1,tk_1—2,tx_1_2,...,t1. Determinado o valor da op¢ao americana em cada
trajetéria - ou seja, o fluxo de caixa descontado gerado pelo seu exercicio - a
estimativa por MQMC para o valor do derivativo serd a média aritmética do
valor em cada caminho.

Longstaff & Schwartz (2001) consideraram em seu artigo uma aprox-

imagao de segunda ordem para Y (w, s;tx_;, t), conforme ilustrado abaixo:
Y(w,site1,T) ~ag+ay x X +ag x X2 (2-89)

sendo X a variavel de estado relevante. Segundo L&S, no caso de duas variaveis
de estado ou mais, o conjunto de funcoes de base deve incluir termos com
todas, além dos respectivos produtos-cruzados. As fungoes de base podem ser
polinomios de Jacobi, de Chebyshev, fungoes exponenciais, poténcias etc.

Por fim, convém ressaltar que L&S em seu artigo demonstram que, apesar
do algoritmo levar a um regra de parada (stopping rules) sub-6tima, o valor
estimado converge para o valor da opg¢ao escolhendo um nimero adequado de

fungoes-base e um ntmero suficientemente grande de iteragoes.

2.4.5
De opcoes financeiras para opcoes reais em petréleo

Modelagem de Reservas Nao desenvolvidas de Petréleo

Em finangas, uma reserva nao-desenvolvida de petrdleo pode ser inter-
pretada como uma opc¢ao de investir no desenvolvimento da reserva para a
producao do dleo, o que torna possivel tanto seu aprecamento por aquela da
opcao quanto a determinacao do momento adequado de desenvolvimento -
ou de “exercicio da opcao”. A partir dessa interpretacao - com destaque ao
didatico artigo de Paddock, Siegel e Smith (1988) e ao trabalho inovador de
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Tourinho (1979) - muitos trabalhos empregaram a teoria opgoes financeiras de
Black & Scholes (1973) e de Merton (1973) na avaliagao de ativos de petréleo
como Aiube & Baidya (1997), Dias & Rocha (1999), Dias (2005) para citar
apenas alguns. Além disso, empresas de petréleo como a Petrobras (Dias, 2005)
também ja fazem uso da técnica.

A analogia entre o modelo de aprecamento da reserva nao desenvolvida
e aquele de uma opcao de compra sobre uma acao pode ser resumida na
Tabela 11, baseada naquela de Paddock, Siegel e Smith (1988):

Opcao sobre Acgao Reserva Nao-Desenvolvida

Prego Corrente da Acao Valor da Reserva Desenvolvida
Variancia da Taxa de Retorno do | Variancia da Taxa de Retorno do Valor
Preco da Acgao da Reserva Desenvolvida
Prego de Exercicio da Opgao Custo de Desenvolvimento da Reserva

Tempo para Expiracao da Opgao Tempo de Expiracao do Direito de

Desenvolvimento
Taxa de Juros Livre de Risco Taxa de Juros Livre de Risco
Taxa de Distribuicao de Fluxo de Caixa da Produgao da
Dividendos Reserva Desenvolvida

Tabela 11: Diferenca entre Opgao sobre Agao e uma Reserva Nao Desenvolvida segundo Paddock,

Siegel & Smith

Uma importante distingdo entre uma opgao financeira tipica (call/put
europeias ou americanas) e uma opgao real sobre reservas nao desenvolvidas
de petroéleo ¢ a quantidade de etapas existente no processo de investimento, logo
de decisao. Enquanto no primeiro caso a decisao de exercicio da opgao ocorre
em uma unica etapa - exercer ou nao a opc¢ao, ainda que essa decisao possa
ocorrer em diferentes instantes para uma opc¢ao americana - no outro ha pelo
menos quatro etapas (exploragao, delimitacao, desenvolvimento e extragao),
cada uma proporcionando uma flexibilidade maior na tomada de decisao do
investidor.

Apés a obtengao de um ou mais bloco(s) exploratério(s) - seja por leilao
ou por uma aquisicao a mercado - uma firma pode escolher pela perfuracao ou
nao de um pogo exploratério (decisao de exploragao). Em caso de sucesso nessa
etapa, o bloco exploratério passa a ser considerado um campo nao-delimitado,
isto é, um com elevada incerteza técnica. Dessa forma, para cada bloco, a
firma passa a ter uma nova opg¢ao, a de investir ou nao em sua delimitacao -
através de relatérios de sismica e/ou mais perfuragoes. Exercida essa opgao,
a firma passa a ter reservas nao-desenvolvidas, ainda que delimitadas. Nesse
momento, a firma enfrenta uma nova escolha: desenvolver ou nao a reserva?

A decisao pelo desenvolvimento da reserva sera feita na ocorréncia de um
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resultado positivo na etapa anterior, isto €, apds comprovada a existéncia de
petrdleo/géds na respectiva reserva em quantidade suficiente para remunerar o
custo de capital da firma. Nesse caso, ter-se-ao reservas desenvolvidas. Por fim,
na fase de extracao a firma tera as “opcionalidades” inerentes a um processo

produtivo, como expansdo, parada temporaria e abandono. (Dias, 2005)

Probahilidade de sucesso| —> Bloco (prospecto): Opcao de perfurar o pioneiro
de dkeoigas =p

Volume Esperado Investimento em
e Exploragdio
r Reserva

' =R?
| \\ Esperada = B

= Campo Néo Delimitado: Opciio de delimitar

o
~ f | Investimento em
——— Delimitaciio

+ﬂL = Reservas Nio-Desenvolvidas: Opcaes de
investir em informacdio adicional e desenvolver

Investimento em
esenvolvimento

=> Reservas Desenvolvidas: Opcdes de expansio
(adicionar pocos extras, adensar malha, etc.);
de interromper a producio e de abandonar

Figura 2: Processo de Opgdes Reais em E&P de
Petréleo (Fonte: Dias, 2005, pag. 45)

A abordagem por opgoes reais, diferentemente daquela de fluxo de caixa
descontado, considera o valor da flexibilidade (opcionalidade) de investimento
no desenvolvimento da reserva apenas e quando considerado “6timo” por seu
detentor. Além disso, como destacado por Dixit & Pindyck (1994), isso leva
a um impacto diferente da volatilidade do preco do ativo subjacente sobre
aquele da opgao: em vez de uma redugao no VPL por um aumento na taxa de
desconto, hd um aumento no valor justo da opcao.

Outra consideracao importante na modelagem de reservas nao-
desenvolvidas de petrodleo é o tratamento do tempo de expiracao da concessao
- “relinquishment requirement”. Segundo Dixit & Pindyck (1994; pagina
401), para muitos investimentos em reservas de petrdleo, é uma aproximagao
razoavel ignorar essa condicao e considerar a opcao desenvolvimento como

perpétua para grandes tempos de expiracao.

Aprecamento de companhias por opcoes reais

Apesar das vantagens do aprecamento por opgoes reais, esta ainda nao é

uma ferramenta comum para o aprecamento de companhias abertas brasileiras

4

cujo “valor justo” decorre fundamentalmente de seus blocos exploratorios de

petréleo - como a OGX em 2008 ou a HRT atualmente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111787/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111787/CA

Capitulo 2. Meétodos de aprecamento de ativos e modelagem por opcées reais 48

Por este modelo, uma companhia é avaliada com base nos ativos ou
recursos que detém, como a quantidade de barris de petréleo estimada por
uma empresa certificadora (como a DeGolyer & MacNaughton). Em relagao
a aplicacao da metodologia de fluxo de caixa descontado para avaliar reservas
nao-desenvolvidas de petréleo - blocos exploratorios nos quais foi determinada
a existéncia de petréleo - Paddock, Siegel e Smith (1988) descrevem algumas
desvantagens em seu artigo, como a necessidade de especificar as distribui¢oes
estatisticas (nem sempre independentes) para custos de exploragao, quantidade
de reservas de hidrocarbonetos, custos de desenvolvimento, precos de hidrocar-
bonetos e custos operacionais. Assim, para cada conjunto de realizacoes dessas
variaveis aleatorias, um analista deve determinar se é 6étimo explorar, desen-
volver e extrair a/da reserva. Além disso, ele também deve ter alguma premissa
sobre o timing de exploracao e de desenvolvimento, assim como sobre a taxa
de extragao do petréleo. Entao para um dado conjunto de realizacoes dessas
VA’s, o perfil de fluxo de caixa da reserva é determinado para, integrando
sobre todos os possiveis conjuntos de realizacoes, determinar os valores esper-
ados dos fluxos de caixa. Por fim, empregando alguma modelo de aprecamento
(como o CAPM), taxas de desconto ajustadas ao risco sdo determinadas para
descontar esses fluxos de caixa esperados e determinar o valor justo da reserva.
Nada facil...

Apesar de tamanha complexidade, essas abordagens “tradicionais” igno-
ram ou consideram de forma limitada o valor da flexibilidade (opcionalidade)
de investimento no desenvolvimento da reserva apenas e quando considerado
“0timo” por seu detentor. Dessa forma, pode-se incorrer o risco de subestimar
o ativo - ou a companhia - e mensurar inadequadamente a sensibilidade de seu
valor a “novas informagoes”, como mudancas no prego de referéncia do barril
de petrdleo e sucessos/fracassos em uma campanha exploratoria. E claro que
uma reduc¢ao no prego de venda de um barril de petréleo reduz o valor de reser-
vas dessa commodity. Por outro lado, isso também implica em certas reservas
nao-desenvolvidas perderem sua viabilidade economica e, assim, deixa-se de
incorrer no custo de seu desenvolvimento. E claro que a comprovacao ou nao
de petréleo em um prospecto tem implicagoes sobre a expectativa sobre outros
prospectos adjacentes, mas dificilmente sucessos ou fracassos sucessivos podem

ser propagados para toda uma bacia exploratoria.

Estado da Arte

Paddock, Siegel e Smith, 1988

O trabalho de Paddock, Siegel e Smith (1988) é um dos artigos mais
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relevantes sobre a aplicacao de opcoes reais no aprecamento de reservas nao-
desenvolvidas de petréleo. Os autores distinguem entre as diferentes fases ex-
ploratérias - posteriormente detalhadas por Dias (2005) - o que leva a conclusao
de que uma reserva nao-desenvolvida de petréleo pode ser interpretada como
uma opc¢ao composta. Fazem, porém, a premissa simplificadora de que “é étimo
iniciar o desenvolvimento [da reserva] imediatamente apés uma campanha ex-
ploratéria bem-sucedida tenha ocorrido”, colapsando a opgao desenvolvimento
com aquela de exploracao. Essa premissa é considerada apropriada pelos au-
tores na inexisténcia de incerteza geoldgica e, mesmo no caso contrario, nao
acarretaria maiores problemas para sua analise.

Os autores consideram duas varidveis de estado: @) (dimensao da reserva)
e V (prego unitario de uma reserva desenvolvida). Consideram que os pregos de
um barril petréleo e de uma da reserva desenvolvida - cujo mercado secundario
¢ considerado liquido - seguem um movimento geométrico Browniano. Além
disso, assumem um decaimento exponencial para o volume (inicial) de barris na
reserva modelada, devido a producgao. A partir dai, aplicam o método de ativos
contingentes para derivar uma equacgao diferencial parcial de segunda ordem,
da qual, com hipdteses simplificadoras, obtém uma regra de investimento

simples.

Aiube & Baidya, 1995

Aiube & Baidya empregam a metodologia de opgoes para o aprecamento
de uma reserva desenvolvida de petréleo. Assumem que o preco de petréleo
segue um MGB, mas consideram um comportamento estocastico do potencial
da reserva “B”, que decai a um ritmo controlado otimamente pelo produtor de
modo a maximizar seu fluxo de caixa instantaneo - para o qual uma expressao
é desenvolvida. Dai decorre um problema de controle estocastico 6timo, o qual

¢ resolvido por programacao dinamica.

Dias & Rocha, 1999

Dias & Rocha assumem um modelo distinto para o valor de uma
reserva desenvolvida: o “Business Model”. Segundo este, o valor da reserva
desenvolvida de petréleo (V) é descrito por uma fungao do prego do petréleo
(P), do potencial da reserva (B) e do parametro “q” (denominado de “qualidade
economica da reserva”). “B” e “¢” sao considerados deterministicos, de tal
forma que “V” segue uma expressao linear: V = g x B x P. “B” é obtido
a partir de seu valor esperado considerando uma distribui¢ao triangular,

« »

enquanto que “q” engloba uma grande quantidade de informacoes, como:

despesas operacionais, taxas de royalties e de impostos, custo de capital,
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qualidade da rocha-reservatério, etc. [Ver Dias (2005) para maiores detalhes
na obtencao de “q”].

A partir dessa expressao linear para “V”, os autores concluem que esse
preco deve seguir o mesmo processo assumido para “P” - um movimento
geométrico Browniano ou um movimento de reversao a média com saltos.
Em seguida, aplicam programagao dinamica para obter a equacao diferencial
parcial de segunda ordem que descreve o processo, a qual é implementada
numericamente empregando o método de diferencas explicito. Dias & Rocha
comparam os resultados de seu modelo para o caso em que o prego do petroleo

segue tanto um MGB quanto um movimento de reversao a média com saltos.

Cortazar, Schwartz e Cassassus, 2001

Cortazar, Schwartz e Cassassus desenvolvem um modelo para o
aprecamento de um investimento de exploracao em um recurso natural, com
foco principalmente em cobre - apesar de julgarem o modelo extensivel ao caso
de petrdleo - baseado naquele de Brennan & Schwartz (1985). O trio também
faz a analogia entre uma opgao real e uma opgao composta (compound option)
e, assim, considera opgdes operacionais (abertura, fechamento e abandono),
de desenvolvimento (diferimento do investimento no desenvolvimento) e de
exploragao (idem para fase de exploragao).

Quanto as variaveis de estado, apesar de modelarem tanto o preco da
commodity (S; MGB com taxa de conveniéncia constante) quanto a incerteza
ténica-geolégica (G; MGB de drift zero, independente do anterior), os autores
definem uma terceira varidvel de estado que é fungao das duas demais (Z =
S x @). Isso tornaria o modelo muito mais simples sem uma perda expressiva
no poder de aproximagao do valor do projeto.

Sobre a incerteza técnica-geoldgica, para Cortazar, Schwartz e Cassas-
sus ela pode ser decomposta em duas partes: sucesso/fracasso em descobrir
um prospecto economicamente vidavel e caracteristicas especificas deste. A
primeira foi modelada considerando probabilidades discretas a cada etapa da
exploracao. Para o outro componente de incerteza, Cortazar, Schwartz e Cas-

sassus adotaram uma abordagem “mais simples” do que outros autores:
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“Em wvez de perguntar a gedlogos/engenheiros de minas para especificar
o nivel e o processo multivariado para todas as caracteristicas relevantes da
mina, nos perguntamos a eles para apenas especificar um conjunto de tipos
possiveis de minas, com sua probabilidade de ocorréncia, que poderiam ser
encontrados considerando as caracteristicas atuais do prospecto”. (Cortazar,
Schwartz e Cassassus, 2001).

Dessa maneira e empregando probabilidades condicionais para cada tipo
de mina, os autores chegaram a um valor esperado para a mina, assim como
uma distribuicdo empirica inicial para seus valores - a qual foi definida como
risco técnico-geoldgico. Mais concretamente, a variancia determinada para o
processo de G foi incorporada ao processo de Z.

Os autores aplicam seu modelo empregando o método de diferencas
finitas implicito e concluem que para os prospectos analisados uma parte

consideravel de seu valor de decorre de suas varias opgoes reais.

Aratjo, 2004

Aratjo (2004) em sua tese de doutorado aplicou o método de minimos
quadrados de Monte Carlo na avaliacao de projetos com opcoes reais. Nesse
sentido, o autor aplicou o método em dois projetos de exploracao e producao
de petréleo. Os resultados foram validados empregando o método binomial.

Para a modelagem do valor do prospecto, também foi considerado o
“Business Model”, andlogo a Dias & Rocha (1999).

Cada projeto foi analisado em relacdo a trés cendrios distintos: (1) ha
um tnico fator de incerteza é o preco do petrdleo que segue um MGB; (2) ha
mais um fator de incerteza, o volume da reserva, que segue uma distribuicao
uniforme e (3) hé terceiro um fator de incerteza, a qualidade econémica da

reserva, que também segue uma distribui¢ao uniforme.

Dias, 2005

Em sua tese de doutorado, Dias estende a teoria tradicional de opcoes
reais em petroleo para considerar - além das incertezas economica e técnica -
a modelagem do fluxo e a avaliacao da informacao, desenvolvendo-as por ele
denominadas “opgoes reais hibridas”.

Além disso, Dias também considera o problema no contexto de teoria dos
jogos, tendo em vista que a interacao entre empresas petroliferas em blocos
exploratérios vizinhos se assemelha a de jogos nao-cooperativos.

Para Dias, sua abordagem em relagao a incerteza técnica - que inclui uma

modelagem o processo de revelagao da informagao, além de quantificar seu
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valor - seria mais adequada do que a de outros autores. Muitos tratariam essa
forma de incerteza de maneira inconsistente modelando-a como um processo
estocastico em tempo continuo (como um MGB), isto é, considerando-a similar
a incerteza de mercado.

De forma andloga a Dias & Rocha (1999), Dias considera um modelo
paramétrico para o valor da reserva desenvolvida (“Business Model”). O autor
emprega o método de ativos contingentes para derivar as equagoes diferenciais
parciais de segunda ordem para as opcoes reais analisadas. O aprecamento das
mesmas e a determinagao de seu momento 6timo de exercicio sao feitos por uma
simulagao de Monte Carlo. Além disso, sao analisadas as melhores alternativas
de investimento em informagao, a interacao estratégica entre duas empresas
de petréleo com blocos exploratérios vizinhos e prospectos correlacionados e o
valor das opg¢oes reais inerentes ao processo (além daquela de desenvolvimento).

Quanto a incerteza de mercado, Dias considera que o prego do petréleo
segue um MGB. Por outro lado, para a incerteza técnica, o autor analisa casos
em que a mesma esta presente ou nao - isto é, quando ha informacao perfeita
sobre “¢” (qualidade econémica de reserva) e “B” (potencial da reserva). Nos
casos em que considera essa fonte de incerteza, Dias pressupoe que “B” e “q”
seguem distribuicoes triangulares que sao alteradas apenas quando se investe
em informagao. Além disso, também considera casos em que o detentor da
opcao investe ou nao informagoes adicionais sobre o prospecto.

Dias comenta que “V” (valor da reserva desenvolvida) pode ser esti-
mado de duas formas: como o valor presente das receitas liquidas de custos
operacionais e impostos ou a partir de um mercado secundario de reservas
desenvolvidas.

Dias cita trés possibilidades de se considerar tanto as incertezas técnicas

quanto as de mercado na modelagem:

(a) Usar modelos paramétricos - simples, como o “Business Model”, ou de
fluxo de caixa rigido (“V = ¢BP — C”, em que “C” representa os custos

7
operacionais a serem incorridos) - ou desenvolvendo uma planilha de

fluxo de caixa para a reserva.

(b) Simular detalhadamente todo o fluxo de caixa (o que pode ser extrema-

mente complexo e moroso computacionalmente).

(c) Além de (b), simular em paralelo cada reservatério para obter sua

respectiva curva de producao (algo ainda mais complexo).

O autor também defende o uso de um fator de penalizacao do “Business
Model” para os casos em que se considera incerteza técnica, pois: “se o

imvestimento se mostrar subdimensionado, entao mesmo que toda a reserva
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B possa ser extraida com a capacidade subdimensionada, o valor presente da

reserva (produto qBP) serd menor devido a taza de extra¢do mais lenta”.

Damodaran, 2006

Damodaran aborda de maneira bastante pratica o problema de
aprecamento reservas nao-desenvolvidas. Ele propoe sua resolucao usando a
formula de Black, Scholes e Merton - com algumas adaptacoes - o que é equi-
valente a pressupor que o valor da reserva desenvolvida segue um movimento
geométrico Browniano. Ele destaca que esse valor depende de uma estimativa
para a disponibilidade recursos (“B” em analogia ao “Business Model”), que
¢ considerada deterministica, e o valor do recurso se extraido hoje - que seria
seu preco de contribuicao, isto €, o preco do recurso menos seu custo variavel
de extracao. Neste caso, sua abordagem ¢ talvez um pouco mais simplista do
que a de Dias & Rocha (1999) e Dias (2005), uma vez que o parametro “q”
engloba ainda mais incertezas do que aquelas mencionadas por Damodaran.

A partir dessa consideracao, ele destaca que a volatilidade a ser empre-
gada na férmula deve considerar tanto a variancia do preco de petrdleo (in-
certeza economica) quanto a disponibilidade de recursos (incerteza técnica),
isto é, sera a volatilidade resultante do produto de variaveis aleatérias - o que
estd em linha com o modelo de Cortazar, Schwartz e Cassassus (2001), mas
contra aquele de Dias (2005). No entanto, é comum a hipdtese de que a tnica
fonte de incerteza é o preco de petrdleo. Outra consideracao importante diz
respeito ao “lag” de desenvolvimento, a partir do qual o valor do recurso deve
ser reduzido pela perda de receita ocorrida enquanto a reserva é desenvolvida
(1-2 anos).

Por fim, quanto ao problema de avaliar uma empresa com reservas nao-
desenvolvidas, Damodaran recomenda o aprecamento considerando “toda”
a empresa como uma opcao. Apesar de ser preferivel avaliar cada reserva
separadamente, ele argumenta que muitas vezes informacoes especificas nao
estao disponiveis, sendo preferivel essa abordagem consolidada. Para isso,
o valor do ativo subjacente seria o valor total das reservas, o preco de
exercicio seria o custo de desenvolvimento total, o tempo de expiracao da
opcao seria média ponderada de tempos de expiragao de cada reserva etc.
Para a volatilidade, porém, ele considera mais razoavel adotar apenas aquela
do preco de petrdleo, uma vez a variabilidade no total de reservas de uma

empresa deve ser menor do que aquela de uma reserva especifica.
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Titman & Martin, 2007

Titman & Martin também abordam o aprecamento de empresas de
petréleo usando derivativos de precos de petrdleo. Eles consideram que o
“equity” dessas empresas pode ser avaliado tanto o considerando como uma
opcao sobre recursos de petrodleo - o que eles desenvolvem por um modelo bi-
nomial - como também por uma estratégia de “arbitragem”, reproduzindo o
fluxo de producao da companhia por contratos futuros ou a termo de petréleo
- desde que os mesmos sejam liquidos. Eles ressaltam, porém, que essa abor-
dagem possui as seguintes desvantagens: incerteza dos projetos (quantidade
de recursos disponivel e custos operacionais), diferengas entre os ativos subja-
centes (qualidade do petréleo, localizagao geografica) e diferencas em condigoes

contratuais.

Barros, 2009

Barros adota uma abordagem andloga a Paddock, Smith e Siegel (1988)
e Dias & Rocha (1999) para avaliar reservas petroliferas no pré-sal da Bacia de
Campos. Quanto a incerteza de mercado, Barros analisa tanto o caso em que
o preco de petroleo segue um processo geométrico Browniano como também
uma reversao a média. Quanto a incerteza técnica, o autor considerou que o
volume da reserva (“B”) seguia uma distribuigao triangular e que a qualidade
economica da reserva (“q”), uma distribuigao uniforme.

A partir dai, Barros empregou a técnica de ativos contingentes para obter
a equacao diferencial parcial que descreve o valor da reserva nao-desenvolvida, a

qual foi resolvida pelo método numérico de diferencas finitas Crank-Nicholson.
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