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4
GRASP com religamento de caminhos para o problema de
atribuicao de trés indices

4.1
Definicao do problema

Pierskalla [94] mostrou originalmente que o problema de atribuigao
de trés indices (AP3) é uma extensao do problema cldssico de atribuicao
bidimensional. O AP3 pode ser visto como um problema de otimizacao em
um grafo completo tripartido K, ,,, = (/UJUK, (I xJ)U(I x K)U(Jx K)),
onde I,.J e K sao conjuntos disjuntos de tamanho n. Caso um custo ¢; ;
seja associado a cada tripla (i,7,k) € I x J x K, entao o AP3 consiste em
encontrar um subconjunto A € I x J x K de n triplas, tal que todos os
elementos de T U .J U K ocorram em exatamente uma tripla de A e que a
soma dos custos de todas as triplas seja minimizada.

O AP3 possui a seguinte formulacao como um problema de progra-

magcao inteira em variaveis 0-1:

min E CijkTijk

i€l,jeJ ke K
sujeito a

> agr=1Viel, (4-1)
jeJkEK

Z Tijk = 1, VJ € J, (4—2)
iel,keK

> wp=1,VEkeK, (4-3)
iel,jed

l'ijkE{O,l}, Viel, jeld keK,

onde I =J=K=1{1,2,...,n}.
A formulacao acima modela, por exemplo, o problema de atribuir

tarefas a trabalhadores e a maquinas a custo minimo. Dessa forma, c;j; é o
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custo de atribuir a tarefa ¢ ao trabalhador j na maquina k. A variavel de
decisao z;;;, é igual a 1 se, e somente se, a tarefa 7 é atribuida ao trabalhador
j na maquina k. As restri¢oes acima implicam em que cada elemento de um
dos conjuntos I, J e K seja atribuido a exatamente um elemento de cada
um dos outros dois conjuntos.

O AP3 também pode ser formulado usando-se func¢oes de permutacao.
Existem n? elementos de custo ¢;j;. A obten¢do da solugao 6tima do AP3
consiste na escolha dos n menores elementos de custo, tais que as restrigoes
do problema nao sejam violadas. A formulacao baseada em permutacoes

para o AP3 é

n

min Cin(i)a(i
piem 2 p(i)q(i)

onde 7y denota o conjunto de todas as permutacoes do conjunto de niimeros
inteiros N = {1,2,...,n}. Deve-se notar que |ry| = n!. Observa-se que
nenhum dos elementos de custo c;;; escolhidos podem ter os mesmos
valores para os indices i, j e k que algum outro elemento. Por exemplo,
Ti24 = T325 = 1 nunca ird ocorrer, visto que essas atribuicoes usam o
mesmo valor para 7 = 2. A formulacao baseada em permutacoes incorpora
a funcao objetivo os trés conjuntos de restricoes mostrados em 4-1, 4-2 e 4-3,
facilitando a implementacao de heuristicas para o AP3.

Uma formulagao equivalente para o AP3 (também chamado de proble-
ma de matching tridimensional) é mostrada a seguir. Dados trés conjuntos
disjuntos I, J e K, tais que |I| = |J| = |K| = n e um custo ¢ associado
a cada tripla ordenada (i, 7, k) € I x J x K, encontre uma cole¢ao de custo
minimo de n triplas disjuntas (i,7,k) € I x J x K.

O AP3 na sua versao de problema de decisao é NP-Completo [52, 55].
Aplicagdes do AP3 podem ser encontradas em Pierskalla [95, 94], Frieze
e Yadegar [51] e Crama et al. [36] e incluem problemas em siderurgia,
escalonamento de capitais de investimento, atribuicao de tropas militares,
otimizacao de cobertura por satélites, escalonamento de praticas de ensino
e producao de placas de circuitos integrados.

Algoritmos exatos e heuristicas tém sido propostos para o problema
de atribuigao de trés indices, incluindo-se [13, 22, 24, 25, 37, 53, 66, 75, 95,
94, 130).

A seguir sera apresentada uma heuristica GRASP para o AP3.
Também serda mostrado como estratégias de religamento de caminhos po-
dem ser incorporadas a essa heuristica. O religamento de caminhos é uma
estratégia de intensificagdo que sera usada para explorar trajetérias que

conectam solucoes de qualidade. Varias estratégias de GRASP com religa-
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procedimento CONSTRUTIVA(semente,n,c,S)

1 Escolha a € [0, 1] aleatoriamente;

2 S = 0

3 C={(i,j,k) eI x Jx K};

4 parap=1,... n—1 faca

5 c= mln{cl]k | i,j,k) € C};

6 ¢ = max{c;jk | (i,7,k) € C};

7 c' = {(i,j, )€C|CiijQ+Oé(E—Q)};
8 Escolha (i, jp, kp) € C' aleatoriamente;
9 S':SU{(ipvjpa )}7

10 F’_(p) ={Gi,5,k) €C |i=1ip};

11 () {(Z .77k)€0|.7_.7p})

12 () {(z],k)60|k kp}s

13 C\ {T(p) LTI (p) UT* () };

14 ﬁm-para

15 S=SUC;

fim CONSTRUTIVA

Figura 4.1: Fase construtiva para o AP3.

mento de caminhos serao propostas e testadas.

4.2
GRASP para o AP3

Virios algoritmos GRASP aplicados a problemas de atribuicao podem
ser encontrados na literatura [3, 46, 49, 76, 93, 86, 90, 92, 98, 97, 104, 103,
106, 118]. A seguir serao descritas as fases construtivas e de busca local da
heuristica GRASP para o AP3.

4.2.1
Fase construtiva

Para apresentar o algoritmo usado na fase construtiva, uma solugao
serd representada por uma colecao de triplas ordenadas. Uma solucao
viavel S serd construida selecionando-se n triplas, uma a cada iteracao.
A Figura 4.1 mostra a fase construtiva em pseudo-codigo.

Um parametro «, usado para construir a lista restrita de candidatos
é selecionado aleatoriamente do intervalo [0,1] (linha 1). O valor de « é
mantido durante a fase construtiva. A solucao S é inicialmente vazia e o
conjunto C' de triplas candidatas é inicialmente o conjunto de todas as
triplas (linhas 2 e 3).

Os comandos que vao da linha 4 a 14 fazem a selecao das primeiras

n —1 triplas. Para selecionar a p-ésima tripla que sera adicionada a solucao,
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uma lista restrita de candidatos C” é definida (nas linhas 5 a 7) pelas triplas
(4, j, k) do conjunto de candidatos C' que possuam custo ¢;j; < ¢+ a(¢ —¢),

onde
Cc = min{cijk ‘ (i,j, k) € C} e ¢c= max{cijk ‘ (i,j, k) € C}

Uma tripla (i, jp, ky) € C' é escolhida aleatoriamente na linha 8 e ¢é
adicionada a solucdo, fazendo-se S = S U {(iy, jp, k) } (linha 9).

Uma vez que (i, jp, k,) tenha sido selecionada, o conjunto C' de triplas
candidatas deve ser ajustado para levar em conta que (iy, j,, kp) faz parte
da solugao. Todas as triplas (i, j, k) tais que i = iy, j = j, ou k = k, sdo
removidas do conjunto corrente de triplas candidatas nas linhas 10 a 13.
Esse processo de atualizacao é o gargalo computacional da fase construtiva.
Uma implementagao bésica consiste em verificar todos os O(n?) elementos
de custo para atualizar a lista de candidatos a cada iteracao. Elementos
retirados da lista de candidatos sao simplesmente marcados como invalidos.
Como sao feitas n — 1 iteracoes, a complexidade desse algoritmo basico é
O(n*). Na implementagao proposta nesse trabalho, quatro listas duplamente
encadeadas foram usadas para acelerar a etapa de atualizacao da lista de
candidatos, reduzindo a complexidade da fase construtiva de O(n?') para
O(n?).

O conjunto de triplas (7, j, k) que fazem parte da lista de candidatos C'
é usado para criar uma lista duplamente encadeada L, = {¢; jx; (4, j, k) }. Os
elementos de L. aparecem em ordem crescente de custo. A lista L. é usada
durante a construcao da lista restrita de candidatos C’. Os valores do menor
e do maior custo na lista de candidatos (computados nas linhas 5 e 6 do
pseudo-cédigo da Figura 4.1) sdo mantidos no primeiro e no tltimo elemento
de L., respectivamente. Esses elementos sao enderecados diretamente por
ponteiros. Para computar C’, L. é percorrida até que o custo associado ao
elemento corrente seja maior que o valor limite dado por ¢ + (¢ — ¢). Os
elementos percorridos (exceto o ltimo elemento visitado) irdo formar a lista
C'.

Um ponteiro P, ;; endereca cada elemento {¢; ;; (7,7, k)} da lista L..
Os indices 7, j e k, que ainda aparecem em elementos de C', sao colocados
em trés outras listas duplamente encadeadas L;, L; e Ly, respectivamente.

Para atualizar C' apés a escolha de uma tripla (ip, j,, kp) (linhas 10 a 13
no pseudo-cédigo da Figura 4.1), primeiramente remove-se i, de L, em O(n),
pois L; possui no maximo n elementos. Em seguida, percorre-se L;, também

em complexidade O(n). Para cada elemento j € L;, a lista Ly é percorrida
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Lista de candidatos (C)

‘o-o ‘(2,1,1)‘(2,1,2) ‘..o ‘(2,3‘1)‘(2,3,2) ‘-oo ‘(3‘1,1)‘(3,1,2) ‘n.o ‘(3,3,1)‘(3,3,2)‘... ‘

Figura 4.2: Valores da lista de candidatos C' e das listas L;, L; e Ly apds a
primeira iteracao da fase construtiva para um problema de tamanho n = 3.
A solugao parcial é formada pela tripla (1,2, 3).

em O(n). Dessa forma, todas as triplas (i, j, k) € C sao identificadas em
O(n + n?). Para cada tripla (iy,j, k) € C, remove-se de L. o elemento
enderecado por P; j, em O(1). Como no méximo n? triplas (ip, j, k) sdo
removidas a cada iteracdo, a remogao de todas as triplas (i, j, k) € C é feita
em O(n?). Portanto, a atualiza¢ao de C, através da identificacao e remogao
de todas as triplas (iy, j, k) é feita em O(n?). Em seguida, j, é removido de
L; e L; é percorrida. Para cada elemento i € L;, a lista L, é percorrida.
Dessa forma, todas as triplas (i, j,, k) € C restantes sao identificadas. Para
cada tripla (i, j,, k) € C, o elemento enderecado por P,  é removido de
L.. Analogamente a remocao das triplas (i, j, k) € C, a complexidade para
atualizar C' removendo-se todas as triplas (7, j,, k) é O(n?). Finalmente, k,
¢ removido de L, e L; é percorrida. Para cada elemento i € L;, a lista
L; é percorrida. Dessa forma, todas as triplas (7,7, k,) € C restantes sao
identificadas. Para cada tripla (i, j,k,) € C, o elemento enderecado por
P;;, ¢ removido de L.. Analogamente a remocao das triplas (ip,j, k) e
(i, jp, k) € C, a complexidade para atualizar C' removendo-se todas as triplas
(i,7,k,) € C 6 O(n*). Como a atualizagio de C' é feita em n — 1 iteragoes,
a complexidade dessa etapa do algoritmo é O(n?).

Apés a selecao de n — 1 triplas, o conjunto C' de triplas candidatas
contém uma tnica tripla que é adicionada a S na linha 15, completando
assim, a fase construtiva.

Para melhor mostrar o funcionamento desse algoritmo, sera conside-
rado um problema de tamanho n = 3. Suponha que a tripla (1,2, 3) tenha
sido escolhida para fazer parte da solucao durante a primeira iteracao do
algoritmo. A Figura 4.2 mostra esquematicamente os valores de C' e das lis-
tas L;, L; e L, ao final da primeira iteragao. Elementos (i, j, k) onde i = 1,
j = 2 ou k = 3 nao fazem parte da lista de candidatos C', tendo sido reti-
rados durante a primeira iteracdo. Além disso, os indices I, J e K validos
sao dados respectivamente por L; = {2,3}, L; = {1,3} e L, = {1, 2}.
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Lista de candidatos (C)

YY) ‘ 611 ‘ YY)
L~
L,
Lot

Figura 4.3: Valores da lista de candidatos C' e das listas L;, L; e Ly apds a
segunda iteracao da fase construtiva para um problema de tamanho n = 3.
A solugao parcial é formada pelas triplas (1,2,3) e (2,3, 2).

Suponha que a tripla (2, 3,2) tenha sido escolhida para fazer parte da
solucao durante a segunda iteracao do algoritmo. Primeiramente, o elemento
de L; correspondente ao indice i = 2 deve ser removido. Para isso, a lista
L; é percorrida até que o elemento seja encontrado, em O(n). Em seguida,
para cada elemento em L;, percorre-se L. Dessa forma, as triplas (2,1,1),
(2,1,2), (2,3,1) e (2,3,2) sao identificadas em O(n + n?) e removidas de C.
Como existem ponteiros para cada elemento em C, cada remocao é feita em
O(1). Como no méaximo n? elementos podem ser removidos a cada iteragao,
a remogao desses elementos é feita em O(n?).

Em seguida, o elemento de L; correspondente ao indice j = 3 ¢
removido em O(n). Além disso, para cada elemento de L;, percorre-se L.
As triplas (3,3, 1) e (3, 3, 2) sao identificadas em O(n+n?) e cada uma delas
é retirada de C' em O(1).

Finalmente, retira-se de Lj o elemento correspondente ao indice de
valor k£ = 2 em O(n). Para cada elemento ainda em L;, percorre-se L;. A
tripla (3,1,2) é identificada em O(n + n?) e retirada de C em O(1).

Observa-se que a iteragio é calculada em O(n?). Como sao feitas n— 1

iteragoes, o algoritmo é computado em O(n?).

422
Fase de busca local

No procedimento de busca local, a solucao corrente é melhorada
quando é encontrada uma solucao na sua vizinhanca que possua um custo
mais baixo do que o seu. A solucao corrente é entao atualizada e a busca
é reiniciada partindo da nova solugdo. A defini¢do da vizinhanca N(s) é
crucial para o desempenho da busca local.

As solugoes do AP3 podem ser representadas por um par de per-
mutagoes (p, q). Portanto, o espago de solugao consiste de todas as (n!)?

combinacoes de permutacoes possiveis.
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procedimento LOCAL(n, ¢, cs, S)

1 parap=1,...,n—1 faga

2 parag=p+1,...,n faca

3 Cj = €S = Cipyjpky ~ Ciguarka T Cinsiaskn T Cigin sk’
4 se (¢j < cg) entao

5 525:\{(%,%,%)}\{( a:Jas kg) b
6 S =85U{(ip,Jq, kp)} U{(ig: Jp, ko) }5
7 LOCAL(n, ¢, ¢, S);

8 retorne;

9 fim-se;

10 Ck = CS = Ciyjy by ~ Ciguigrhg T Cigjpiky T Cigig by
11 se (¢ < cg) entao

12 S:*g\{(ipajpakp)}\{( a>Jas kg) b3
13 S:SU{(iP’ijkQ)}U{( PIVITL )}7
14 LOCAL(n, ¢, ¢k, S);

15 retorne;

16 fim-se;

17 fim-para;

18  fim-para;

19  retorne;

fim LOCAL

Figura 4.4: Fase de busca local para o AP3.

Define-se a diferenca entre duas permutacoes s e s’ como sendo

0(s,s') = {i | s(i) # 5'()},

onde s(i) é o elemento na posigao i da permutacao s. A distancia entre as

permutacoes s e s’ é definida como

Na busca local para o AP3 uma vizinhanca de trocas-(2,2) é usada. Uma

vizinhanga Nj de trocas-(2,2) é definida como

No(s) = {s" | d(s,s") = 2}.

Em geral, uma vizinhanca de trocas-(k, k) poderia ser usada. Uma forma
natural de definir a vizinhanca de uma solucao (p, ¢) usando-se movimentos
de trocas-(2,2) seria permitir que ela fosse gerada por todas as combinagoes

de permutagoes produzidas por movimentos de troca-(2,2) tanto em p,

n
2

grande, mesmo para valores pequenos de n. Um esquema diferente é entao

i . (m)\2 P
como em ¢. Entretanto, o tamanho dessa vizinhanca é ( ) , 0 que é muito

proposto, onde a vizinhanca de uma solugao (p,q) é formada por todas

as permutacoes geradas por trocas-(2,2) em p, mais todas as permutagoes
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geradas por trocas-(2,2) em ¢. Isso significa que para uma solucao p, q € 7y,

a vizinhaga de trocas-(2,2) é

Nao(p,q) = {p',q' | d(p,p") +d(q,q') = 2}.

Portanto, o tamanho da vizinhanga é [Na(p)| 4+ |Na(q)| = 2(5).

A Figura 4.4 ilustra o procedimento de busca local usando a represen-
tacao de triplas. A solucao S, produzida na fase construtiva, é usada como
ponto inicial para a busca local. O custo de S, dado por cg, é fornecido como
dado de entrada para o algoritmo. Nas linhas 1 a 18 as solugoes vizinhas sao
analisadas. O custo de uma solucao vizinha produzida a partir da permu-
tacao p é calculado na linha 3. Caso o seu custo seja menor do que o custo
da solucao corrente, a solucao corrente é substituida por essa nova solucao
nas linhas 5 e 6. Caso uma substituicao seja feita, o procedimento de busca
local é chamado recursivamente, sendo iniciado pela nova solucao corrente
na linha 7. Da mesma forma, o custo de uma solucao vizinha produzida
a partir da permutacao ¢ é calculado na linha 10. Caso o seu custo seja
melhor do que o custo da solucao corrente, a solucao corrente é substituida
por essa nova solucao nas linhas 12 e 13. Caso uma substituicao seja feita, o
procedimento de busca local é chamado recursivamente, sendo iniciado por
essa nova solucao na linha 14. O procedimento termina quando uma solucao

localmente 6tima em relacao a vizinhanca definida é encontrada.

4.3
Religamento de caminhos

A técnica de religamento de caminhos consiste em explorar trajetorias
que partem de uma solu¢ao inicial, gerando um caminho na vizinhancga dessa
solucao na direcao de outra solucao, chamada de solucao guia. Esse caminho
é gerado selecionando-se movimentos que introduzem atributos da solucao
guia na solucao inicial. A cada passo, todos os movimentos que incorporam
atributos da solugao guia sao analisados e o melhor movimento é escolhido.
O religamento de caminhos no contexto da metaheuristica GRASP foi
originalmente introduzido por Laguna e Marti [73]. Outras aplicacoes sao
descritas em [7, 27, 113, 117].

Para o problema de atribuicao de trés indices, o reli-
gamento de caminhos é feito entre uma solucao inicial S =
{17, kD), (2,55, k5), ... (njn k)b e uma  solugdo  guia T

(

{(, 55 kD), (2,58 kD), ... (n, 5L, kL) }. Esse procedimento de religamento
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de caminhos é mostrado em pseudo-cédigo na Figura 4.5. Seja a diferenca

entre as solugoes S e T' definida da seguinte maneira:
5T ={i=1,...on| 3 #57)

K ={i=1,...,n |k’ #k}.

Esses conjuntos sao computados nas linhas 4 e 5 do pseudo-cédigo.
Uma solucao intermediria da trajetdria é visitada a cada passo do
laco das linhas 6 a 34. Dois tipos de movimentos elementares podem ser

feitos. Em um movimento do tipo 1, triplas

{(ilajla kl), (i2,j2, k2)}

sao substituidas por triplas

{(ila.jQ) kl)) (7;27].17 k?)};

enquanto que em um movimento do tipo 2, triplas

{(ilajla kl), (i2,j2, k2)}

sao substituidas por triplas

{ (i1, g1, k2), (i, Jo, k1) }-

Os conjuntos 0.J e 6K sao usados para guiar os movimentos. Movimentos
do tipo 1 sao guiados pelo conjunto ¢.J, enquanto que movimentos do tipo
2 sao guiados pelo conjunto 6 K.

O laco da linha 8 a 17 considera movimentos do tipo 1. Para todo

i € 0.J, seja ¢ tal que j| = j°. Em um movimento do tipo 1, triplas
{(i, 57 kD), (a0, 55 K5}

sao substituidas por
{(. 47, k7). (@, 37 k)Y


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9624448/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9624448/CA

Uma Investigacdo Experimental da Distribuicdo de Probabilidade do Tempo de Solugao
em Heuristicas GRASP e sua Aplicacdo na Andlise de Implementacoes Paralelas 86

procedimento RELIGAMENTO(n, ¢, ¢s, S, T)

1 SejaS = {(17]fakf)7(2a]§ak§)v (n ]nﬂks)}
2 Seja T' = {(lajfak{))(27]gakg) - (m, ]nakT)})
3 Cgmin = CS; ngzn - S

4 dI={i=1,.. nIJZ#JZT}

5 0K={i=1,...,n |k’ #kT};

6 para |6J] + |5K| > 2 faga

7 Cmin = O]

8 para i € §J faga

9 Seja q tal quej == j7;

10 S = 5\{(1']}, D\ A(a, 47 k7))
11 5 =5U{(, Ji,kf)}U{(q J,S,kqs)}
12 C=cCg — ”,kS_CqJSkS+C”Sk5+cq]5LS’
13 se € < Cpin entao

15 flag = 0;

16 fim-se;

17 fim-para;

18 para i € 0K faca

19 Seja ¢ tal que kT ==k7;

20 5 = S\ {(0,55, E) \ ({05, )
21 S =SU{(i,if k) U {(a, 55 k)
22 C=cg — ”7ks—cq’sks-l-c”sks-l-cq]sks;
23 se ¢ < Cmin entao

24 Cmin = C; Smin = S} imin = 1;
25 flag = 1;

26 fim-se;

27 fim-para;

28 S = szn; CS = Cmin;

29 se flag == 0 entao 6J = 6.J \ {imin};

30 se flag==1entao 6K = 6K \ {imin};
31 se cs < Cgmin e€ntao

32 Cgmin = CS; ngin = S)

33 fim-se;

34 fim-para;

35  retorne (Symin);

fim RELIGAMENTO

Figura 4.5: Religamento de caminhos entre a solucao inicial S e a solugao
guia T'.
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Analogamente, o laco da linha 18 a 27 considera movimentos do tipo 2.
Para cada i € 0K, seja ¢ tal que k] = k. Em um movimento do tipo 2,

triplas
{35, k9), (a.37 k7))
sao substituidas por

{06, 37 k3), (0,37 kD)

A cada passo, o movimento que produz a solucao de menor custo é
selecionado e o indice correspondente é removido de um dos conjuntos §.J
ou K (linhas 29 e 30). Esse processo continua até que existam apenas dois
indices de movimento em um dos conjuntos d.J ou 0 K. Nesse ponto, o movi-
mento produzird a solucdo guia e, por esse motivo, nao é realizado. A melhor
solucao encontrada no caminho (Sy,n) € retornada pelo procedimento.

A abordagem hibrida proposta nesse capitulo é semelhante a estratégia
proposta por Laguna e Marti [73]. Laguna e Marti mantém um pool com
trés solucoes de elite, consistindo das trés melhores solucoes produzidas até o
momento. Na implementacao proposta nesse capitulo, um pool P de solucgoes
de elite é formado pelas solugoes encontradas nas primeiras | P| iteragoes do
algoritmo.

Apés essa fase inicial, cada solucao s, produzida pela fase de busca
local é religada com uma ou varias solugoes de elite. Laguna e Marti
selecionam uma solugao de elite s, € P e geram um caminho de s, a s.. Na
implementacao proposta nesse capitulo, dois caminhos sao sempre gerados
entre s, e s., um indo de s, para s, e outro, de s, para s4. Isso é feito porque
esses caminhos freqiientemente visitam solugoes intermediarias diferentes.
Duas estratégias para selecionar s, sao usadas. A primeira foi proposta por
Laguna e Marti e consiste em selecionar aleatoriamente s, de P. A segunda,
religa s, com todas as solugoes de elite em P.

Laguna e Marti mantém seu pool atualizado armazenando as trés
melhores solucgoes encontradas até o momento. No algoritmo GRASP com
religamento de caminhos para o AP3 é usada uma abordagem desenvolvida
por Fleurent e Glover [49] para incorporar solugoes de elite em um algoritmo
GRASP.

Sejam Cpeihor € Cpior 05 valores das fungoes objetivo da melhor e da

pior solucao em P, respectivamente. Dadas duas solucoes

S = {(17]157 kf)? (27j§7 kg)? o (TL?]T‘?) k’[’f)}
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T = {(]‘7]317 k?)’ (27]57 k;)’ ttt (n,jZ;, k;}j)})’

seja A(S,T) = [6J] + [0 K| uma medida da diferenga entre S e T.
A solugao Sypin produzida pelo religamento de caminhos é candidata

a insercao no pool e sera aceita caso satisfaca a um dos seguintes critérios:

L. ¢cgmin < Cmelhor, 15t0 €, Sgmin € a melhor solucao encontrada até o

momento;

2. Cmethor < Cgmin < Cpior © para todas as solugoes de elite S, € P,

A(Sgmins Sp) > Amin, onde Apy, é um fator de diferenciagdo para

insercao no pool, fornecido como entrada.

Uma vez aceita para insercao em P, Sy, ird substituir a pior solugao de
elite, que serd eliminada de P.

O religamento de caminhos também pode ser usado como uma fase
de intensificacao no conjunto de solugoes de elite. Isso é feito aplicando-se o
religamento de caminhos (nos dois sentidos) a cada par de solugoes de elite
em P e atualizando P, caso seja necessario. O procedimento é repetido até
que nao ocorram mais mudancas em P. Esse procedimento de intensificacao
pode ser usado em uma fase de pds-otimizagao (usando o pool de solugoes
do final do algoritmo GRASP), ou durante a otimizagao (usando o conjunto
corrente de solugoes de elite).

A etapa de pés-otimizacao consiste em aplicar o procedimento de
intensificacao no pool de solucoes resultante ao final do algoritmo. Em
seguida, aplica-se o procedimento de busca local explicado na Subse¢ao 4.2.2
a cada solugao de elite, visto que as solucoes produzidas pelo religamento
de caminhos nao sao necessariamente minimos locais. Os minimos locais
produzidos dessa forma sao candidatos a insercao no pool. Caso ocorra
alguma mudanga no pool, o procedimento de pos-otimizacao é repetido desde

o inicio.

4.4
GRASP com religamento de caminhos

Nessa secao serd mostrado como os procedimentos descritos anterior-
mente sao inseridos no algoritmo GRASP, conforme o pseudo-cédigo apre-
sentado na Figura 4.6.

O algoritmo usa dois critérios de parada. Ele é interrompido apds

maxitr iteracoes terem sido executadas ou caso uma solucao com valor
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procedimento GRASP_RC_3AP(seed, n, ¢, alvo, mazitr, mazpool ifreq)
1 P =0;

2 para ¢ = 1,... maxitr faca

3 CONSTRUTIVA(seed, n,c, S);

4 LOCAL(n,c,cs, S);

5 se |P| == mazpool entao

6 selecione P' C P;

7 para T € P’ faca

8 Sgmin = RELIGAMENTO(n, ¢, cg, S, T);
9 ATUALIZAR POOL(Sgmin, Comin, P);
10 Symin = RELIGAMENTO(n, ¢, cr, T, S);
11 ATUALIZAR POOL(Symin, Cgmin, P);
12 fim-para;

13 sendao P = PU {S} fim-se;

14 se mod (i,ifreqg) == 0 entao

15 INTENSIFICAGEO(P);

16 fim-se;

17 Spmeihor = POOLMIN(P);

18 S€ Cmelhor < alvo entao

19 Saia do laco;

20 fim-se;

21  fim-para;

22 POS-OTIMIZAGRO(P);

23 Spethor = POOLMIN(P);

24 retorne (Spnethor);

fim GRASP_RC_3AP;

Figura 4.6: Heuristica GRASP com religamento de caminhos para o AP3.

objetivo menor ou igual a alvo tenha sido encontrada. Cada iteracao consiste
na constru¢do de uma solugao (linha 3), em uma busca local usando a
solugdo construida como solucao inicial (linha 4), e uma vez que o pool
de solugoes de elite esteja completo (ou seja, |P| = mazpool), em uma
fase de religamento de caminhos. Na fase de religamento de caminhos, sao
examinadas as solucoes no caminho entre a solucao produzida pela busca
local e um subconjunto de solugoes de elite (P'), que podera ser formado
por apenas uma solu¢ao de P (escolhida aleatoriamente) ou por todas as
solucoes de P. O religamento de caminhos é feito tanto iniciando-se da
solucao produzida pela busca local em direcao de uma solucao de P’, como
iniciando-se de uma solucao de P’ em direcao a solucao produzida pela
busca local (linhas 8 e 10). Na abordagem proposta nesse capitulo, P’ pode
ser formado por uma tnica solucao selecionada aleatoriamente de P, ou
pelo pool inteiro. Apds cada trajetoria de religamento de caminhos ter sido
percorrida, a melhor solucao visitada é testada para inser¢ao em P (linhas 9
e 11). Caso o pool ndo esteja completo, a solugao produzida pela busca local
é simplesmente adicionada a ele.

A fase de intensificacao no conjunto de elite, descrita na Secao 4.3, é
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feita a cada intervalo de ifreq iteracoes (linhas 14 a 16). Finalmente, quando
um dos critérios de parada é satisfeito, a fase de pos otimizagao descrita na

Se¢ao 4.3 é computada (linha 22).

4.5
Resultados computacionais

Nessa secao serao apresentados os resultados computacionais dos
métodos GRASP descritos nesse capitulo. O ambiente computacional usado
para conduzir os experimentos sera descrito, assim como os problemas testes
selecionados para testar as nove variantes propostas. Serao apresentados os
resultados da comparacao entre estas variantes. Esses resultados atestam
que o método estudado pode produzir solucoes proximas do étimo para
problemas testes do AP3.

4.5.1
Ambiente computacional

Os experimentos foram feitos em um computador SGI Challenge com
16 processadores MIPS R10000 de 196 MHz, 12 processadores MIPS R10000
de 194 MHz e 7.6 Gb de memoria.

Os programas foram escritos em Fortran e foram compilados com
o compilador SGI MIPSpro F77 usando as opc¢oes -03 -static -u. Os
tempos de CPU foram medidos com a funcao etime do sistema operacional.

Foi usado o gerador de nimeros pseudo-aleatérios descrito em [124].

4.5.2
Problemas testes

Treés classes de problemas testes tiradas da literatura foram usadas nos
experimentos.

A primeira classe foi proposta por Balas e Saltzman [13]. Coeficientes
inteiros de custo ¢; j i sdo gerados uniformemente no intervalo [0, 100] para
esses problemas. Os experimentos foram limitados a todos os problemas
testes de tamanhos n = 12,14, 16, 18, 20, 22, 24 e 26, gerados por Balas e
Saltzman. Para cada tamanho, foram considerados todos os cinco problemas
testes fornecidos por Balas e Saltzman.

A segunda classe é a classe T'A, proposta por Crama e Spieksma

[37]. O AP3 é visto como um problema de otimizagdo em um grafo
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tripartido completo K, ,, »,, como explicado na Se¢ao 4.1. Um comprimento
dy, > 0 é atribuido a cada aresta de K, ,, e o custo ¢;;; é dado por
Cijk = di;+d; 4 d; . Trés tipos de problemas gerados aleatoriamente sao
considerados. Eles diferem em como os comprimentos d,, sao calculados
(veja [37] para maiores detalhes). Cada tipo consiste de trés problemas
testes de tamanho n = 33 e de trés problemas testes de tamanho n = 66,
num total de 18 problemas testes.

A dltima classe de problemas foi proposta por Burkard, Rudolf e
Woeginger [25]. Sejam «;, f; e vy, os elementos de trés seqiiéncias de n
elementos. Um coeficiente de custo ¢; j é dado por ¢;;r = ;- B - V. Os
problemas testes considerados nos experimentos sao os maiores testados
por Burkard, Rudolf e Woeginger [25], de tamanhos n = 12,14 e 16.
Todos possuem coeficientes de custo inteiros, distribuidos uniformemente
no intervalo [0,10]. Para cada tamanho de problema, todos os 100 casos

testes fornecidos por Burkard, Rudolf e Woeginger foram considerados.

4.5.3
Variantes do algoritmo GRASP

Sao consideradas as nove variantes da estratégia GRASP com religa-

mento de caminhos propostas nesse capitulo:

1. GRASP: é um algoritmo GRASP puro, sem religamento de caminhos.

2. GRC(RAND): acrescenta a GRASP o religamento de caminhos entre a
solucao produzida pelo algoritmo basico e uma solugao selecionada
aleatoriamente do conjunto de solucoes de elite. O religamento de
caminhos ¢ realizado tanto iniciando-se da solucao produzida pela
busca local em direcao a solucao de elite, como iniciando-se da solucao

de elite em direcao a solucao produzida pela busca local.

3. GRC(ALL): acrescenta a GRASP o religamento de caminhos entre a
solugao produzida pelo algoritmo bésico e todas as |P| solugoes do
conjunto de solucoes de elite P. O religamento de caminhos é realizado
tanto iniciando-se da solugao produzida pela busca local em direcao
a cada solucao de elite, como iniciando-se de cada solucao de elite em

direcao a solugao produzida pela busca local.

4. GRC(RAND,INT): acrescenta a GRC(RAND) um esquema de intensifi-
cacao que é repetido periodicamente apds um intervalo fixo de ite-

ragoes.
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5. GRC(ALL,INT): acrescenta a GRC(ALL) um esquema de intensificacao

que é repetido periodicamente apds um intervalo fixo de iteracoes.

6. GRC(RAND,POST): acrescenta a GRC(RAND) uma fase de pds-otimizacao
onde o religamento de caminhos é feito entre todas as solucoes do

conjunto de elite e as solucoes resultantes sao otimizadas localmente.

7. GRC(ALL,POST): acrescenta a GRC(ALL) uma fase de pds-otimizacao
onde o religamento de caminhos é feito entre todas as solugoes do

conjunto de elite e as solucoes resultantes sao otimizadas localmente.

8. GRC(RAND,POST,INT): acrescenta a GRC(RAND,POST) um esquema de
intensificacao que é repetido periodicamente apds um intervalo fixo de

iteracoes.

9. GRC(ALL,POST,INT): acrescenta a GRC(ALL,POST) um esquema de
intensificacao que é repetido periodicamente apés um intervalo fixo

de iteracoes.

Em todas as variantes, o parametro o da LRC é selecionado alea-
toriamente de uma distribui¢do uniforme no intervalo [0,1] e permanece
fixo a cada iteragdo. Fixou-se o tamanho do pool como |P|=30. O valor
do fator de diferenciacdo para insercao no pool A, foi fixado com sen-
do n, ou seja, metade do nimero de elementos dos vetores de permutacao
candidatos a insercao no pool. As variantes GRC(RAND), GRC(RAND,INT),
GRC(RAND,POST, INT) e GRC(RAND,POST,INT) usam duas seqiiéncias do ge-
rador de numeros aleatérios. A primeira é usada na fase construtiva para
selecionar o parametro a da LRC e para selecionar o proximo elemento a ser
inserido na solucao. A outra seqiiéncia é usada para fazer a selecao aleatoria
de uma solucao do pool. Dessa forma, garante-se que para todas as variantes,
as etapas acrescentadas nunca irao deteriorar o resultado que seria obtido
por uma estratégia GRASP pura iniciada com a mesma semente do gerador

de numeros aleatérios.

4.5.4
Os experimentos

O objetivo dos experimentos desse capitulo é avaliar a eficiencia do
religamento de caminhos usado como uma etapa do algoritmo GRASP.

Espera-se responder trés perguntas:
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Tabela 4.1: Estimativas das probabilidades de encontrar uma solucao com
custo melhor ou igual ao valor alvo, em funcao do tempo de solucao. Os
problemas testes considerados sao B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1
de Balas e Saltzman, para os valores alvos 16, 16, 16 e 17, respectivamente.
Os algoritmos testados sio GRC(RAND) e GRASP.

B-S 20.1 B-S 22.1 B-S 24.1 B-S 26.1
tempo | GRC GRASP | GRC GRASP | GRC GRASP | GRC GRASP
a0s | .89 44 .52 25| 45 221 .35 .16
100s | .98 .68 | .83 43| .70 32| .66 .25
150s | 1.00 .80 | .93 .56 | .84 42| .85 37
200s | 1.00 87| .98 .66 | .91 49 | .96 .50

1. O religamento de caminhos melhora o desempenho do algoritmo
GRASP e como sao os seus tempos de processamento quando compa-

rados aos do algoritmo puro?

2. Como sao comparados os tempo das diferentes variantes do método
GRASP com religamento de caminhos descritas nesse capitulo,

fixando-se a qualidade das solucoes obtidas?

3. A variavel aleatoria tempo para valor alvo das diferentes variantes do
algoritmo GRASP com religamento de caminhos é exponencialmente
distribuida?

Para estudar o efeito do religamento de caminhos, o algoritmo GRASP
puro (GRASP) e o método com religamento de caminhos mais simples
(GRC(RAND)) foram comparados para os problemas B-S 20.1, B-S 22.1,
B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman [13]. Duzentas execu¢oes inde-
pendentes de cada uma dessas variantes foram feitas para os quatro pro-
blemas. Cada execucao foi terminada quando uma solucao com custo igual
ou inferior a um valor alvo foi encontrado. Os valores de alvo testados
para os problemas B-S 20.1,B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 foram 16, 16,
16 e 17, respectivamente. Esses valores estao longe do valor 6timo e, em
geral, podem ser obtidos em poucas iteracoes. Distribuicoes empiricas de
probabilidade do tempo para valor alvo sao plotadas na Figura 4.7. Para
plotar essas distribuicoes empiricas, os tempos medidos sao primeiramen-
te ordenados. Em seguida, associa-se ao i-ésimo tempo de execugao (t;)
uma probabilidade p; = (i — %)/200. Finalmente, os pontos z; = (t;, p;)
sao plotados para ¢ = 1,...,200. Os graficos mostram claramente que o
religamento de caminhos permite reduzir o tempo necessario para encon-
trar uma solucao com valor melhor ou igual ao alvo. Por exemplo, para o
problema 20.1 a probabilidade de se encontrar uma solucao com valor pelo

menos tao bom quanto o valor alvo em no maximo 50 segundos é 89% para
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GRC(RAND), enquanto que para GRASP é 44%. Considerando-se um tempo
de execucao de no maximo 100 segundos, estas probabilidades sao 98% e
68% para GRC(RAND) e GRASP, respectivamente. Essas probabilidades sao
mostradas na Tabela 4.1 para os quatro problemas testes considerados. Es-
ses resultados mostram que, apesar de GRC(RAND) precisar de mais tempo
por iteracao, esse tempo é compensado pelo nimero reduzido de iteragoes
necessarias para encontrar a solucao.

Da mesma forma que os gréaficos da Figura 4.7, usados para comparar
GRASP e GRC(RAND), os graficos das Figuras 4.8 e 4.9 mostram as distri-
buicoes empiricas de probabilidade do tempo para valor alvo das variantes
GRC(RAND), GRC(RAND, INT), GRC(ALL) e GRC(ALL,INT). Sao considerados
os mesmos problemas testes B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1,
com valores alvos mais dificeis de obter: 7, 8, 7 e 8, respectivamente. As
variantes GRC (RAND, INT) e GRC(ALL,INT) fazem a intensificacao a cada in-
tervalo de ifreq= 2000 iteracoes. Por exemplo, a Figura 4.8 mostra que para
o problema 20.1, a probabilidade de GRC(RAND) encontrar uma solucao de
valor no maximo igual a 7 em menos de 2063s é 0.5, enquanto que, com
a mesma probabilidade, GRC(RAND, INT), GRC(ALL) e GRC(ALL,INT) encon-
tram uma solugao com valor no méaximo 7 em menos de 1744s, 851s e 718s,
respectivamente. Na Tabela 4.2 sao mostrados os tempos em funcao da
probabilidade para os quatro problemas testes, considerando-se as quatro
variantes do algoritmo GRASP com religamento de caminhos. Os graficos
e a tabela mostram que GRC(ALL) e GRC(ALL,INT) encontram uma so-
lucao com custo pelo menos tao bom quanto o valor alvo em menos tempo
do que GRC(RAND) e GRC(RAND,INT), apesar do fato de que GRC(RAND) e
GRC(RAND, INT) precisam de significativamente menos tempo por iteracao
do que GRC(ALL) e GRC(ALL,INT). Deve-se notar também que os resultados
mostram que a intensificacao parece beneficiar mais GRC (RAND, INT) quan-
do comparado a GRC(RAND), do que GRC(ALL,INT) quando comparado a
GRC(ALL), e que a medida que o tamanho do problema cresce, o beneficio

da intensificagdo diminui.
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Figura 4.7: Distribuicao empirica de probabilidade do tempo para valor
alvo das estratégias GRASP e GRC(RAND) (problemas testes B-S 20.1, B-
S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman). Os problemas considerados
foram B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1, para os valores alvos 16, 16,
16 e 17, respectivamente.
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Tabela 4.2: Tempo para encontrar uma solu¢cao com custo melhor ou igual
ao valor alvo, em funcao da probabilidade. Os problemas testes considerados
sao B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman, para os
valores alvos 7, 8, 7 e 8, respectivamente.

B-S 20.1
probabilidade | GRC(ALL,INT) GRC(ALL) GRC(RAND,INT) GRC(RAND)
0.2 238s 266s 338s 428s
0.5 718s 851s 1744s 2063s
0.8 18565 1918s 4887s 5331s
B-S 22.1
probabilidade | GRC(ALL,INT) GRC(ALL) GRC(RAND,INT) GRC(RAND)
0.2 544s 546s 710s 852s
0.5 1502s 1584s 2916s 27635
0.8 4731s 4780s 8244s 8161s
B-S 24.1
probabilidade | GRC(ALL,INT) GRC(ALL) GRC(RAND,INT) GRC(RAND)
0.2 742s 856s 1714s 1697s
0.5 2274s 2603s 59378s 4084s
0.8 6198s 6306s 12467s 113365
B-S 26.1
probabilidade | GRC(ALL,INT) GRC(ALL) GRC(RAND,INT) GRC(RAND)
0.2 594s 592s 852s 963s
0.5 1411s 1411s 2315s 2315s
0.8 3698s 3691s 5941s 6049s

Em um outro tipo de experimento, as diferentes variantes foram exe-
cutadas por um numero fixo de iteragoes, considerando-se todos os pro-
blemas testes descritos na Subsecao 4.5.2. Dois tipos de execucoes foram
feitas. No primeiro tipo, os programas foram executados por 100 iteragoes
(execugoes curtas) e no segundo tipo, por 10000 iteragoes (execugoes lon-
gas). Foram feitas cinco execucoes independentes curtas e cinco execugoes
independentes longas para cada par problema teste/variante. As variantes
GRC(RAND,POST, INT) e GRC(ALL,POST,INT) fazem a intensificacao a cada
intervalo de ifreqg= 30 iteracoes nas execucgoes curtas e ifreq= 250 iteracoes

nas execucoes longas.
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Figura 4.8: Distribuicao empirica de probabilidade do tempo para valor
alvo das diferentes variantes do algoritmo GRASP com religamento de
caminhos (problemas testes B-S 20.1 e B-S 22.1 de Balas e Saltzman). Os
problemas considerados foram B-S 20.1 e B-S 22.1, para os valores alvos 7

e 8, respectivamente.
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Figura 4.9: Distribuicao empirica de probabilidade do tempo para valor
alvo das diferentes variantes do algoritmo GRASP com religamento de
caminhos (problemas testes B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman). Os
problemas considerados foram B-S 24.1 e B-S 26.1, para os valores alvos 7

e 8, respectivamente.
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As Tabelas 4.3 e 4.4 mostram os resultados para os problemas testes
propostos por Balas e Saltzman [13], para 100 e 10000 iteragoes, respectiva-
mente. Cada linha mostra as estatisticas tiradas sobre os cinco problemas
testes de um mesmo tamanho. Para cada problema teste sao feitas cin-
co execucoes independentes. Por exemplo, para n = 12, os problemas testes
sao B-S 12.1,B-S 12.2,B-S 12.3,B-S 12.4,eB-S 12.5 e um total de 25
execucoes foram feitas. A coluna descrita por n é a dimensao do problema. A
coluna descrita por B-S é a média dos custos obtidos pela heuristica de troca
em profundidade varidvel (variable depth interchange) proposta por Balas
e Saltzman [13] e a coluna OPT lista a média dos 6timos publicados por
Balas e Saltzman. Nessas tabelas, assim como nas demais tabelas mostradas
a seguir, os resultados do algoritmo basico e das variantes que usam reli-
gamento de caminhos GRC (RAND), GRC(RAND,POST), GRC (RAND,POST, INT),
GRC(ALL), GRC(ALL,POST) e GRC(ALL,POST,INT) sao mostrados nas co-
lunas GRASP, GRC(R), GRC(R,P), GRC(R,P,I), GRC(A), GRC(A,P), e
GRC(A,PI), respectivamente. Para cada tamanho de problema teste, as
células em destaque em cada linha correspondem as variantes com as meno-
res médias de solugoes. Para cada dimensao de problema e variante do algo-
ritmo, a célula correspondente nas Tabelas 4.3 e 4.4 lista a média dos custos
(calculada sobre as melhores solugoes encontradas nas cinco execugoes in-
dependentes para cada problema teste), o nimero de vezes que a variante
encontrou a melhor solu¢ao (mlh) para os cinco problemas testes daquela di-
mensao (por exemplo, GRC(ALL,POST) encontrou a melhor solu¢ao para dois
dos cinco problemas testes de dimensao 12, enquanto GRC(ALL,POST, INT)
encontrou a melhor solucao para todos os cinco problemas testes de di-
mensao 12), e a média dos tempos de processamento para as 25 execugoes
da célula. Na tltima linha (total de mlh) dessas tabelas, é mostrada a soma
do nimero de vezes em que cada variante encontrou a melhor solucao.

Sao feitas as seguintes observacoes sobre os resultados nas Tabelas 4.3
e 4.4:

— Nas execucoes curtas, o algoritmo GRASP com religamento de ca-
minhos encontra solugoes melhores do que a heuristica de troca em
profundidade varidvel de Balas e Saltzman para n < 20, mas obtém
solucoes piores para n > 22. Nas execucgoes longas, porém, todas as
variantes (inclusive o algoritmo GRASP puro) encontram solugoes me-
lhores do que as encontradas pela heuristica de troca em profundidade

variavel.

— Solucoes 6timas sao encontradas nas execucoes longas para n < 14.
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— Todas as variantes com religamento de caminhos encontraram solugoes
que sao em média, melhores do que as encontradas pelo algoritmo

puro.

— Nas curtas e longas, a pods-otimizacao e a intensificacao ajudam
as variantes que fazem religamento de caminhos a obter melhores

solucoes.

— Nas execucoes longas, solucoes melhores sao observadas movendo-se

do lado esquerdo em direcao ao lado direito da tabela.

— Nas execucoes curtas, quando procedimentos de pds-otimizacao
ou de poés-otimizacao e de intensificacao sao acrescentados a
GRC(RAND), melhores solucoes sao encontradas quando compara-
das aquelas encontradas pela variante GRC(ALL). Porém, a variante
GRC(ALL,POST) encontra melhores solucoes do que GRC(RAND,PQOST)
e a variante GRC(ALL,POST,INT) encontra solucoes melhores do que
GRC (RAND,POST, INT).

As Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7 mostram os resultados computacionais para
os tipos I, IT e III, respectivamente, de problemas testes propostos por
Crama e Spieksma [37]. Cada tabela mostra o nimero de iteragoes, a
dimensao do problema n, o valor obtido pela melhor heuristica H de Crama
e Spieksma [37] e o limite inferior publicado em [37]. A heuristica de Crama
e Spieksma serd chamada de C-S. Cada célula correspondente a um par
problema teste/variante mostra o valor da melhor solugdo encontrada nas
cinco execucoes independentes, o nimero de vezes que a melhor solucao foi
encontrada e a média dos tempos das cinco execucoes.

Para os problemas do tipo I, a Tabela 4.5 mostra o seguinte:

— Nas execucoes curtas, as variantes com religamento de caminhos
encontraram melhores solucoes do que C-S para quase todos os
problemas testes, com excecao de um. Em execugoes longas, melhores
solucoes foram encontradas pelas variantes do método GRASP com
religamento de caminhos quando comparadas aquelas encontradas por

C-S para todos os problemas testes.

— Nas execugoes curtas, o algoritmo GRASP puro obteve solucoes
melhores do que as obtidas por C-S para apenas um problema teste de
tamanho n = 33, enquanto que para n = 66, C-S encontrou solucoes
melhores do que as encontradas pelo algoritmo puro para todos os

problemas testes.
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— Em execucoes longas, o algoritmo GRASP encontrou solu¢oes melho-
res do que as obtidas por C-S para os problemas testes de tamanho

n = 33, mas obteve solucoes piores para n = 66.

— Em todas as execugoes curtas, e em quase todas as execucoes longas
(com exce¢ao de uma), GRC(RAND) e GRC(ALL) encontraram solugoes

melhores do que as obtidas pelo algoritmo puro.

— Em todas as execucoes curtas, o procedimento de pds-otimizacao
permitiu melhorar as solucoes obtidas por GRC(RAND). Em duas das
seis execucgoes curtas, o procedimento de pds-otimizacao permitiu
melhorar as solucoes obtidas por GRC(ALL). Porém, nas execucoes

longas, o procedimento de pds-otimizagao nao fez nenhuma diferenca.

— A diferenca entre as variantes com religamento de caminhos nas

execucoes longas é desprezivel.

— Em um problema teste de tamanho n = 33, mais de uma variante do
método GRASP com religamento de caminhos encontrou uma solugao
6tima.

— O erro em relacao ao limite inferior foi de no maximo 0.9% para as

execugoes curtas e de no maximo 0.65% para as execugoes longas.
Para problemas do tipo II, a Tabela 4.6 mostra o seguinte:

— Em todas as execucoes curtas e longas, o algoritmo GRASP puro

encontrou melhores solugoes do que as obtidas por C-S.

— Em quatro das seis execucgoes curtas e em todas as execucoes longas,
GRC(RAND) obteve melhores solugoes do que o algoritmo puro. Em
todas as execucoes curtas e longas, GRC (ALL) obteve melhores solucoes

do que o método puro.

— Nas execucoes curtas, o procedimento de pods-otimizacao melhorou
as solugoes obtidas por GRC(RAND). Porém, o procedimento de pos-
otimizacao melhorou a solugao obtidas por GRC(RAND) em apenas uma

execucao longa.

— Em metade das execucoes curtas o procedimento de pds-otimizacao
permitiu melhorar as solugoes obtidas por GRC(ALL), enquanto que
nas execucoes longas a pds-otimizagao nao teve nenhuma influéncia
na qualidade das solucoes obtidas por GRC(ALL, INT).

— A intensificacao deteriorou a qualidade das solucoes obtidas mais vezes

do que melhorou.
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— O erro em relacao ao limite inferior foi de no maximo 1.5% para as

execugoes curtas e de no maximo 1.35% para as execugoes longas.
Para problemas do tipo III, a Tabela 4.7 mostra o seguinte:

— Em todas as execugoes curtas e longas, o algoritmo com religamento

de caminhos encontrou solucoes melhores do que as obtidas por C-S.

— Em apenas uma execucao curta, o algoritmo GRASP puro encontrou
uma solucao melhor do que a encontrada por C-S. Para os cinco casos

testes restantes, C-S encontrou melhores solucoes.

— Em quatro das seis execucoes longas, o algoritmo GRASP puro obteve
melhores solucoes do que C-S, enquanto que nas duas execucoes
restantes, os dois algoritmos encontraram solugoes com os mesmos

custos.

— Asvariantes GRC(RAND) e GRC(ALL) encontraram melhores solucoes do
que as encontradas pelo método puro em todas as execucoes curtas e

longas.

— Em todas execucoes curtas e em duas execugoes longas, o procedimen-

to de pds-otimizacao melhorou a solucao obtida por GRC(RAND).

— O procedimento de pds-otimizacao melhorou GRC(ALL) somente em

duas execucoes curtas.

— Nas execugoes curtas, a intensificacao deteriorou a qualidade das
solucoes obtidas pelas variantes GRC(RAND) e GRC(ALL) mais do que
melhorou. Nas execucoes longas, ela nao teve nenhuma influéncia em

relacao a qualidade da solucao obtida.
~ O erro em relagao ao limite inferior foi no maximo 1.8%.

— Para um problema teste de tamanho n = 33, todas as execucoes

produziram a solucao 6tima.

A Tabela 4.8 mostra os resultados para os problemas testes de Bur-
kard, Rudolf e Woeginger [25]. Sdo mostrados os resultados das execugoes
com 100 e 10000 iteracoes na primeira e na segunda tabela de cima para
baixo, respectivamente. Em cada tabela sao mostrados a dimensao do pro-
blema n, o valor obtido pela heuristica Simple_LSH de Burkard, Rudolf e
Woeginger usada para problemas testes de tamanho n = 12, o valor obtido
pela heuristica LSH de Burkard, Rudolf e Woeginger usada para problemas
testes de tamanhos n > 14 e os resultados para as variantes do algoritmo
GRASP. As heuristicas propostas por Burkard, Rudolf e Woeginger serao

chamadas de B-R-W. Cinco execucoes independentes foram feitas para cada
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variante do método estudado, considerando-se todos os 100 problemas testes
de cada tamanho. Cada célula corresponde a um par tamanho de problema
teste/variante e mostra a média dos custos calculada para os 100 problemas
testes (é considerada a melhor soluc¢ao obtida nas cinco execugoes indepen-
dentes para cada problema teste), o niimero de vezes que a melhor solugao
foi encontrada e o tempo médio de execucao para as quinhentas execucoes.

Esta tabela mostra o seguinte:

— O algoritmo GRASP puro encontrou em média melhores solucoes do

que B-R-W em todas as execugoes curtas e longas.

— Nas execugoes curtas, a adicao do religamento de caminhos possibili-
tou a reducao do custo médio das solugoes para todos os tamanhos de
problemas. Nas execugoes longas, isso ocorreu apenas para os tama-

nhos de problemas n > 14.

— Nas execucoes curtas, o procedimento de pés-otimizagao reduziu o cus-
to das solucoes obtidas pelas variantes GRC(RAND) e GRC(ALL). Nova-
mente nas execucoes curtas, o procedimento de intensificacao permitiu
reduzir ainda mais o custo das solugoes obtidas por GRC(RAND,PQOST)
e GRC(ALL,POST). Nas execucoes longas, todas as variantes com reli-

gamento de caminhos encontraram as mesmas solucoes.

— Nas execucgoes curtas, GRC(ALL) foi melhor do que GRC(RAND),
GRC(ALL,POST) foi melhor do que GRC(RAND,POST) e
GRC(ALL,POST,INT) obteve melhores solucgoes do que
GRC (RAND,POST, INT).

— Nas execucoes longas, o algoritmo GRASP puro foi capaz de encontrar
as melhores médias de solucgoes, igualando-se as variantes que fazem

religamento de caminhos, para 295 dos 300 problemas testes testados.

4.5.5
Distribuicao da probabilidade do tempo para valor alvo

No capitulo anterior foi estudada a distribuicao empirica de probabi-
lidade da variavel aleatoria tempo para valor alvo de cinco implementagoes
do método GRASP. Concluiu-se que, dado um valor alvo, o tempo para en-
contrar uma solucao pelo menos tao boa quanto este alvo ajusta-se a uma
distribuicao exponencial de dois parametros. Uma metodologia padrao pa-
ra andlise gréifica [30] foi usada para computar as distribui¢oes empiricas e

tedricas e para estimar os parametros das distribuicoes.
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Tabela 4.9: Problemas testes usados para estudar a distribuicao empirica
de probabilidade da variavel aleatéria tempo para valor alvo para GRASP. O
limite superior (Is) é o melhor valor obtido pelos algoritmos GRASP com
religamento de caminhos. Sao mostrados os valores alvos e os parametros
estimados.

parametros estimados

problema 1s alvo it A
20.1 5 20 -0.051 21.538
18 1.438 41.654
16 1.288 90.184
22.1 9 42 0.064 0.774
29  0.319 4.336
16 -2.607 185.218
24.1 9 39 -0.059 2.101
28 -0.003 8.672
16 -2.890 246.557
26.1 9 50  0.134 0.748
34 -0.076 5.334
17 26.363 252.903

As Figuras 4.10 e 4.11 mostram, respectivamente, os gréaficos Q-Q
e os graficos com as distribuicoes tedricas e empiricas sobrepostas para
GRASP. Esses graficos foram plotados usando a metodologia proposta no
capitulo anterior. Foram considerados tres valores alvos para cada um dos
problemas testes B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e
Saltzman. Da mesma forma que nos testes feitos no capitulo anterior, foram
realizadas 200 execucoes independentes do método GRASP para cada par
problema teste/valor alvo. Os 200 pontos de dados gerados foram usados
para plotar o grafico Q-Q com informacao de variabilidade e o grafico das
distribuicoes empirica e tedrica sobrepostas. A Figura 4.10 é formada por
12 gréficos Q-Q, um para cada par problema teste/valor alvo. Da mesma
forma, a Figura 4.11 é formada por 12 graficos com as distribui¢oes empirica
e tedrica sobrepostas, um para cada par problema teste/valor alvo. Cada
figura é formada por quatro linhas onde sao dispostos os graficos. Cada
linha corresponde a um dos quatro problemas testes escolhidos para testar
a heuristica proposta para o AP3. Em cada linha das figuras, a dificuldade
de se encontrar uma solucao para um dado valor alvo aumenta da esquerda
para a direita. De acordo com as conclusoes do capitulo anterior, observa-se
que os tempos para valor alvo medidos também adaptam-se bem a uma
distribuicao exponencial de dois parametros. Os valores alvos considerados,
assim como os parametros estimados pela metodologia, sao mostrados na
Tabela 4.9.

A metodologia padrao usada para estudar a distribuicao empirica de
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Tabela 4.10: Problemas testes usados para estudar a distribuicao empirica de
probabilidade da varidvel aleatéria tempo para valor alvo para GRC(RAND).
O limite superior (Is) é o melhor valor obtido pelos algoritmos GRASP com
religamento de caminhos. Sao mostrados os valores alvos e os parametros
estimados.

parametros estimados

problema 1s alvo I A
20.1 5 18 3.244 12.622
16 4.265 24.305
7 -593.345 3852.271
22.1 9 29 0.550 3.349
16 8.776 55.171
8 -438.551 5032.154
24.1 9 28 0.427 5.879
16 9.536 72.319
7 -107.661 6924.395
26.1 9 34 0.246 4.254
17 21.009 66.803

8 101.853 3421.181

probabilidade da variavel aleatoria tempo para valor alvo do método GRASP
puro é usada nessa secao para estudar o tempo para valor alvo das quatro va-
riantes com religamento de caminhos GRC (RAND), GRC(RAND, INT) ,GRC(ALL)
e GRC(ALL,INT). Quatro problemas testes foram considerados: B-S 20.1,
B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman. O objetivo é mos-
trar que as distribuicoes do tempo para valor alvo das quatro variantes com
religamento de caminhos também encaixam-se em uma distribuicao expo-
nencial de dois parametros.

Nas Figuras 4.12, 4.14, 4.16 e 4.18 sao mostrados os graficos Q-Q para
GRC(RAND), GRC(RAND,INT), GRC(ALL) e GRC(ALL,INT), respectivamente.
Da mesma forma, as Figuras 4.13, 4.15, 4.17 e 4.19 mostram as distri-
buicoes empiricas e tedricas da variavel aleatoria tempo para valor alvo para
GRC(RAND), GRC(RAND,INT), GRC(ALL) e GRC(ALL,INT), respectivamente.
Essas figuras sao semelhantes as Figuras 4.10 e 4.11 mostradas para GRASP.
Cada figura é formada por quatro linhas. Cada linha corresponde a um dos
quatro problemas considerados. Para cada problema teste foram testados
trés valores alvos. Em cada linha das figuras, a dificuldade de se encontrar
uma solucao para um dado valor alvo aumenta da esquerda para a direita. Os
graficos foram plotados com os tempos de 200 execucoes da variante do algo-
ritmo GRASP com religamento de caminhos correspondente. Os valores al-
vos considerados para cada problema e os parametros estimados para as dis-
tribuicoes plotadas para as variantes GRC (RAND), GRC (RAND, INT),GRC(ALL)
e GRC(ALL,INT) sao mostrados nas Tabelas 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, respec-
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Tabela 4.11: Problemas testes usados para estudar a distribuicao empirica
de probabilidade da variavel aleatéria tempo para wvalor alvo para
GRC(RAND, INT). O limite superior (ls) é o melhor valor obtido pelos al-
goritmos GRASP com religamento de caminhos. Sao mostrados os valores
alvos e os parametros estimados.

parametros estimados

problema 1s alvo it A
20.1 5 18 1.128 8.663
16 2.714 15.148
7 -479.423 3311.963
22.1 9 29 0.685 2.884
16 4.060 35.847
8 -473.328 5298.755
24.1 9 28 0.995 3.913
16 1.149 60.890
7 -144.399 7890.621
26.1 9 34 0.237 4.258
17 14.773 58.888

8 -121.385 3860.867

Tabela 4.12: Problemas testes usados para estudar a distribuicao empirica
de probabilidade da variavel aleatéria tempo para valor alvo para GRC(ALL).
O limite superior (Is) é o melhor valor obtido pelos algoritmos GRASP com
religamento de caminhos. Sao mostrados os valores alvos e os parametros
estimados.

parametros estimados

problema 1s alvo I A
20.1 5 18 1.105 12.263
16 1.683 20.433
7 -26.468 1223.800
22.1 9 29 0.385 3.674
16 7.585 48.587
8 -135.125 3085.320
24.1 9 28 0.008 6.183
16 1.053 63.019
7  -16.763 4004.119
26.1 9 34 0.418 3.233
17 13.692 50.474

8 32.120 2255.550
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Tabela 4.13: Problemas testes usados para estudar a distribuicao empirica
de probabilidade da variavel aleatéria tempo para wvalor alvo para
GRC(ALL,INT). O limite superior (Is) é o melhor valor obtido pelos algo-
ritmos GRASP com religamento de caminhos. Sao mostrados os valores
alvos e os parametros estimados.

parametros estimados

problema 1s alvo it A
20.1 5 18 0.994 12.425
16 2.475 17.620
7 -23.089 1176.373
22.1 9 29 0.378 3.677
16 8.253 43.112
8 -139.506 2912.195
24.1 9 28 0.014 6.167
16 -0.039 65.575
7 -130.586 3933.269
26.1 9 34 0.419 3.226
17 10.459 53.769

8 33.111 2264.880

tivamente. As variantes GRC(RAND,INT) e GRC(ALL,INT) fazem a intensi-
ficacao a cada intervalo de ifreq= 500, ifreg= 500 e ifreq= 2000 iteragoes
para os valores alvos faceis (colunas mais a esquerda nas tabelas), médios
(colunas do meio nas tabelas) e dificeis (colunas mais a direita nas tabelas),
respectivamente.

As Figuras 4.12, 4.14, 4.16 e 4.18 mostram que existe pouco afasta-
mento dos pontos em relacao a reta estimada e, conseqlientemente, as dis-
tribuicoes empiricas dos dados adaptam-se bem a distribuicoes exponenciais
de dois parametros para todas as variantes com religamento de caminhos
testadas. Além disso, quanto maior for a dificuldade de se obter um dado
valor alvo, melhor é a adequacao da sobreposicao da distribuicao tedrica a
distribuicao empirica nos graficos das Figuras 4.13, 4.15, 4.17 e 4.19.

Segundo a Proposicao 3.2 mostrada no capitulo anterior para a dis-
tribuicao exponencial de dois parametros, a probabilidade de se encontrar
uma solucao com um dado valor em tempo pt executando-se um processo
seqiiencial é igual a 1 — e=(P=#)/X enquanto que a probabilidade de se en-
contrar uma solugao com custo pelo menos tao bom quanto o valor dado em
tempo ¢ com p processos paralelos independentes é 1 — e ?(*~#/* Deve-se
notar que se u = 0, entao as duas probabilidades sao iguais e correspondem
a distribuigao exponencial nao deslocada. Além disso, se p|u| < A, entao as
duas probabilidades sao aproximadamente iguais e é possivel atingir uma
aceleracao aproximadamente linear no tempo de solucao para valor alvo

usando-se multiplos processos independentes. No Capitulo 6 serao propos-
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tas estratégias de paralelizagao para as estratégias GRASP para o AP3.
Uma andlise baseada nos parametros estimados para as distribuicoes plota-

das sera proposta para estudar a aceleracao das estratégias paralelas.

4.6
Conclusao

Nesse capitulo, foram apresentadas novas técnicas de construcao e
de busca local para o problema de atribuicao de trés indices. Também
foi apresentado um algoritmo GRASP com religamento de caminhos para
esse problema. Mostrou-se como a técnica de religamento de caminhos
pode ser usada para melhorar o desempenho do algoritmo GRASP. Novas
formas de incorporar o religamento de caminhos ao algoritmo bésico foram
descritas. O religamento de caminhos em dois sentidos, o religamento de
caminhos aplicado ao conjunto inteiro de solucoes de elite e as etapas
de pos-otimizacao e intensificacao baseadas em religamento de caminhos
permitiram melhorar a estratégia bésica.

Experimentos computacionais extensivos foram feitos com os dife-
rentes algoritmos apresentados nesse capitulo. Observou-se que as varian-
tes com religamento de caminhos melhoram o desempenho do algoritmo
GRASP puro, permitindo encontrar mais rapidamente uma solucao de uma,
dada qualidade, além de melhorar a qualidade da solucao obtida quando o
algoritmo é executado por um nimero fixo de iteracoes.

Para todos os problemas testes considerados, observou-se que a vari-
ante GRC(RAND) encontra mais rapidamente uma solucao com custo menor
ou igual a um valor alvo fornecido como entrada do que a variante GRASP.
Da mesma forma, observa-se que as variantes GRC(ALL) e GRC(ALL,INT)
encontram uma solucao com um dado valor alvo em um tempo computacio-
nal inferior ao tempo necessario para GRC (RAND) e GRC(RAND, INT) obterem
uma solucao de qualidade semelhante. Portanto, observa-se que as variantes
que requerem mais trabalho em cada iteracao encontram solucoes de uma
dada qualidade em tempo menor do que as variantes que realizam menos
trabalho por iteracao. Além disso, as variantes que requerem mais trabalho
em cada iteragao, em geral, encontraram solu¢oes melhores do que as demais
variantes, quando um mesmo nimero de iteracoes é realizado. Mostrou-se
que o método GRASP com religamento de caminhos proposto permitiu
melhorar os resultados obtidos pelas heuristicas previamente descritas em
[13, 25, 37].
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A distribuicao da probabilidade da varidvel aleatéria tempo para
valor alvo das variantes com religamento de caminhos foi estudada nesse
capitulo. Concluiu-se que esses tempos adaptam-se bem a uma distribuicao
exponencial de dois parametros. Além disso, mostrou-se como as curvas
dadas pelas distribuicoes empiricas dos tempos medidos para as diferentes
variantes podem ser usadas como uma ferramenta 1util para facilitar a
comparagao entre algoritmos.

No proximo capitulo serd apresentado um algoritmo GRASP com
religamento de caminhos para o problema de escalonamento de tarefas JSP.
A distribuicao do tempo para valor alvo serd estudada para esse algoritmo.
O algoritmo GRASP para o problema de escalonamento de tarefas JSP sera
usado juntamente com o algoritmo proposto nesse capitulo para estudar o

comportamento das estratégias de paralelizacao propostas no Capitulo 5.
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Figura 4.10: Graficos Q-Q para GRASP, problemas B-S 20.1, B-S 22.1,
B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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distribuicoes exponenciais para GRASP, problemas
B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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Figura 4.12: Graficos Q-QQ para GRC(RAND), problemas B-S 20.1, B-S 22.1,
B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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das distribuicoes exponenciais para GRC(RAND), pro-
22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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4.14: Graéficos Q-Q para GRC(RAND,INT), problemas B-S 20.1,
B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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Figura 4.15: Graficos das distribui¢oes exponenciais para GRC(RAND,INT),
problemas B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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Figura 4.16: Graficos Q-Q para GRC(ALL), problemas B-S 20.1, B-S 22.1,
B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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Figura 4.17: Gréficos das distribuicoes exponenciais para GRC(ALL), proble-
mas B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.
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Figura 4.18: Graficos Q-QQ para GRC(ALL
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,INT), problemas B-S 20.1,

B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de Balas e Saltzman.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9624448/CA


Digital N° 9624448/CA

acdo

Uma Investigacdo Experimental da Distribuicdo de Probabilidade do Tempo de Solugao
em Heuristicas GRASP e sua Aplicacdo na Andlise de Implementacoes Paralelas

probabilidade

probabilidade

probabilidade

probabilidade

08

0.6

0.4

0.2

08

0.6

0.4

0.2

08

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

04

0.2

Figura

125

- 1 1 =
4 0.8 4 08 4
1 % os 1 8 osf 1
g 2
=2 =2
3 35
g g
g £
s S
1 & 04 1 & o0af 1
4 02 4 02 4
prob=B-S 20.1, alvo=18 prob=B-S 20.1, alvo=16 prob=B-S 20.1, alvo=7
. . . . . . o Ly 0 . . .
10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 2000 4000 6000 8000
tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s)
R e R 1 - e 1 - —
PO e -
] 08 ] ]
@ »
1 ¢ oo 1 38 ]
=2 =2
3 35
g g
g £
s S
{1 & o4 {1 g ]
4 0.2 1 ]
prob=B-S 22.1, alvo=29 prob=B-S 22.1, alvo=16 prob=B-S 22.1, alvo=8
L o . . . . 0 . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 50 100 150 200 250 0 5000 10000 15000 20000 25000
tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s)
e - Pl o
o o
4 08 4 08 4
1 % os 1 8 osf 1
g 2
=2 =2
3 35
g g
g £
s S
1 & 04 1 & o0af 1
4 02 4 02 4
prob=B-S 24.1, alvo=28 prob=B-S 24.1, alvo=16 prob=B-S 24.1, alvo=7
. . . . . o . . . . . . 0 . . . .
5 10 15 20 25 3 50 100 150 200 250 300 350 0 5000 10000 15000 20000 25000
tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s) tempo para sub-otimo (s)
e 1 —_— e 1 - T T
. e i N
-
e
f{ 1 0.8 1 08 1
o ®
1 8 os 1 g osf 4
2 2
3 8
g 3
E] £
s 5
1 & 04 1 & 04f 1
1 02 1 02 1
prob=B-S 26.1, alvo=34 prob=B-S 26.1, alvo=17 prob=B-S 26.1, alvo=8
Ly o Ly 0 . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 50 100 150 200 250 300 350 400 0 3000 6000 9000 12000 15000

tempo para sub-atimo (s)

4.19: Graficos das distribuig¢oes exponenciais
problemas B-S 20.1, B-S 22.1, B-S 24.1 e B-S 26.1 de
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tempo para sub-otimo (s)

para GRC(ALL,INT),
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