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2
Método da Equacao de Dyson para Funcoes de Green
de Muitos Corpos

2.1 Introducao

Partindo da equacao de movimento das fungoes de Green (FG),
apresentaremos a teoria RPA autoconsistente (SCRPA) e a aproximacao
RPA renormalizada de uma forma geral, (segoes 2 , 3 e 5), dando énfase aos
aspectos de maior interesse aos propésitos do nosso trabalho. Mostraremos
que esta teoria conduz a solugoes auto-consistentes de um sistema fechado de
equagoes nao-lineares para funcgoes de correlacao a dois corpos e descrevemos
de forma explicita os propagadores particula-buraco (se¢ao 3).

Na literatura este método é também conhecido como método da
equacao de movimento e é uma aproximacao na equacao de Dyson.

Para uma maior compreensao do método, uma aplicagao ao modelo de
Hubbard é feita para funcoes de correlacao de carga e longitudinal de spin, na
secao 4. Na secao 6 apresentamos uma regra de soma que deve ser obedecida
pelas susceptibilidades de carga e de spin exatas. Esta regra é também
obedecida pelas aproximg¢oes descritas nesta tese. No proximo capitulo, uma
apresentacao e discussao dos resultados é feita onde as vantagens e limitagoes

da teoria serao apresentados.

2.2 Approach da equacao de Dyson para funcoes de Green de
muitos corpos*

Partimos da definigdo das funcoes de Green (FG) causal ou retardada

de muitos corpos na temperatura zero, (7' = 0K) e no equilibrio,

Gap(t,t') = ((A(t); B(¥)))"
= —i (0[TA(#) B(1)]0)
Gip(t ') = ((A(): B(t)))™
= —if(t —t') (O[[A(t), B(t')]-[0) (2.1)

onde |0) é o estado fundamental exato e T, o operador ordenamento temporal
de Wick. [A, B]_. = AB — eBA; para operadores A e B fermionicos, usa-se
a FG com o anti-comutador (¢ = —1), para operadores bosonicos usa-se o
comutador (e = +1).
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A(t) e B(t) sao operadores arbitrarios construidos de um nimero
qualquer de operadores de criagao e/ou aniquilagdo de bdésons ou férmions
ou ambos. A(t) e B(t) podem depender de um ou vérios indices, e a notagao
((A; B)) é aqui considerada como uma abreviagao para a fungao de Green
matricial ((A,; Bg)), onde o e # correspondem a um conjunto de nimeros
quanticos ou componentes. Os operadores A e B podem também representar
operadores de spin. Para deducao da equacao de Dyson, escolheremos
B=A".

A dependeéncia temporal é dada na representacao de Heisenberg,

X<t> — ez’Htxefth
onde a hamiltoniana, H, é completamente geral e descreve sistemas
fermionicos, bosonicos ou de spin relativistico ou nao relativistico ou outro
qualquer, desde que o operador hamiltoniano exista. Nesta tese faremos
h=1.

Para sistemas em equilibrio as funcoes de Green dependem dos tempos

t et através da diferenca t — t/, i.é:

({(A1); BIt)))" = (At =17); B(0)))";
((A); B(E))™ = ((A(t = t'); B(0)))™.

A equacao de movimento para a funcao de Green retardada ou para a

causal, é obtida derivando-se (2.1):
10, ((A(t); B(t'))) = 6(t = t')([A, Bl o) + (([A, H](t); B(¥)))- (2:2)

Note que em (2.2), no segundo termo do lado direito aparece o

dA

comutador; este termo vem da equagao de movimento obedecida por <.

Tomando a transformada de Fourier no tempo temos
w((4; B)),, = ([4, Bl-o) + ({[4, H]; B)),, , (2.3)
Seja
N =([A,B]_.)

a matriz norma que basicamente corresponde a um fator de normalizacao.
(([A,H]; B)) ¢ uma funcao de Green de ordem superior pois envolve
explicitamente o hamiltoniano mais uma vez.

Escrevendo a fungao de Green sob a forma
({(A:B)), = {w = Hap(w)} N, (2.4)

podemos entao definir uma hamiltoniana efetiva, Hapg(w). De (2.3)
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Hap(w) = ({[A, H]; B)), (4 B)" (2.5)
e a equagao de movimento Eq.(2.3) toma a forma de uma equacao de Dyson,
w({4; B)),, =N +Hap(w)((4; B)), (2.6)
onde o produto do lado direito das equagoes Eq.(2.5) e Eq.(2.6)

eventualmente deve ser entendido como produto matricial.
Levando (2.4) em (2.5) obtemos

Hap(w) = (([4,H]; B)) N™H{w = Hap(w)}

= Hyp(w) — Hipw) (2.7)

onde
H p(w) = <<[A,H]; B>>w/\/"1w (2.8a)
Hils(w) = (([A, H]; B>>WN*1HAB(W) . (2.8b)

HLz(w), pode ser encontrada, em principio, da equagao de movimento para
a funcao de Green de ordem superior, (([A4, H]; B))_:

w(([A, H),B)) = ([[A, H],B)c)+ {([A, H],[H,B])) . (2.9)

Considerando o operador B como A", pode-se mostrar que o unico

w

papel de HIl;(w) é cancelar todas as contribuigoes redutiveis de H4p(w).

Entao das equagoes (2.8a) e (2.9), segue-se que

Man(e) = { (114, H), BI) + ({14, H), (1, B1))" v
= s + HB() (210

irr

Onde se observa que a hamiltoniana efetiva fica naturalmente dividida
em duas partes, uma instantanea, H%p, e outra, dependente de freqiiéncia

(parte dinamica ou ressonante).

2.3 RPA auto-consistente

De forma similar a funcao de Green a um corpo, um propagador
a campo médio generalizado a n-corpos pode ser definido ao substituir a
hamiltoniana efetiva pela parte instantanea, H%, na solucao formal das
equagoes de Dyson, Eq.(2.4):

(48))] = o2ty
o (14BN )

Esta é a aproximacao RPA autoconsistente (SCRPA). Como veremos mais

adiante, esta aproximagao é uma generalizacao da aproximacao Hartree-Fock

(HF).
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2.4 Aplicacao ao modelo de Hubbard

Como um exemplo e para melhor compreendermos o presente método,
vamos derivar as expressoes SCRPA para a FG particula-buraco no modelo

de Hubbard unidimensional:

_ +
H = Ztijawajg + UZniTnil y (212)
ijo i
onde a; e a;, denotam os operadores de criacao e destruicao para um elétron
com spin ¢ no sitio 4, respectivamente e n,, = a; a;; ¢ o operador niimero
de ocupacao de eletrons com spin ¢ no sitio 7. O “hopping” t;; esta restrito

aos vizinhos mais préximos,
tij = —t(8ji41 + 8ji-1).

Consideraremos o caso U > 0, interacao repulsiva, e trabalharemos a
temperatura 7" = 0. Vamos aqui considerar ¢ = 1; também a constante
da rede sera tomada como 1.

No espaco dos momentos, a hamiltoniana toma a forma

U
H =) ertfotrs + 55 2 010k 4q105 0pg) (2.13)

ko kpq

_ _1 —ikr; + 4 ‘
com ap, = \/_Nzie ‘a;, e analogamente para a;,, onde N é o numero

de sitios (ou fons) e todas as somas sobre os momentos sao realizadas na

primeira zona de Brillouin. A relacao de dispersao na rede é dada por
e = —2cos k. (2.14)

Seja o operador densidade
Pgo = Z a—k’_aak—&-qa . (2'15)
k

que é a transformada de Fourier do operador niimero de ocupagao n;,.
Mais adiante precisaremos da susceptibilidade de carga e a longitudinal

de spin. A susceptibilidade de carga é definida por

1 ret

XM (a,w) = <= (ot + par)s (0 +050))), - (2.16)

w

No que segue omitiremos o super indice ret.
A transformada de Fourier da componente z do spin pode ser expressa

como

1
qu = i(qu — Pql) (2.17)
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e a susceptibilidade longitudinal de spin é definida por
1
XP(aw) = ((55:577))

= (5 00a = pa)s 505 = P))), (218)

Para derivar a aproximacao SCRPA para este problema, vamos definir

a seguinte FG particula-buraco,

Gropor (¢, w) = <<azaak+qa;a;+qa,apgz>>w , (2.19)

na qual usaremos € = +1 (comutador). Aqui entao A = Ay, (q,w) = a;, x40
e B = Bpy(q,w) = 4 4 por -

A matriz norma é dada por:

Neapo(0) = ([0 Ot g0s Ty 4o Gpor])

Niopor (@) = Okpdoor (ke — Nkygo) (2.20)

onde

Mo = (A3,010) (2.21)

¢ o numero de ocupagao do modo k.
Para derivar a hamiltoniana efetiva, vamos considerar a hamiltoniana
de Hubbard como H = Hy+ Hi,, onde Hy é o termo cinético e Hi,; o termo

de interacao. No desenvolvimento que segue, usaremos a seguinte relacao
(01, 0205] = 02|01, O3] + [O1,04]O5 . (2.22)

Da equagao (2.10), a hamiltoniana efetiva na aproximagao SCRPA é

definida como

Hko,po ( ) <Ha;roak+q07 (HU + Hint)]7 a;+qglap0/]>Np;}7pal(q) y (223)
o0 termo sem intera(;éo, H}jgz()g)/ (Q), Corresponde a considerar apenas HO em

(2.23). Ap6s algumas operagoes, obtemos

5C(0
Hkop(a’) (Q) = 6kp500’(5k+q - 5k) . (224)
Para o termo de interagao, Hfacp(i?t)(q), a hamiltoniana efetiva toma a
forma
SC(mt) U N =
Hko-7p0' N Z akaa'k""qa’ ak’Tak/-‘rq Tap l(lp —q l], p+q0/apo- ]) po‘,po"(q)'
k'p'q

(2.25)
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Para os célculos que seguem, usaremos a relagao (2.22). Considerando

a primeira relacao de comutagao em (2.25), obtemos:

+ + +
OkoAk+qos Z Apr1 Ok +q'1 Ay | Op' —g' |
k/p/q/

_ + + + +
= 001 D Qa4 q 10 QgL — Oal D Ol q/ 10 g Ohrgl

k/q/ k/q/
+ + + +
+ 801 ) O hiqiq 10y Oy —| = S0t Y Qg1 Qhigrty ay g ¢ - (2.26)
r'q r'q

A seguir, vamos nomear, para o segundo comutador em (2.25) cada
um dos termos provenientes da equacdo (2.26) por Hi, Hy, H3 e Hy,

respectivamente. Para o primeiro termo, H;, temos:

U
_ + + +
Hy = Nfsol > [ak/Tak’-Fq’Taklak-&-q*q’i’ ap+qo’apﬁl]
qu/
H, = —gé 6oy DA, 1 Gpiqrag @ —
1= N al |Yo’T p+qT“p+a' 1% | Yk+q—q'|

q

+ + +
—8511 D Oy qqr1 O O O g—q'L + 87 1Okp D iy
q k'q

+ —+ + .
X0y g Ok+g—g'L — Oo7) Z ak/Tak’+k—pTaklapl] ; (2.27)
k/

os demais, Hy, H3 e Hy sao dados por:

U
— =+ + +
He = _Négl Z {ak'Tak/+q'Tak+q'lak+(1l> ap+qa'ap0'}
k/q/
= Lo, (60 S . _
2= [0l |99 2 Optq1Op+a 1 Ahtqr | Phtal
q/
+ + "
dl Z Uy g1 Op1 U g | Chq) + O Z Oprp Ok 4p—k7
q k!

+ hy ; ;
Xy 01 Oktql — 007 Opk: Zak’Tak’-i-q’Tak-&-q’lapl : (2:28)
qu/
= Ls Z{Cﬁa | Oy —g! | Gy g O’
8Nl k1 Shta+q 1% | O’ =4 Cptqo Ppo
e
= - Lo o6 - y
BTN kD Cptqt Ut 1Oy Ot | —
p'q

+ - - -
~8o11 D O Opl Gy | O/ —pk| T 0o ) Ak Oktq+¢'1%ptq| Dp—q'| —
P’ q

+ + .
— 8011 D Oy Ot g4 1 Oprqaqr Ol | (2.29)
q/
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U

_ + + +
H4 — _N(SO—T Z |:a/k_q/Ta/k+qTa/p/lap/fq/l, ap+q0/apg/
r'q
Hy= Lo 601 S at : -
4= 7001|0011 2 gt kot Gy O/ —ktpl
p/
+ + + +
—b0110pk Z Aot Opl Gy | Ay —qr |+ Ogr) Z Af—g'1 Vk4-q1 Aptq| Ap—q'L —
r'q q
+ +
— 5(,% Zak_q,TquTanﬂ,lam . (230)

q

Agrupando todos os termos das equagoes (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30)
que envolvem 0,10,/10kp € 0510570k chegamos a
U

_Néaa’(skp Z(a’;')_+q7q’,oap70 + a;-s—qaap-i-q’o)quq’ﬁa (2.31)
q/

Termos semelhantes mas sem 6y, fornecem

U
ﬁéa,a’(ali_aapap—p—irk,—o + a;+qaak+qop—k+p,—0) (2.32)

Os demais termos dao

U
+ + + +
N(SU’”' Z<ak,oak+q—q'ﬁ - ak+q’,0ak+‘1ﬁ>(ap—s-q—q’,—oapv—f’ - ap+qﬁoap+q'v—f’>
q/

(2.33)

Os termos (2.31), (2.32) e (2.33) permitem que (2.25) seja escrita como

SC(int U
H’wp(a’ )(q) - 5Pk6w’ﬁ Z <(a:+qfq’oak0 + az+qaak+q’a)quq’¢o>
q/

U
+ +
+ 5aa’ﬁ<akaapapk—p,—ff + ap+q0a’f+‘10pp_k’_“>

+ 50770N Z <<a;aak+q7q/o - a;:—&-q’aakJqu)
q/

(a;r+q_q,7_gap7,g - a;rqﬁffapﬂ'vfg))} (Mot = Npgor) ™ 5 (2.34)

As médias envolvendo quatro operadores podem ser transformadas em

médias correlacionadas ou cumulantes®, a partir da relacao
+o ot N — ot o+ + +
(ag apaiyay)” = (ag apagay) — (ai ap){agay) - (2.35)

Sao estes cumulantes que ocorrem no teorema espectral (ver apéndice A) e
que serao usados no processo de auto-consisténcia (ver mais adiante).

Com esta transformacao finalmente encontramos
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U
Hiopor (@) = Okpdoor[Enrg — k) + Bo—or (Mo — M) 37
U

+ _6kp6”°/ﬁ Z <<a;+q—q'aakcr + al—ck+qoak+q’o)/)qfq’,fcr>c

/

q

U
+ + ¢
+ 5aa’ﬁ<akaapopk—p7—0 + CLp+q<fa’9+‘1"pl"_kv_“>

U
+ 607*0/N Z <<azaak+qfq/o

ql
+ + + ¢
_ak+q’aak+qg)'(ap+q—q’,—aap’*0_ap+q,faap+q’,fo)> ] ’

. (npo" — np—‘rqa”)_l

O segundo termo do lado direito de (2.36) aparece devido a conversao dos

valores médios em cumulantes.

2.5 RPA renormalizada

22

(2.36)

Vamos agora aproveitar os calculos explicitos realizados para o modelo

de Hubbard para concluir a apresentacao do nosso método. Veremos também

a diferenca entre o método RPA auto-consistente (SCRPA) e o método RPA

renormalizada, o qual sera utilizado no presente trabalho.
Seja
HEC = HY o+ NionoK3S

ko,po’ ko,po

Para o modelo de Hubbard, (2.36) fornece para o Kernel

U
Klfgpo’(Q) = 50’—0”N

_ U
+ (Mo — Nitqo) ! _5kp5‘7°"ﬁ Z <(a—k~_+qfq/oaka + al;;%+qaak+q’0)pq—q’7—0’>c

!

q

U

+ + c
+ 500’N<akaapapk7pﬁo + ap+qoak+qcrppfkﬁo>

U
+
+ 6oz 2 (05 0h1q- g0
N =
q
+ + + ¢
_ak+q/aak+qa)'(aerqfq/ﬁoapr_ap+q,—aaP+Q’7*U)> } ’

* (Mpor = Npgor)
Por sua vez, facamos a separacao

]CSC — ]CRPA/ + ICC

ko,po’ ko,po ko,po’
onde

KRPA U

ko,po’ 607*0/_

N

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Iclga,pa/ = (nk’U - nkﬁ-qU)il X

U
X _6kpégolﬁ Z <<a2_+qfq/0ak0 + ali_+qaak+¢I'U)pq—¢I'7—U'>c
q/

U
+ + c
+ 500’N<akaapcrpk*pﬁo + ap+qoak+qoppfk770>

23

U c
+ + + +
+ 0o, o NZ <<akaak+qfq’a_ ak+q’aak+qcr) : (ap—&-q—q’,—aapﬁl?_ ap+q,—aap+q’ﬁo)>

/

q

© (Mpor = Npgor)

A equagao de Dyson (2.6) se escreve, em forma matricial

wgSO(w) :N+HSCQSO(LU)
ou
WG = N + (H° + NK59) G5 (w)
donde
(w—H"G (W) = N + NK9G5(w)
ou

G (w) = (W =H) TN + (w = HO) TN LG (w)
Seja (ver 2.4)
G°w) = (w—"Ho) "'V
Entdo (2.42) se escreve
G°(w) = §°(w) + G (W)L G* (w)
Se em (2.44) fizermos K¢ — KP4 definimos entao uma GRPA(w):
gRPA(w> _ Qo(w) 4 go(w)]CRPAgRPA .
Nesta aproximacao porém, da equacio (2.41), temos que
ngPA :N+ (HO +N]CRPA)QRPA
w — N(GRPN =L = 10 4 N KCRPA

mas

wG5(w) = N + (H° + NKFPA + NK)G5

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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Usando a (2.46) obtemos
WG (w) = N + (w = N(GH) 1 + NK9)G¢
N(gRPA)—lgSC :N+NKCQSC

donde se obtém
gSC’ — gRPA + gRPA,CC'gSC (247)

A equacao (2.45) tem exatamente a forma de uma equagao de Dyson onde o
Kernel P4 faz o papel de interacdo. Por outro lado a equacdo de Dyson

GRPA podemos em principio encontrar G°¢

(2.47) mostra que conhecendo-se
mas para isso temos que utilizar .

A aproximagao SCRPA exige um esfor¢co numérico consideravel e por
esta razao usaremos a aproximagao mais simples, RPA renormalizada, a qual
parte de (2.45) e é descrita mais adiante. Esta aproximacao mais simples,
entretanto, captura os aspectos essenciais relacionados a auto-consisteéncia.

No apéndice A (ver também referéncia [9]) mostramos que a FG

G5 ou GRPA) permite o calculo do nimero de ocupacao

particula buraco (
Nko-
1

— dw]mgkgka(q, ) . (2.48)

Nke = <n0'>
Observe que de (2.43) podemos escrever, usando (2.20) e (2.24)

ggo’,pa” (Q7 W) - gl?o(Qa w) 6kp60'o" (249)
com

(nka' — N4 o‘)
Gy (q,w) = @)
ko (4:) W — [Eptq — €k + P07

(2.50)

onde introduzimos um fator de convergéncia no denominador, o qual devera
ir a zero no final dos célculos.
A equacgao (2.45) pode ser escrita como uma equagao integral em que

as fungoes G4 (q,w) e GEPA (¢, w) aparecem acopladas:

g/fa'P;a" ( ) = 6kP60'U/glga(q’ ) + gko q,w ZgRP?pU ) : (251)

Para desacoplar Gi (g, w) e GEEA (g, w), iteramos a eq.(2.51) fazendo

o = 0 o que vai gerar no lado direito G*, U‘f‘pa, o qual é obtido de (2.51) com

o = —o.

glﬁf;? = 6kpgk:a + gkoN Z gk/ 70'N Z glﬁﬁépo

k7
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ou
glfzr];? = 6kpgka + ngUX Z gRPA,pU (252)
onde

Xo‘ q,w nga q7 (253)

é a susceptibilidade nao interagente. Somando a eq.(2.52) sobre os momentos

k e rotulando de Ay, = 37, GiP4, temos

Ape(q.w) = Gpy + Xo(q,w)UX? (q,w)U Apg

Goo(4,w)
1- UXS(Q? W)ngg(q, w)

APU(Q7 w) =
e a eq.(2.52) toma a forma final

Ux",(q,w)G% (q,w)
1= Ux%q,w)Ux%,(q,w)

Novamente, iterando a eq.(2.51) para G

U
G (g,0) = 81,08, (4,0) + 5% (0.) (2.54)

RPA

kop—c teM-5€

U
OB = oy 3 (b0 + oy 6L

k//

ou
A A
glgfzfﬁ gkoNgg o + gkoUX O'N Z gRPvP o’

Somando sobre os momentos k£ e procedendo de forma analoga ao caso

anterior, tem-se

Ghy(q.w) 560 _ (g w)

RPA
gkap a( ) 1—UX2UX90

(2.55)

Estamos agora em condigoes de explicar o método RPA renormalizado:
partindo de uma distribuicao inicial para os ni, — por exemplo a funcao
degrau de Fermi-Dirac — calculamos Gy por (2.50). Dai temos x2 em (2.53)
e GEPA por (2.54) e (2.55). A autoconsisténcia consiste em encontrar novos
nie usando GFP4 em (2.48) e assim reiniciarmos o ciclo até que se atinja,
dentro de certa precisao, a convergéncia. Observe que, por este procedimento,
mesmo G° e Xo’ dependem da interacao através dos novos ng,-.

Esta autoconsisténcia melhora consideravelmente a RPA convencional,
pois esta considera apenas os ny, iniciais, isto é, os dados pela distribuicao de
Fermi-Dirac.

De (2.16)
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1
Q7w) = N Z <<a’za'ak+q0’ ; a;+qa’ap0/>>w
ko
po’

1
== N ; gka,pa’(qa (U) =

po'!

= 5 X G (0:9) + Giyofa.) (256)

o

X

Na aproximacao RPA e na fase paramagnética (ng = ny .. X? = X? =Y,
substituindo (2.54) e (2.55) em (2.56) encontramos
2y°

1—-Ux° (2:57)

q,w)

Usando um procedimento analogo para a susceptibilidade longitudinal
de spin obtemos

1.0
s 5X ((],U))
XP(qw) = —2

s e (2.58)

Note que mantivemos a forma utilizada por Schuck et al.? cuja definicao de
G° é 0 negativo da expressao que se usa convencionalmente na literatura. Dai

os sinais trocados nos denominadores de (2.57) e (2.58).

2.6 Regra de soma

Como o operador densidade p,, comuta com o termo da interacao da
hamiltoniana de Hubbard, podemos estabelecer uma forma mais simples para
a regra de soma para as susceptibilidades de carga y*(q,w) e spin x*?(q,w).

Assim, o duplo comutador ([[pgs, H], p,,]) fornece
([lpge, HI, p;a’b = bo0! Z[€k+q — &) (Nke = Mq0)
k

= bper2(cosq— 1)) epnye, (2.59)

k
Somente o termo livre da hamiltoniana de Hubbard, eq.(2.13), contribui para
o duplo comutador. Mas, do teorema espectral ( ver Apéndice A) para a FG

de ordem mais alta (([prs, H)); pg,)), se obtém a forma geral da regra de

somas:

oo i) = —— [~ desom{ (o 03). (2.60)

a qual assume uma forma mais simples quando usamos (2.59): somando

(2.60) sobre o e 0’ e usando a definigao (2.16) chegamos a

1 foo
2(cosq — 1)(e.) = - /700 dwwImx(q,w), (2.61a)
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Analogamente
1 1 oo
§(cosq —1)(e.) = ——/ dwwImx*(q,w), (2.61Db)
T J—00
onde

(ec) = % ; ExNko (2.62)

¢ a energia cinética média por sitio. Como (e.) depende do numero de
ocupagao, implicitamente, esta energia passa a depender da fungao de Green.
Tanto a versao RPA renormalizada quanto a SCRPA satisfazem esta
regra de soma mas a RPA convencional nao, como veremos no préximo
capitulo.
No capitulo subseqiiente, apresentaremos os resultados da RPA
renormalizada referentes ao modelo de Hubbard, dando énfase aqueles de

maior interesse aos nossos propositos.
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