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E 53, 5382 (1996).

[17] W. A. Morgado and I. Oppenheim, Phys. Rev. E 55(1997).

[18] Thomas Schwager and Thorsten Pöschel Phys. Rev. E 57, 650 (1998).
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A
Apêndices

A.1 Eliminação das variáveis rápidas

Seja a seguinte equação

∂ρ(x, τ )

∂τ
= L(ε) ρ(x, τ ) = (L(0) + εL(1)) ρ(x, τ ) (A.1)

onde consideramos L um operador e ρ um vetor cujas componentes se definem

pelo ı́ndice x. Precisamos separar ρ(x, τ ) em suas componentes lentas e

rápidas. Definimos as variáveis lentas como as que se tornam constantes de

movimento da equação não perturbada, ou seja , da equação (A.1) quando

ε = 0:

∂ρ(x, τ )

∂τ
= L(0) ρ(x, τ ). (A.2)

Para isso definimos o operador de projeção P tal que satisfaça

PL(0) = 0 e L(0)P = 0. (A.3)

Assim multiplicando pela direita a equação não perturbada pelo operador P
obtemos

∂

∂τ
Pρ(x, τ ) =PL(0) ρ(x, τ ) = 0, (A.4)

onde vemos claramente que as variáveis lentas

y =Pρ(x, τ ) (A.5)

são as constantes de movimento da equação não perturbada e portanto

representam as variáveis lentas do sistema. As variáveis rápidas são então

z = ρ(x, τ ) −Pρ(x, τ ), (A.6)

definindo o operador Q de maneira que se satisfaça

ρ(x, τ ) =Pρ(x, τ ) +Q ρ(x, τ ), (A.7)

temos que

z =Qρ(x, τ ). (A.8)
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Vamos separar a equação (A.1) em duas, uma para as variáveis rápidas e

outra para as variáveis lentas.

Multiplicando a equação (A.1) pela esquerda por P e por Q obtemos

respectivamente

∂tPρ = εPL(1)Pρ + εPL(1)Qρ (A.9)

∂tQρ =QL(0)Qρ + εQL(1)Pρ + εQL(1)Qρ. (A.10)

Usando o fato de que, por definição, os operadores satisfazem

P2 ≡ P e Q2 ≡ Q,

podemos escrever

∂ty = εAy + εBz, (A.11)

∂tz = Ez + εCy + εDz, (A.12)

onde

A =PL(1)P , B =PL(1)Q, C =QL(1)P ,

D =QL(1)Q, (A.13)

E =QL(0)Q. (A.14)

Na escala de tempo das variáveis lentas s = ετ temos

∂sy = Ay + Bz, (A.15)

∂sz = 1
ε
Ez + Cy + Dz. (A.16)

Da equação de movimento para z vemos que a solução para esta variável

dependerá do parámetro ε, então podemos escrever

z = z(0) + εz(1) + ε2z(2) + · · · . (A.17)

Substituindo esta equação na equação (A.16), agrupando termos comuns até

ordem ε(0), obtemos

∂sz
(0) +O(z) = 1

ε
Ez(0) + Ez(1) + Cy + Dz(0) +O(z). (A.18)

Igualando ambos lados da equação acima encontramos para o termo de ordem
1
ε

a equação

Ez(0) = 0, (A.19)

e para o termo de ordem ε(0) a equação
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∂sz
(0) = Ez(1) + Cy = 0. (A.20)

Da equação (A.19) obtemos

z(0) = 0

e da equação (A.20) obtemos

z(1) = −E
−1

Cy. (A.21)

Finalmente obtemos em primeira ordem em ε a seguinte equação para y

∂sy = Ay − εBE
−1

Cy (A.22)

e passando à escala de tempo definida por τ , τ = ε−1s obtemos

∂τy = εAy − ε2BE
−1

Cy. (A.23)

Esta é a equção a ser obedecida pelas variáveis lentas do sistema. Os

operadores A, B e E
−1

serão calculados a partir do operador P do sistema e

dos operadores L(0) e L(1).
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A.2 Expansão em polinômios de Sonine com coeficientes

dependentes do tempo

Vamos seguir aqui a técnica apresentada por Pöschel11 para estudar

o comportamento da função distribuição de velocidades em relação a

uma distribuição Gaussiana quando o coeficiente de restituição do sistema

depende da velocidade.

A.2.1 Fundamentos

Vamos supor que temos uma distribuição de velocidades f(v, t) cuja

equação de movimento esteja dada por

∂

∂t
f(v, t) = I(f, f). (A.24)

Seja a transformação

f(v, t) =
n

v3
0

f̃(c, t), (A.25)

onde

c =
v

v0

e n =
∫

dvf(v, t). (A.26)

Desta maneira a nova função distribuição fica normalizada
∫

dc v3
0

n

v3
0

f̃ =
∫

dvf(v, t),

⇒ n
∫

dcf̃ = n

⇒
∫

dcf̃ = 1.

Notemos que

∂c

∂t
= −

v

v2
0

∂v0

∂t
= −

c

v0

∂v0

∂t
,

então, derivamos ambos lados da equação (A.25) em relação ao tempo

obtemos

∂f(v, t)

∂t
= −3n

v4
0

dv0

dt
f̃ +

n

v3
0

[
∂f̃

∂c
· ∂c

∂t
+

∂f̃

∂t
]

=
n

v4
o

dv0

dt

[
− 3 − c · ∂

∂c

]
f̃ +

n

v3
0

∂f̃

∂t
. (A.27)

onde ∂f̃
∂t

é a derivada parcial em relação à variável explicita t. Da definição

de temperatura granular temos que

3

2
nT (t) =

∫
dv

mv2

2
f(v, t). (A.28)
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Usando a equação (A.25) temos que

3

2
nT (t) = n

mv2
0

2

∫
dc c2f̃ ,

e como

T (t) =
mv2

0(t)

2
, (A.29)

obtemos
∫

dc c2f̃ = 〈c2〉 =
3

2
. (A.30)

Supondo que ao substituir a transformação (A.25) no lado direito da equação

de movimento (A.24) este fica na forma

∂f(v, t)

∂t
= σ2

0

n2

v2
0

Ĩ(f̃ , f̃). (A.31)

Multiplicando ambos lados da equação acima por v2 = c2 v2
0 e integrando em

c obtemos

∫
dc v2∂f(v, t)

∂t
= σ2

0 n2
∫

dc c2 Ĩ .

Passando da integral na variável c para uma na variável v no lado esquerdo

da equação acima e lembrando que

T =
1

3n

∫
dv mv2 f(v, t),

obtemos

∂T

∂t
=

m

3
σ2

0 n v3
o

∫
dc c2 Ĩ . (A.32)

Definindo

B = v0σ
2
0n e µp = −

∫
dc cp Ĩ , (A.33)

escrevemos (A.32) como

dT

dt
= −

2

3
BTµ2. (A.34)

Ao substituir a equação (A.27) no lado esquerdo da equação (A.31) obtemos

a equação de movimento em termos de f̃ e a temperatura granular Tg, dada

pela equação (A.29):

−
1

v2
o

dT

dt

[
3 + c · ∂

∂c

]
f̃ +

∂f̃

∂t
= σ2

0 n vo Ĩ ,

substituindo agora (A.34) na equação acima

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9824916/CA
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µ2

3

[
3 + c · ∂

∂c

]
f̃ + B−1∂f̃

∂t
= Ĩ . (A.35)

Multiplicando esta equação por cp e integrando em c e lembrando a definição

〈cp〉 =

∫
dc cp f̃ ,

obtemos

µ2

3

[
3〈cp〉 +

∫
dc cp c · ∂

∂c
f̃

]
+ B−1

∫
dc cp ∂f̃

∂t
= −µp. (A.36)

Podemos mostrar facilmente que

∫
dc cp c · ∂

∂c
f̃ =

∫
dcxdcydczc

p(cx
∂

∂cx

+ cy
∂

∂cy

+ cz
∂

∂cz

)f̃

= −
∫

dcxdcydcz

[ ∂

∂cx

(cx cp) +
∂

∂cy

(cy cp) +
∂

∂cz

(cz cp)
]
f̃

= −
∫

dcxdcydcz(3c
p + p c2

xc
p−2 + p c2

yc
p−2p c2

zc
p−2)f̃

= −(3 + p)〈cp〉.

Substituindo esta última igualdade na equação (A.36) obtemos

µ2 p

3
〈cp〉 −B−1

∫
dc cp ∂f̃

∂t
= µp . (A.37)

Para continuar a desenvolver esta equação precisamos conhecer ∂tf̃ para isso

vamos expressar f̃ em função dos polinômios de Sonine.

A.2.2 Polinômios de Sonine

O polinômio de sonine é dado pela série

S(n)
m (x) =

n∑

p=0

(−x)p(m + n)n− p

p!(n − p)!
(A.38)

onde rq denota o produto de q fatores r, r − 1, . . . , r − q + 1. Em particular

S(0)
m (x) = 1, S(1)

m (x) = m + 1 −x. (A.39)

Os polinômios de Sonine que serão usados são os correspondentes a m = 1/2

e se entenderá que Sp ≡ S
(p)
1/2, então, para este caso temos

S0(x) ≡ S
(0)
1/2(x) = 1 (A.40)

S1(x) ≡ S
(1)
1/2(x) = −x +

3

2
(A.41)

S2(x) ≡ S
(2)
1/2(x) =

x2

2
−

5x

2
+

15

8
. (A.42)
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Os polinômios de Sonine satisfazem a relação de ortogonalidade

∫ ∞

0
dx e−xS(p)

m (x)S(q)
m xm = 0 (p 6= q)

=
Γ(m + p + 1)

p!
(p = q), (A.43)

onde Γ é a função gama.

A.2.3 Expansão da distribuição de velocidades em polinômios

de Sonine

Vamos usar a expansão da função f̃(c) em termos dos polinômios de

Sonine Sp(c
2)

f̃(c) = φ(c)
{
1 +

∞∑

p=1

ap Sp(c
2)

}
, (A.44)

onde

φ(c) =
e
− c 2

2 π3/2
(A.45)

Devido a substituição da variável x por c2 na definição dos polinômios de

Sonine podemos expressar agora a relação de ortogonalidade (A.43) por outra

onde a variável de integração seja o vetor c. Substituindo, então, c2 por x

na relação de ortogonalidade temos

2
∫ ∞

0
e
− c 2

Sp(c
2) Sq(c

2) c2 dc =
Γ(3/2 + p)

p!
δpq.

Por causa da simetria esférica dc = 4πc2dc, então podemos escrever a integral

acima de maneira a encontrar a seguinte relação de ortogonalidade,

∫
dcφ(c)Sp(c

2)Sq(c
2) =Npδpq (A.46)

onde a constante de normalização é

Np =
Γ(3/2 + p)

π1/2 p !
. (A.47)

É fácil mostrar que N0 = 1 e N1 = 3/2. Usando esse resultado podemos

calcular o valor de a1 e de 〈c4〉. Notando que c2 = 3
2
S0(c

2) −S1(c
2) podemos

calcular

〈c2〉 =

∫
dcφ(c)

[3

2
S0(c

2) −S1(c
2)

]{
1 +

∞∑

k=1

akSk(c
2)

}

como S0(C
2) = 1 e usando a relação de ortogonalidade encontramos
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〈c2〉 =
3

2
−

3

2
a1. (A.48)

Como por definição de temperatura 〈c2〉 = 3
2
, equação (A.30), conclúımos que

a1 = 0. Similarmente podemos calcular 〈c4〉 notando que c4 = 2S2 − 5S1 + 15
4
S0

〈c4〉 =

∫
cφ(c)

[
c4 = 2S2 − 5S1 +

15

4
S0

]{
1 +

∞∑

k=1

ak Sk(c
2)

}

=
15

4
(1 + a2). (A.49)

Para poder calcular a2 precisamos resolver uma equação que podemos

encontrá-la a partir da equação (A.37), para isso calculamos

∂f̃

∂t
= φ(c)

∑

k

ȧk Sk(c
2).

Multiplicando esta equação por cp e integrando em c obtemos

∫
dc cp ∂f̃

∂t
=

∑

k=1

ȧk Vkp, (A.50)

onde

Vkp =
∫

dc cp φ(c)Sk(c
2). (A.51)

Então substituindo a equação acima na (A.37) obtemos

µ2 p

3
〈cp〉 −B−1

∑

k=1

ȧk Vkp = µp. (A.52)

Esta equação representa um conjunto de equações para os coeficientes a2, a3, ·.
Vamos a ver esta equação para p = 2 e p = 4:

Caso p=2:

Fazendo p = 2 na equação (A.52) obtemos

∑

k=1

ȧk Vk2 = 0.

Calculamos os coeficientes Vk2 fazendo c2 = 3
2
S0 −S1. Assim

Vk2 =
∫

dc(
3

2
S0 −S1)Sk(c

2)φ(c).

Logo

V02 =
3

2
,

V12 = −N1 = −3

2
,

Vk2 = 0 k ≥ 2.
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Como a0 = 1 e a1 = 0 a equação em este caso é uma identidade.

Caso p=4:

Neste caso a equação (A.52) se reduz a

µ2

3
15(1 + a2) −B−1

∑

k=1

ȧk Vk4 = µ4,

dado 〈c4〉 = 15
4
(1 + a2). Calculamos os coeficientes Vk4 fazendo

c4 = 2S2 − 5S1 + 15
4
S0. Então

Vk4 =
∫

dc(2S2 − 5S1 +
15

4
S0)Sk(c

2)φ(c).

Logo

V04 =
15

4
,

V14 = −5N1 = −15

2
,

V24 = 2N2 =
15

4
,

Vk4 = 0 k > 2.

Assim obtemos a equação que deve satisfazer a2

ȧ2 − 4

3
Bµ2(1 + a2) +

4

15
Bµ4 = 0.. (A.53)

Esta equação será usada para calcular a evolução temporal de a2.

A.2.4 Integrais importantes

Vamos mostrar o calculo de algumas integrais usadas para o calculo

dos valores médios usados no presente trabalho de tese:

∫
dc c2 ∂

∂c
· ∂
∂c

f̃ (c) =

∫
dc (c2

x + c2
y + c2

z)
( ∂

2

∂c2

x

+
∂

2

∂c2

y

+
∂

2

∂c2

z

)
f̃ (c)

integrando por partes duas vezes

= 2× 3
∫

dc f̃ (c)

= 6 (A.54)

∫
dc c2 ∂

∂c
·cf̃ (c) =

∫
dc (c2

x + c2
y + c2

z)
(

∂
∂cx

cxf̃ (c) +
∂

∂cy

cyf̃ (c) +
∂

∂cz

czf̃ (c)

)

= − 2
∫

dc (c2
x + c2

y + c2
z)f̃ (c)

= − 2
∫

dc c2f̃ (c)

= − 2〈c2〉
= − 3 (A.55)
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∫
dc c4 ∂

∂c
·cf̃ (c) =

∫
dc c4

( ∂
2

∂c2

x

+
∂

2

∂c2

y

+
∂

2

∂c2

z

)
f̃ (c)

=

∫
dc

(
− 4c3 ∂c

∂cx

∂f̃ (c)

∂cx

− 4c3 ∂c

∂cy

∂f̃ (c)

∂cy

− 4c3 ∂c

∂cz

∂f̃ (c)

∂cz

)

como ∂cαc = cα/c então

=

∫
dc

(
− 4c2cx

∂f̃ (c)

∂cx

− 4c2cy
∂f̃ (c)

∂cy

− 4c2cz
∂f̃ (c)

∂cz

)

= 4
∫

dc
(
2c

∂cx

∂cx

+ c2 + 2c
∂cy

∂cy

+ c2 + 2c
∂cz

∂cz

f̃ (c) + c2
)

= 4
∫

dc
(
3c2 + 2c2

)
f̃ (c) = 20〈c2〉 = 30 (A.56)

∫
dc c4 ∂

∂c
·cf̃ (c) =

∫
dc c4

(
∂

∂cx

cxf̃ (c) +
∂

∂cy

cyf̃ (c) +
∂

∂cz

czf̃ (c)

)

= −
∫

dc (4c3cx
∂c

∂cx

+ 4c3cy
∂c

∂cy

+ 4c3cz
∂c

∂cz

)
f̃ (c)

= − 4
∫

dc (c3 c2
x

c
+ c3 c2

y

c
+ c3 c2

z

c

)
f̃ (c)

= − 4
∫

dc c4f̃ (c)

= − 4〈c4〉
= − 15(1 + a2) (A.57)
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A.3 Equação de Boltzmann para valores grandes da velocidade

Seja equação

I1(f̃ , f̃) =

∫
dc2dΩ | c1 − c2 | σ̃(Ω)(f̃(c′1)f̃(c′2)− f̃(c1)f̃(c2)) (A.58)

Para c À 1 o termo de ganho pode ser desprezado em relação ao

termo de perda na equação. A partir da equação (1.8) encontramos que

as velocidades pré-colisionais c′1 e c′2 se relacionam com as velocidades pós-

colisionais c1 e c2 pelas equações

c′1 = c1 −
1
2
(1 + α

−1
)c12 · σ̂

c′2 = c2 +
1
2
(1 + α

−1
)c12 · σ̂ (A.59)

onde α é o coeficiente de restituição. Para c À 1 estas relações se tornam

c′1 = c1 −
1
2
(1 + α

−1
)(c1 · σ̂)σ̂

c′2 = c2 +
1
2
(1 + α

−1
)(c1 · σ̂)σ̂

onde se substituiu c12 por c1. Se |c1 · σ̂|, como é o caso t́ıpico, nas relações

acima podemos desprezar c2 fazendo c2 = 0. Isto implica que os módulos de

c′1 e c′2 são

c′1 = c1

√
1 − 1

4
(1 + α−1)(3 −α−1)ĉ1 · σ̂

c′2 =
1
2
(1 + α

−1
)c1|ĉ1 · σ̂|

onde ĉ1 é um vetor unitário. Supondo que f̃ é da forma f̃(c) ∼ exp( − acb)

comparamos o fator f̃(c′1)f̃(c′2) com f̃(c1)f̃(c2) para c muito grande:

f̃(c′1)f̃(c′2)

f̃(c1)f̃(c2)
∼ exp − a{(c′1)b + (c′2)

b − (c1)
b} (A.60)

onde se desprezou c2 em relação c1. Podemos ver que para o caso b = 1

c′1 + c′2 − c1 = c1(
√

1 − (ĉ1 · σ̂)2 + |c1 · σ̂| − 1)

= 2c1|ĉ1 · σ̂|
√

1 − |ĉ1 · σ̂|√
1 + |ĉ1 · σ̂| +

√
1 − |ĉ1 · σ̂|

À 0.

Desta maneira para c muito grande o expoente diverge e a exponencial é

zero. Portanto podemos desprezar o fator f̃(c′′1)f̃(c′′2) quando tomamos o

limite c1 À 1. Então fazendo c1 À 1 na equação (A.58) temos

I1(f̃ , f̃) ∼ − f̃(c1) c1

∫
dc2dΩσ̃(Ω)f̃(c2) (A.61)
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onde a constante

∫
dc2dΩσ̃(Ω)f̃(c2) = π,

então finalmente temos que

I1(f̃ , f̃) ∼ − π c1 f̃(c1) (A.62)
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