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[39] P. MARTIN-LÖF. Intuitionistic Type Theory. Edizioni di filosofia e Scienza,

Biblioplolis, 1984.
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[47] G.M.H. SILVA. Um Estudo em Śıntese Construtiva de Programas uti-

lizando Lógica Intuicionista. Dissertação de Mestrado - Departamento de
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A
Apêndice

A.1
Prova de Correção

No caṕıtulo 3, na prova de correção do processo de śıntese construtiva

(seção 3.4.1) é apresentada apenas a prova para as regras de inferência que

tiveram os comandos da linguagem de programação associados a elas alterados,

em relação a prova de correção apresentada em [47]. Esta seção apresenta a prova

das outras regras que não foram tratadas anteriormente.

� Introdução da Conjunção

Seja esta regra a última a ser aplicada na derivação D:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Λ : αV
T

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Ψ : βV
T

Λ⊗Ψ : (α ∧ β)V
T

A regra de construção de programas, associada a essa regra de inferência

realiza a composição dos programas associados as suas premissas.

Pela hipótese indutiva tem-se que:

1 - ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ : αV
T se, e somente se:

∃U1 completo ⊆ CSCθ
M

(
αV

T

)
tal que, ∀Q1 ∈ U1 onde Q =〈

L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
, tem-se:

�
Hoare

{
in = L1 ∧ (−→v =

−→
i )
}

Λ{(−→t = −→o ) ∧ out = W1} .

2 - ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Ψ : βV
T se, e somente se:
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∃U2 completo ⊆ CSCθ
M

(
βV

T

)
tal que, ∀Q2 ∈ U2 seja Q =〈

L2,
〈−→
i ,−→o

〉
,W2

〉
, tem-se:

�
Hoare

{
in = L2 ∧ (−→v =

−→
i )
}

Ψ{(−→t = −→o ) ∧ out = W2} .

A composição dos comandos podem ser descritos pela seguinte semântica:

(a)

A =
{
in = L1 ∧ (−→v =

−→
b )
}

Λ
{

(
−→
t = −→o ) ∧ out = W1

}
B =

{
in = L2 ∧ (−→v =

−→
b )
}

Ψ
{

(
−→
t = −→o ) ∧ out = W2

}
A B{

in = (L1 ∧ L2) ∧ (−→v =
−→
b )
}

Λ⊗Ψ
{

(
−→
t = −→o ) ∧ out = (W1 ∧W2

}
Dado que:

CSCθ
M

(
(α ∧ β)V

T

)
=〈L̂1L2,

〈−→
i ,−→o

〉
, Ŵ1W2

〉
�

kα =
〈
L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
∈ CSCθ

M

(
αV

T

)
e

kβ =
〈
L2,
〈−→
i ,−→o

〉
,W2

〉
∈ CSCθ

M

(
βV

T

)


Se (U ′ ⊆ CSCθ
M

(
(α ∧ β)V

T

)
então:

U ′ =

〈L̂1L2,
〈−→
i ,−→o

〉
, Ŵ1W2

〉
�

〈
L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
∈ U1 e〈

L2,
〈−→
i ,−→o

〉
,W2

〉
∈ U2


Como U ′ é formado por U1 e U2, que possuem os mesmos valores de

entrada e sáıda em memória(
−→
i ,−→o ), tem-se que U ′ é completo.

Seja Q ∈ U ′, Q =
〈
L̂1L2,

〈−→
i ,−→o

〉
, Ŵ1W2

〉
tal que: Qα =〈

L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
∈ (

U1 ⊆ CSCθ
M

(
αV

T

))
e Qβ =

〈
L2,
〈−→
i ,−→o

〉
,W2

〉
∈(

U2 ⊆ CSCθ
M

(
βV

T

))
. Qα e Qβ , pela hipótese indutiva, são gerados pelos progra-

mas Λ e Ψ respectivamente.

Pela semântica do comando gerado (a), tem-se que (Λ⊗Ψ) calcula Q,

como Q é uma tupla arbitrária que pertence a U ′, pode-se concluir que:

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ⊗Ψ : (α ∧ β)V
T
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� Eliminação da Conjunção

Seja esta regra a última a ser aplicada:

Caso 1:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Λ : (α ∧ β)V
T

Λ : αV
T

Caso 2:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Λ : (α ∧ β)V
T

Λ : βV
T

O programa associado à premissa calcula mais propriedades do que a

conclusão faz referência. Entretanto para simplificar o processo de geração de

programas, não serão utilizados filtros e o programa associado a conclusão será

o mesmo da premissa.

Caso 1:

Pela hipótese indutiva:

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ : (α ∧ β)V
T se, e somente se:

∃U completo ⊆ CSCθ
M

(
(α ∧ β)V

T

)
tal que, ∀Q ∈ U sendo Q =〈

L,
〈−→
i ,−→o

〉
,W
〉
, tem-se que:

�
Hoare

{
in = L ∧ (−→v =

−→
i )
}

Λ{(−→t = −→o ) ∧ out = W}.

Dado que:

CSCθ
M

(
(α ∧ β)V

T

)
=
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〈L̂1L2,
〈−→
i ,−→o

〉
, Ŵ1W2

〉
�

kα =
〈
L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
∈ CSCθ

M

(
αV

T

)
e

kβ =
〈
L2,
〈−→
i ,−→o

〉
,W2

〉
∈ CSCθ

M

(
βV

T

)


Pela definição de CSCθ
M

(
(α ∧ β)V

T

)
, tem-se que Uα ⊆ U, logo Uα é

completo.

Seja Qα ∈
(
Ua ⊆ CSCθ

M

(
αV

T

))
então Qα =

〈
L1,
〈−→
i ,−→o

〉
,W1

〉
.

Pode-se observar que Qα ⊆ Q. Como Qα é uma tupla arbitrária de Uα,

conclui-se que:

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ : αV
T

Caso 2: Essa prova é análoga à apresentada para o caso 1. Assim,

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Ψ : βV
T
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� Introdução da Disjunção

Seja esta a última regra aplicada em uma derivação:

Caso 1:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Λ(i) : αV
T

Λ(i) : (α ∨ ρ)V
T

Caso 2:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

Ψ(j) : ρV
T

Ψ(j) : (α ∨ ρ)V
T

Esta regra pode ser interpretada da seguinte forma: existe uma propriedade

que pode ser expressa de dois modos diferentes. Assim, tem-se dois programas

diferentes que calculam a mesma propriedade, logo, qualquer um deles é sufi-

ciente para o cálculo da propriedade. Pode-se, então, assumir que a regra para a

construção de programa associado a esta regra não altera o programa associado

à premissa da mesma.

Caso 1:

Pela hipótese indutiva:

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ(i) : αV
T se, e somente se:

∃U completo ⊆ CSCθ
M

(
αV

T

)
tal que, ∀Q ∈ U onde Q =〈

L1,
〈−→
i1 ,
−→o1
〉
,W1

〉
, tem-se que:

�
Hoare

{
in = L1 ∧ (−→v =

−→
i1 )
}

Λ(i){(−→t = −→o1) ∧ out = W1} .

Pela hipótese indutiva: U ⊆ CSCθ
M

(
αV

T

)
, logo, U ⊆(

CSCθ
M

(
αV

T

) ∪ CSCθ
M

(
ρV

T

))
.
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Dado que:

CSCθ
M

(
(α ∨ ρ)V

T

)
= CSCθ

M

(
αV

T

) ∪ CSCθ
M

(
ρV

T

)
Tem-se que: U ⊆ CSCθ

M

(
(α ∨ ρ)V

T

)
.

Logo, ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ(i) : (α ∨ ρ)V
T

Caso 2: A prova para este caso é análoga à apresentada para o caso 1.

Assim: ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Ψ(j) : (α ∨ ρ)V
T
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� Eliminação da Disjunção

Suponha que esta regra seja a última aplicada em uma derivação D:

D =



∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm
...

σ : (α ∨ ρ)V1
T1

σ : αV1
T1

...

Λ : γV
T

σ : ρV1
T1

...

Ψ : γV
T

if (α) then(Λ) else (if (ρ) then(Ψ)) : γV
T

Na aplicação desta regra, o programa associado à conclusão é o comando

condicional, que após a verificação de qual propriedade (descrita pelas premissas

menores) é satisfeita, um conjunto de comandos será executado para obter a

solução relacionada com a conclusão.

Pela hipótese indutiva:

1- ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Λ : γV
T se, e somente se:

∃U1 completo ⊆ CSCθ∪α
M

(
γV

T

)
tal que, ∀Q1 ∈ U1 sendo Q1 =〈

L,
〈−→
i ,−→o

〉
,W
〉
, tem-se que:

�
Hoare

{
in = L ∧ (−→v =

−→
i )
}

Λ{(−→t = −→o ) ∧ out = W}.

2 - ∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

Ψ : γV
T se, e somente se:

∃U2 completo ⊆ CSCθ∪ρ
M

(
γV

T

)
tal que, ∀Q2 ∈ U2 sendo Q2 =〈

L,
〈−→
i ,−→o

〉
,W
〉
, tem-se que:

�
Hoare

{
in = L ∧ (−→v =

−→
i )
}

Ψ{(−→t = −→o ) ∧ out = W}.

Sendo

A =
{
in = L ∧ (−→v =

−→
i ) ∧ α

}
Λ
{

(
−→
t = −→o ) ∧ out = W

}
e

B =
{
in = L ∧ (−→v =

−→
i )∧ ∼ α ∧ ρ

}
Ψ
{

(
−→
t = −→o ) ∧ out = W

}
,

com base na semântica do comando condicional, a semântica do programa

gerado será a seguinte:

A B{
in=L∧(−→v =

−→
i )
}

if (α) then {Λ} else {if (ρ) then {Ψ}}{(−→t =−→o )∧out=W}

Pela hipótese indutiva, a partir da prova γ com a hipótese α pode-se extrair

o CSCθ∪α
M

(
γV

T

)
, e a partir da prova de γ com a hipótese ρ pode-se extrair o
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CSCθ∪ρ
M

(
γV

T

)
.

Dado que α e ρ são hipóteses exclusivas, tem-se que: CSCθ∪α
M

(
γV

T

) ∪
CSCθ∪ρ

M

(
γV

T

)
= CSCθ

M (γ)V
T .

Se U ′ = CSCθ
M (γ)V

T , então U ′ = U1 ∪ U2. Como U ′ é constrúıdo a partir

de U1 e U2, U ′ é completo.

Logo:

∆, β1, ..., βn, δ1, ..., δm |=
M,σ

if (α) then(Λ) else (if (ρ) then(Ψ)) : γV
T

Observação A.1.1 A premissa maior desta regra pode ter conteúdo computa-

cional, mas o programa associado, após a sua execução, retornará valores

boolenos “Verdadeiro”ou “Falso”. Logo, podem ser interpretados como tendo ape-

nas conteúdo computacional.
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A.2
Prova do teorema apresentado por Parik em [11]

Teorema A.1 Parik:

�
PA
∀xα(x) se, e somente se, existe um k tal que ∀n

k
�

PA
α(n) [11]

Será apresentado um esquema da prova deste teorema, pois é necessário

fazer uma análise desta prova para provar o teorema 4.5.

Observação A.2.1 Note que o resultado do teorema 4.9 é utilizado sobre HA.

Logo, a prova será restringida sobre os operadores lógicos intuicionistas.

A.2.1
Conceitos Básicos

� Notação

Abaixo segue as notações utilizadas na formalização do sistema:

1. Cálculo de predicados

(a) Variáveis : x, y, z, x1, ...

(b) Constantes: c, c1, c11, ...

(c) Śımbolos de predicados n-ários para n
0: F,G(x), H(x, y), ...

(d) Śımbolos funcionais: f, g, h, f1, ...

(e) Śımbolos lógicos: ¬, ∨, ∧, →, ∀, ∃.
(f) [,].

2. Meta notação

(a) Metavariáveis: u,v,w,u1,...,

(b) Variáveis de termos: r,s,t,r1,...,

(c) Variáveis para predicados n-ários (fórmulas) com n
0:

P,Q(x), R(x, y), ...

Observação A.2.2 Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que os n′s nos

itens (c) são limitados, apesar de se saber que são necessários infinitos predicados

de variáveis n-ários para cada n.

Os termos são formados a partir de variáveis, constantes, metavariáveis,

variáveis de termo e através de śımbolos funcionais. Letras gregas minúsculas

denotam termos. Se estes não possuirem meta notação serão denominados como

termos regulares e podem ser denotados pelas iniciais do alfabeto grego (α,β,...).
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As fórmulas atômicas são formadas por variáveis de predicados ou cons-

tantes adição de termos, caso contrário serão formadas por fórmulas atômicas

combinadas com conectivos e quantificadores ∀x, ∃x,∀u, ∃u,.... Se as fórmulas

forem regulares, estas serão denotadas por letras maiúsculas do alfabeto romano

(A,B...), caso contrário serão representadas por letras góticas (F,G).

� Processo de substituição

Uma substituição S será a atribuição de:

- variáveis x1, ..., xn para determinadas metavariáveis u1, ..., un,

- termos regulares α1, ...αm para determinados termos de variáveis t1, ..., tm,

e

- fórmulas regulares A,B, ... para determinadas variáveis de predicado

P,Q(x), ... .

O mapeamento das substituições de termos regulares é definido por:

S(ui) = xi,S(ti) = αi i = 1, ..., n, j = 1, ...m, e

S(f(σ1, ..., σk)) = f(S(σ1), ...,S(σk))

onde a expressão do lado direito da atribuição é definida e f é um śımbolo

de função k-ário.

Para uma dada fórmula F, a substituição S(F) é definida por:

Definição A.2 (i)Seja F atômico com o śımbolo de predicado regular onde

F =F(σ1, ..., σk). Então S(F) =F(S(σ1), ...,S(σk)), dado que a substituição da

expressão do lado direito da igualdade seja definida.

(ii)Seja F atômico para um śımbolo de predicados de variável P (x1, ..., xk)

como śımbolo de predicado: F =P (x1, ..., xk),S(P (x1, ..., xk)) = A. Então

S(F) = s(x1, ...xk;S(σ1), ...,S(σk))A, onde s é a substituição usual e apenas as

ocorrências de xi livres serão substitúıdas.

(iii)S(F ∧G) = S(F) ∧ S(G) etc.,

(iv)S(∀xF) = ∀xS(F),

(v)S(∀uF) = (∀S(u))S(F).

� Restrições admisśıveis

Uma restrição é dita admisśıvel se for da forma:

- “σ é livre para u (o mesmo vale para x) em P”ou

- “u (ou x) não é livre em P”ou

- “u (ou x) não ocorre em P”,

onde u é uma metavariável, x é uma variável, σ é um termo e P é uma variável

de predicado.

Exemplo de uma substituição S que obedece a restrição R : S obedece “σ é

livre para u em P”se , e somente se, S(σ) é livre para S(u) em S(P ). Uma
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substituição obedece um conjunto finito de restrições se, e somente se, todas

elas forem obedecidas. Utiliza-se a expressão restrição ao invés de restrições

admisśıveis.

Desta forma, um esquema de axiomas será representado por um par or-

denado (F, R), onde F é uma fórmula e R é um conjunto finito de restrições.

Axiomas que satisfazem um esquema de axiomas serão fórmulas S(F), onde

S obecede R. Similarmente, uma regra de inferência k−ária é uma seqüência

(F1, ...,Fk,G, R), F1, ...,Fk, onde G são fórmulas e R é um conjunto finito de

restrições, e esta regra será aplicada da seguinte forma: “Se A1, ..., Ak, B são

S(F1), ..,S(Fk),S(G), respectivamente S obedece R, então B é derivado a partir

de A1, ..., Ak ”.

Neste trabalho, teorias são formalizadas com um número finito de axiomas,

e os sistemas são definidos por um número finito de esquemas de axiomas e de

esquemas de regras de inferência.

A.2.2

Lemas de substituição

Dado uma prova em um sistema de esquemas, a qual pode ser estruturada

na forma de uma árvore de prova, uma análise desta prova é um conjunto de

informações sobre a árvore de forma que, para cada fórmula, tem-se se é um

axioma ou não, se for, a qual esquema pertence e, se for derivado, de qual regra

de inferência é derivada.

Através de uma análise, deseja-se encontrar uma árvore de tais observações

que não precise estar associada com alguma prova especificamente. Como existe

apenas um número finito de análises de tamanho k, questões considerando provas

de tamanho k podem ser reduzidas a questões sobre provas com uma análise

particular A. O seguinte lema permite que se trabalhe com a noção de um objeto

sintático ao invés da noção informal de análises.

O seguinte lema prova que toda análise A′ se reflete em uma árvore de

prova. Essa análise pode ser “concatenada”com outras análises, de forma a obter

uma análise A que, após o processo de substituição S refletirá a prova da fórmula

A e vice-versa.

Lema A.2.3 Dado uma análise A, pode-se efetivamente encontrar fórmulas

F1, ...,Fm;G1,...,Gm;H com um conjunto finito de restrições R, tal que a fórmula

A tenha uma prova cuja análise é A se, e somente se, existir uma substituição S
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obedecendo R, tal que, S(Fi) = S(Gi),i = 1, ...,m e S(H) = A.

E a sequência S(F1), ...,S(Fm), A é a prova desejada.

Prova. A prova é realizada por indução no tamanho da análise de A (k).

a) Se k = 1, então a análise pode ser reduzida para um esquema de axioma,

logo m = 0;

b) k > 1. Seja o último passo de A a aplicação da regra (L1, ...,Ll,M,Rl)

sobre uma determinada fórmula previamente derivada.

Suponha que a análise da fórmula previamente derivada seja a seqüência

F1
1 , ...,F

1
m ; G1

1 , ..., G1
m;H1; ...,Fl

1 , ...,F
l
m;Gl

1 , ..., Gl
m;H l.

Pode-se assumir que todos os meta-śımbolos desses diferentes grupos te-

nham sido renomeados, de forma a não existir metavariáveis comuns entre eles

ou com L1, ...,Ll,M.

A sequência para a análise A será F1
1 ...,F

1
m,H 1,F

2
1, ...,Hl;Gl

1, ...,Gl
m,L1,G2

1 , ...,,Ll; M.

As restrições são obtidas pela união de todas as diferentes restrições.

Suponha que exista uma substituição S para a sequência acima, i.e.: S
(F1

1) = S (Gl
1),S (H1) = S (L1) e S (M) = A.

Então, pela hipótese indutiva, cada S (H1) é provado pela subprova cor-

respondente e S (M) = A será provado a partir de S (Lj) utilizando a regra de

inferência associada. Porém, se S (Hi) = S (Li), tem-se a prova desejada.

Para provar o outro sentido da implicação, suponha que se tenha a prova

desejada. Desta forma, cada premissa da última regra poderá ser provada a partir

da subprova correspondente, e a última fórmula A é provada com a última regra

de inferência. Logo, existirá um processo de substituições S1, ...,Sl,S ′ para todas

as regras. Como todas as metavariáveis foram renomeadas de forma a evitar

conflitos, pode-se combinar todas as substituições gerando a substituição S. �

Notação

PA śımboliza o sistema usual da aritmética de Peano com S, +, . e o

esquema da indução finita, PA∗ corresponde o sistema de PA, onde as operações

+,. são substitúıdas pelos predicados ternários A, M e com a adição de axiomas

que dizem que esses predicados representam funções. Se T for um dos dois

sistemas, então Tl é um sistema com a indução restrita a fórmulas lógicas de

complexidade � l. A complexidade lógica é dada pelo número de śımbolos lógicos
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em uma fórmula. Uma teoria T,�k
l A representa que A é provavel em T com

no máximo k aplicações de regras de inferência. PA, PA∗ possuem o mesmo

poder de expressão, mas, provas em PA∗ serão, geralmente, mais longas. A

aritmética de Presburger expressa uma aritmética com S,+,0, no entanto, sem

a multiplicação. É sabido por [5] que PA ( ou PA∗) é completo com respeito a

fórmulas fechadas na qual a multiplicação não aparece.

Este lema prova que, dado um conjunto de fórmulas, suas restrições (isto é,

uma análise) e uma fórmula α na aritmética de Presburger, de forma que existe

um processo de substituições que obedece as restrições e quando aplicadas sobre

o conjunto de fórmulas gera uma prova para α. Inicialmente serão realizadas

todas as substituições de forma a se obter apenas fórmulas regulares em PA∗.
No passo seguinte é demonstrado que as substituições são finitas e definem uma

determinada fórmula na aritmética de Presburger.

Lema A.2.4 Seja F1,...,Fm,G1,...,Gl,A1(x),...,Ap(x), R tal que F1,...,Fm,G1,...,Gl

são fórmulas de PA∗, A1(x),...,Ap(x) são fórmulas regulares de PA∗, m = l+ p,

e R é o conjunto de restrições. Então, existe uma fórmula B(x) da aritmética de

Presburger tal que, para todo n, B(n) é equivalente a proposição: “Existe uma

substituição S que obedece R tal que S(Fi) = S(Gi) para i � l e S(Fl+i) = Ai(n)

para i � p”.

Prova. A primeira parte do argumento é aplicado para todos os sistemas de

esquemas com 0, S como śımbolos. Os últimos passos são aplicados somente

a PA∗. Fixando n e denotando Ai(n) pela expressão Gl+i. Então, precisa-se

encontrar um S obedecendo R tal que S(Fi) = S(Gi) é uma fórmula regular

de PA∗ para i � m.

Observação A.2.5 Seja u = Π3ci onde ci é o número de śımbolos lógicos em

Gi. Se u = 1, então todas as fórmulas Gi são atômicas. Considere as relações

minimais sobre as variáveis de predicados: P � Q,P ∼ Q de tal forma que � é

uma relação transitiva e ∼ é uma relação de equivalência e (P � Q)∧(Q � P )↔
P ∼ Q. Se P ocorrer em Fi e Q ocorrer em Gi então Q � P ; e se Gi for atômico

então Q ∼ P . Este sistema é decid́ıvel se tal relação existir e caso contrário não

existe uma substituição S. Por outro lado, pode-se ter P � Q quando o número

de śımbolos lógicos em S(P ) é menor ou igual ao número de śımbolos lógicos em

S(Q).

Caso A.2.6 Suponha u = 1. Neste caso Fi e Gi são atômicos. Se x1, ..., xn

aborda todas as variáveis e u1, ..., um todas as metavariáveis que ocorrem em

Fi,Gi, R. Então pode-se assumir sem perda de generalidade que todos os S(uj)

são representados por x1, ..., xn
′ , ..., xn

′
+m. Elimina-se, desta forma, todas as

metavariáveis.
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Caso A.2.7 Suponha u > 1, então existe um P tal que P é maximal em �, P

ocorre em Fi, e Gi não é atômica.

A prova é realizada analisando sempre o conectivo principal da fórmula G.

Śımbolo lógico: conjunção

Seja Gi da forma G′i ∧ G
′′
i , substituindo P por P ′ ∧ P ′′, onde Ṕ e P ′′ são

duas novas variáveis de predicados, substitua o par de fórmulas que está sendo

analisado, Fi = P ( ), Gi = G′i( ) ∧ G′′i ( ), pelos pares Ṕ ( ), G′i( ) e P ′′, G′′i ( ). As

restrições sobre P são refletidas em termos das restrições sobre Ṕ , P ′′, etc.

A substituição existirá se, dado que Fi = P ′ ∧ P ′′ e Gi da forma G′i ∧ G
′′
i

existe um S tal que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i) e

S(P ′′) = S(G′′i ). Desta, forma obtem-se a correspondência entre as subfórmulas

de Fi,e Gi.

Śımbolo lógico: disjunção

Seja Gi da forma G′i ∨ G
′′
i , substituindo P por P ′ ∨ P ′′, onde Ṕ e P ′′ são

duas novas variáveis de predicados, substitua o par que está sendo analisado,

Fi = P ( ), Gi = G′i( ) ∨ G′′i ( ), pelos pares Ṕ ( ), G′i( ) e P ′′, G′′i ( ). As restrições

sobre P são refletidas em termos das restrições sobre Ṕ , P ′′, etc.

A substituição existirá se, dado que Fi = P ′ ∨ P ′′ e Gi = G′i ∨ G
′′
i existe um

S tal que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i) e S(P ′′) = S(G′′i ).

Desta forma, obtem-se a correspondência entre as subfórmulas de Fi,e Gi.

Śımbolo lógico: implicação

Seja Gi da forma G′i → G
′′
i , substituindo P por P ′ → P ′′, onde Ṕ e P ′′

são duas novas variáveis de predicados, substitua o par que está sendo analisado,

Fi = P ( ), Gi = G′i( )→ G′′i ( ), pelos pares Ṕ ( ), G′i( ) e P ′′, G′′i ( ). As restrições

sobre P são refletidas em termos das restrições sobre Ṕ , P ′′, etc.

A substituição existirá se, dado que Fi = P ′ → P ′′ e Gi = G′i → G
′′
i existe

um S tal que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i) e S(P ′′) = S(G′′i ).

Desta forma, obtém-se a correspondência entre as subfórmulas de Fi e Gi.

Śımbolo lógico: negação

Seja Gi da forma ¬G′i, substituindo P por ¬P ′, onde Ṕ é uma nova variável

de predicado, substitua o par que está sendo analisado, Fi = P ( ), Gi = ¬G′i, pelo

par Ṕ ( ), G′i( ). As restrições sobre P são refletidas em termos das restrições

sobre Ṕ , etc.

A substituição existirá se, dado que Fi = ¬P ′e Gi= ¬G′i existe um S tal

que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i). Desta forma, obtem-se a
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correspondência entre as subfórmulas de Fi,e Gi.

Śımbolo lógico: Quantificador Universal

Seja Gi da forma ∀xG′i, substituindo P por ∀xP ′, onde Ṕ é uma nova

variável de predicado, substitua o par que está sendo analisado, Fi = P ( ),

Gi = ∀xG′i, pelo par Ṕ ( ), G′i( ). A restrição “σ é livre para y em P”será sub-

stitúıda pela “y não é livre em P”ou pela “x não ocorre em σ”se x �= y.

A substituição existirá se, dado que Fi = ∀xP ′e Gi=∀xG′i existe um S tal

que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i). Desta forma, obtém-se a

correspondência entre as subfórmulas de Fie Gi.

Śımbolo lógico: Quantificador Existencial

Seja Gi da forma ∃xG′i, substituindo P por ∃xP ′, onde Ṕ é uma nova

variável de predicado, substitua o par que está sendo analisado, Fi = P ( ),

Gi = ∃xG′i, pelo par Ṕ ( ), G′i( ). Se as variáveis livres do termo que substitui a

variável x tiverem a restrição “σ é livre para y em P” estas serão substitúıdas

pela “y não é livre em P”. Após todas essas substituições será inserida a re-

strição “x não ocorre em σ”.

A substituição existirá se, dado que Fi = ∃xP ′e Gi= ∃xG′i existe um S tal

que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P ′) = S(G′i). Desta forma, obtem-se a

correspondência entre as subfórmulas de Fie Gi.

Esse procedimento deve ser aplicado a todos os śımbolos de predicados

equivalentes a P , e desta forma, a complexidade de u decresce. Depois de um

número finito de passos, tem-se que u = 1, e todos os Gi serão atômicos. (Se não

for posśıvel executar o procedimento, então, não existe S).

Assumindo, sem perda de generalidade, que S(Fi) e S(Gi) são atômicos.

Sejam x1, ..., xn todas as posśıveis variáveis que podem ocorrer R. Se

existir uma substituição S, pode-se definir S ′(P ) como sendo a subfórmula

atômica mais a esquerda de S(P ) precedidos por todos quantificadores ∀xi, ∃xi

com i = 1..n do seu espećıfico escopo. Logo, se S for uma solução, S ′ também será.

Pode-se assumir que são conhecidos todos os śımbolos de predicados en-

volvidos. Para cada par Fi = P ( ),Gi = F ( ), o śımbolo de predicado para a

variável de predicado P é F .
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Todas as variáveis de predicado não cobertas por essa consideração, pode

se atribuir a elas uma fórmula regular fixa A sem perda de generalidade.

Assim, pode-se assumir que, para cada variável de predicado P :

S (P(y1, ..., yk)) = (Q1x1), ..., (Qpxp)Fp(θ1(y1, ..., yk), ..., θq(y1, ..., yk))

onde Qi são quantificadores, Fp é um predicado conhecido e θi são termos

que dependem de yi.

Pode-se dizer que duas fórmulas (não obviamente equivalentes) são iguais

se, e somente se, os termos correspondentes forem iguais.

A argumentação dada até este momento se restringe a esquemas que

conténham apenas S e 0. Neste ponto, a argumentação será extendida de forma

a atender esquemas em PA∗.

Dado que α seja uma fórmula atômica em PA∗, α é da seguinte forma:

i - θ = θ
′
,

ii -A(θ, θ′, θ′′) ou M(θ, θ′, θ′′)

onde θ, θ′ e θ′′ são da forma Sq0 ou Sqx e x é uma variável que está

limitada a um conjunto finito de possibilidades.

Assim a substituição pode ser definida completamente pela especificação se

(a) para cada Fp, se este for os predicados =, A ou M ; ou se cada θ representa

um Sq0 ou Sqx e, (b) especificando os valores qi (metavariáveis), onde θi é igual

a Sqi0 ou Sqix ou uma variável de termo ti igual a Sqi0; ou Sqix.

A parte (a) consiste em escolher uma das possibilidade dentre um conjunto

finito. Para cada possibilidade, a condição sobre a substituição S para que S(Fi) =

S(Gi) reduz para os vários qi, satisfazendo determinadas equações da aritmética

de Presburger. Assim, ao considerar que todas as posśıveis substituições S para

cada n em particular, obtém-se a seguinte equivalência: S existe se, e somente

se, a fórmula B1(n)∨ ...∨ Br(n) for válida, onde Bi é uma fórmula da aritmética

de Presburger. Tomando B(x) como sendo B1(n) ∨ ...∨ Br(n), temos prova do

A.2.4. �
O teorema abaixo prova que, a partir do tamanho da árvore de prova e da

complexidade máxima das fórmulas de uma árvore de prova, é posśıvel calcular a

complexidade máxima das fórmulas nas quais se pode aplicar a regra de inferência

da indução.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924916/CB
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Teorema A.3 Seja T uma teoria em PA ou PA∗ e k, k′ ∈ N . Existe um número

l calculado a partir de k, k′ tal que, para cada fórmula A de complexidade � k′,
�k

T A se, e somente se, �k
Tl
A.

Prova. Seja uma análise A de k linhas e as substituições para as sequências

〈F1, ...,Fm,H, ;G1, ...,Gm, A,R〉 , onde F1, ...,Fm,G1, ...Gm,H é a sequência

fornecida pelo A.2.3.

Seja c(A) ≤ ḱ, então existe um número finito de maneiras nas quais A pode

ser decomposta em uma fórmula atômica - a prova deste argumento é similar à

prova da existência de um número finito de substituições apresentado no lema

A.2.4.

Suponha que a complexidade máxima de uma fórmula que ocorre como

axioma, esquema de axioma ou esquema de regra de inferência seja α. Então

a complexidade de qualquer Fi,Gi ou H será no máximo α. Seja m = k − 1,

então o valor inicial de u será u0 = 3α(2k−1)3k′1 (Supõe-se que os ramos de prova

utilizados para a obtenção das fórmulas de m possuem a complexidade máxima α

e, dado que no caso máximo o conectivo lógico aplicado pela regra de inferência

é binário, observa-se que a complexidade das premissas de m é α(2k − 1), e a

complexidade da fórmula corrente é ḱ).

Ao observar o lema A.2.4 tem-se que o valor de u será reduzido até atingir

uma fórmula atômica (u = 1). Se a complexidade máxima das fórmulas sobre as

quais pode-se aplicar a indução m(u) de uma fórmula em determinado ponto desta

redução for x, então a complexidade máxima no ponto anterior (premissas) não

pode ser maior que 2x+ 1. Sendo m(1) = k quando as fórmulas forem atômicas,

e m(u+ 1) ≤ 2m(u) + 1; pode-se perceber que l é igual a m(u0) ≤ 3u0. �

Teorema A.4 �PA∗ (∀x)A(x) se, e somente se, existe um k tal que (∀n) �k
PA∗

A(n).

Prova. Se �PA∗ (∀x)A(x) então existe um k tal que (∀n) �k
PA∗ A(n), a prova de

(∀x)A(x) de l linhas fornece provas uniformes de A(n) para todo n com l + 2

linhas.

Se existe um k tal que (∀n) �k
PA∗ A(n) então �PA∗ (∀x)A(x).

Suponha que (∀n) �k
PA∗ A(n) , dado que �k

PA∗ A(n) correspondente a

fórmula B(x) na aritmética de Presburger tem-se que (∀x)B(x) é verdadeira,

logo, �PA∗ (∀x)B(x). Pelos lemas A.2.3 e A.2.4, existe uma fórmula Bi(x) na

aritmética de Presburguer tal que:

�k
PA∗ B(x) se, e somente se, Bi(x), onde B(x) = B1(x) ∨... ∨ Br(x) , i = 1...r

e k é o tamanho da árvore de prova relacionada com B(x). Como a aritmética

de Presburguer é decid́ıvel, é posśıvel saber qual é o Bi(x) verdadeiro para cada

1A fórmula que calcula a complexidade de uma fórmula é: Π3ci.
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n e, assim, pode-se calcular o tamanho de sua árvore de prova (k). Desta forma

�PA∗ (∀x)B(x) pode ser representada como �PA∗ (∀n) �k
PA∗ A(n). Pelo teorema

A.3: �PA∗ (∀n) �k
PA∗l

A(n). A partir deste momento o tamanho de k não é mais

necessário, logo ele pode ser omitido.

Pela prova do lema A.3.1 tem-se que uma definição de verdade para PA∗l pode

ser dada através de PA∗.

Logo: �PA∗ (∀n) �PA∗ A(n). �
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A.3
Prova do lema Kreisel e Wang em [6]

Lema A.3.1 Para cada inteiro n, Con(Zn) pode ser provada em Z.

Será apresentado um esquema da prova deste teorema, pois é necessário

fazer uma análise desta prova para provar os teoremas 4.9 e 4.5.

Observação A.3.2 Como o teorema 4.5 trabalha com o sistema HA e na prova

do teorema 4.9 foi adotada a restrição de trabalhar apenas com os operadores

lógicos intuicionistas, esta mesma restrição também será mantida aqui.

Definição A.5 Hm
1 (n), ..., Hm

m (n) são funções de substituição em m.

Definição A.6 Considerando que as variáveis das fórmulas são dadas por

v1, v2, v3, etc, D(m, a, n) é número da fórmula obtida a partir da fórmula A (cujo

número é a) resultante da substituição da variável vi, i � m por Hm
i (n) e vj,

j > m por 0. Não é necessário que todos os vi ocorram em A. Se A for uma

fórmula fechada, i.e., vi são variáveis livres, então: D(m, a, n, x) = D(0, a, 0, a)

Definição A.7 P (a, b) se, e somente se, a é o número que representa a prova

de b.

Definição A.8 Seja a e b números que representam as fórmulas A e B respec-

tivamente, e sejam elas conectadas através de operadores lógicos binários, então

t(a, b) é o número de A|B, onde o operador | pode ser substitúıdo pelos operadores

lógicos ∨,∧,→, de forma a refletir o operador que relaciona as fórmulas A e B.

Definição A.9 Seja a o número que representa a fórmula A, a qual pode ser

descrita como ¬B, sendo b o número que representa a fórmula B, então, t(a) é

o número de B →⊥ .

Definição A.10 O(a) se, e somente se, a for o número da fórmula ∀xB(x) e,

então, S[o(a), y] é o número de B(0(y)).

Definição A.11 E(a) se, e somente se, a for o número da fórmula ∃xB(x) e,

então, S[e(a), y] é o número de B(0(y)).

Prova. Prova do lema A.3.1

Para cada k , a definição de verdade para Tk(b) pode ser dada através de

uma fórmula de Z, desde que satisfaça as condições abaixo:

a) Fórmulas sem quantificadores:

i) T0[D(m, a, n)] se, e somente se, ∃yP [y,D(m, a, n)]; ou
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ii) T0[D(m,⊥, n)] se, e somente se, ¬∃yP [y,D(m,⊥, n)]; ou

iii) Conjunção:

∃x∃y{(x < D(m, a, n)) ∧ (y < D(m, a, n)) ∧D(m, a, n) =

t(x, y) ∧ [T0(x) ∧ T0(y)]};

iv) Disjunção:

∃x∃y{(x < D(m, a, n)) ∧ (y < D(m, a, n)) ∧D(m, a, n) =

t(x, y) ∧ [T0(x) ∨ T0(y)]};

v) Implicação:

∃x∃y{(x < D(m, a, n)) ∧ (y < D(m, a, n)) ∧D(m, a, n) =

t(x, y) ∧ [T0(x)→ T0(y)]};

vi) Negação:

∃x∃y{(x < D(m, a, n))∧D(m, a, n) = t(x,⊥)∧[T0(x)→ T0(⊥)]};

b) Fórmulas com quantificadores

Tk+1[D(m, a, n)] se, e somente se, Tk[D(m, a, n)] ou,

{O[D(m, a, n)] ∧∀yTk+1[D(m,S(o(a), y), n)]} ou {E[D(m, a, n)] ∧∀yTk+1[D(m,S(e(a), y), n)]}ou,
∃x∃y{(x < D(m, a, n)) ∧ (y < D(m, a, n)) ∧ D(m, a, n) = t(x, y) ∧
[Tk+1(x)|Tk+1(x)]};

Pode ser vericado que Tk(b) define verdade como em [29], logo Con(Zn)

pode ser provada em Z. Note que Tn(b) é uma definição de verdade apenas para

o sistema Zn e não para Z. �
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