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4
Combinando Imputacao e Reponderacao

Vimos, no capitulo anterior, que as abordagens de Imputacao e Re-
ponderagao permitem a estimacao consistente e assintoticamente eficiente do
Efeito Médio de Tratamento. Embora estas propriedades fornecam um impor-
tante argumento a favor do uso desses métodos, algumas ressalvas devem ser
consideradas.

Por se tratarem de propriedades assintoticas, consisténcia e eficiéncia
nao permitem conclusoes imediatas sobre o desempenho para uma quantidade
determinada de observacoes. Além disto, como vimos na discussao do limite
de eficiéncia, a classe dos estimadores regulares nao exige uniformidade na
convergéncia em distribuicao. Logo, a principio, o conceito de ‘amostra sufi-
cientemente grande’ depende de valores desconhecidos e, portanto, nao se pode
verificar se uma determinada amostra satisfaz tal requerimento. Confirmando
esta razao tedrica contra a orientagao exclusiva pela otimalidade assintotica,
estudos de simulagdo (a serem discutidos no préximo capitulo) apresentam
resultados distintos sobre o desempenho dos diversos métodos ‘eficientes’.

Desta forma, no atual estagio de desenvolvimento da literatura, o uso
das implementagoes tradicionais da Imputacao e da Reponderacao nao é
recomendado na pratica, sendo preferivel o recurso a alguma combinacao desses
métodos, tipicamente interpretada como forma de reduzir o viés (Imbens e
Wooldridge, 2009). Uma forma de fazé-lo é sugerida pelas técnicas de estimagao
duplamente robusta, associada a James Robins e seus coautores, discutida a

seguir, neste capitulo.

4.1
Estimacao Duplamente Robusta

Métodos que combinam as estimacoes da probabilidade de selecao e das
funcoes de regressao foram inicialmente propostos para o caso de modelos
paramétricos para esses objetos, nos trabalhos de Robins e Rotnitzky (1995)
e Robins, Rotnitzky e Zhao (1995) sobre inferéncia com dados faltantes.
Sua finalidade, nesse contexto, é proteger contra ma especificacao desses

modelos. Um exemplo é o estimador de reponderacao ‘aumentado’, discutido
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por Scharfstein, Robins e Rotnitzky (1999):

P i TY, (1-T)
DR — 37 ~N ~
N —=p(Xi;9) 1-p(Xi9)

my (Xi;

. 1
~ (B pl%s ) ( ) 1=p(X59)
onde p(.;9) e my(.; &) sdo, respectivamente, estimativas para p(.) e my(.)
baseadas nos modelos paramétricos {p(.;7);y € I'} e {m:(.;6:);0 € A}, que
devem satisfazer condigoes de regularidade.

E visivel a analogia entre ([4=1]) e a fungao influéncia eficiente apresentada
no Capitulo 2. De fato, trata-se de uma versao amostral de E[¢*] = 0. O termo
adicional é similar & corregdo devida a estimacao de p(.). Seu efeito é tornar
BD r consistente desde que ao menos um dos modelos paramétricos esteja bem
especificado, i.e., contenha o valor verdadeiro. Para verificar isto, observamos,
primeiramente, que a equacao populacional:

TY (1-T)Y my(X) mo(X)
p(X)  1-p(X) p(X)  1-p(X)

analoga a (4=1)), é satisfeita para os valores verdadeiros de (3 e p(.), independente

3=FE

| - | = pox )|, 2

das fungoes m,(.). Neste caso, a segunda parcela do lado direito é nula, pois
T —p(X)=T-—E[T|X] é o residuo da projegao ortogonal de T" sobre o espago
das fungoes de X. Portanto, ({=2]) é idéntica a (2=5) quando p(.) assume seu
valor populacional. A consisténcia de BD R segue, sob condigoes de regularidade
e argumentos usuais da teoria de estimagao por método dos momentos.

Para avaliar a consisténcia quando mg(.) e mq(.) sdo corretamente

estimadas, é util reescrever (4=2]) da seguinte forma:

B = Emi(X) — mo(X)] — E L%(y — (X)) + %(Y — my(X))
(4-3)

Se my e my forem as verdadeiras funcgoes de regressao, o segundo termo do

lado direito de (=3]) é nulo para qualquer funcao p(.), pois

T 1
B | = mCOIX| = S B BT = m(O)X.7]1X)
1

e, analogamente,

1T
E {m(y —mo(X))|X| = 0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710385/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0710385/CA

Capitulo 4. Combinando Imputacdo e Reponderacdo 31

Logo ([@=3)) equivale a (2=3]), e recorrendo, da mesma forma que no caso anterior,
a resultados bem conhecidos, é possivel estabelecer a consisténcia de BDR.
Estimadores como este, que satisfazem a consisténcia mesmo quando um entre
dois modelos paramétricos falha, sao chamados Duplamente Robustos. Além
de BDR, outros estimadores com esta propriedade sao conhecidos, como os
apresentados por Robins et al. (2007) e Egel, Graham e Pinto (2008).

4.2
Relevancia para Estimacao Semiparamétrica

Claramente, um procedimento duplamente robusto é preferivel a outro
que dependa do funcionamento de um unico modelo paramétrico pouco
confidvel. Isto nao mostra, porém, como regressao e imputacao podem ser
combinadas para produzir estimadores com propriedades desejaveis quando
nao ha modelos paramétricos criveis. Além disso, os métodos de Imputacao e
Reponderagao semiparamétricos apresentados no capitulo anterior permitem
a estimacgao consistente e eficiente sem impor restricoes além da hipdtese de
identificacao e condicoes de regularidade.

Uma motivacao para a combinacao de abordagens é o fato de que, dado
o tamanho da amostra disponivel, o estimador nao paramétrico é geralmente
viesado. Em particular, se o estimador em questao é do tipo sieve, trata-se
efetivamente de um modelo paramétrico mal especificado. Entao, a discussao
sobre dupla robustez sugere que acrescentar uma versao amostral do termo
de correcao para o primeiro passo pode reduzir o viés. Esta idéia é apontada
no estudo de simulagoes de Bang e Robins (2005), que sugerem a validade
de uma versao aproximada do conceito de robustez dupla: se ao menos um
dos modelos é aproximadamente correto, o viés da estimacao é pequeno.
Também ¢ interessante observar, neste sentido, que as recentes discussoes sobre
implementagao 6tima dos estimadores de Imputagao e Reponderagao (Imbens,
Newey e Ridder, 2005, Ichimura e Linton, 2005) utilizam tanto o propensity
score quanto as fungoes de regressao para estimar os termos de viés e variancia
a serem minimizados.

Formalmente, para o caso de dados faltantes com Y binaria, Robins e
Ritov (1997) apontam uma razao para utilizar um estimador andlogo a BD R
sob uma especificagao semiparamétrica. Seguindo a argumentacao dos autores,
um problema dos resultados assintéticos dos estimadores semiparamétricos
¢ a dependéncia de hipoteses de suavidade sobre a probabilidade de ob-
servagao/ propensity score e fungao de regressdao. Robins e Ritov mostram que,
supondo apenas mensurabilidade dessas fungoes, nao existem estimadores con-

[0}

vergentes a taxas algébricas, i.e, da forma n™, a > 0. Na demonstracao deste
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fato sao considerados modelos alternativos distintos do verdadeiro por um
grande numero de irregularidades em p(X) e m(X) introduzidas dentro de
pequenos intervalos da distribuicao de X. A construcao destas regices é feita
de modo a limitar a probabilidade de cada uma delas conter mais de um ponto
na amostra.

Esta idéia é comparada aos problemas de desempenho em amostra finita.
A medida que a dimensao de X cresce, a probabilidade de observagoes terem
valores préximos diminui rapidamente. Logo, a deteccao de comportamentos
locais importantes dos modelos de selecdo e/ou regressdo torna-se dificil.
Assim, a partir do estudo das fragilidades das propriedades assintoticas, Robins
e Ritov apontam para a necessidade de cautela quando a etapa nao paramétrica
esta sujeita a esta ‘maldicao da dimensionalidade’. Desenvolvem entao a ‘Teoria
Assintética Apropriada a Maldigao da Dimensionalidade’ que requer uma
delimitagao subjetiva dos parametros de ruido potencialmente mal estimados,
devido a alguma suspeita de baixa suavidade ou a alta dimensao. A estimacao
do parametro de interesse satisfaz esta teoria quando se baseia em momentos
nao viesados sob possivel ma especificacao dos parametros de ruido suspeitos.

Para o modelo de dados faltantes, a equacao que iguala a funcao
influéncia a zero é adequada tanto para o caso de ‘selecao bem esti-
mada’/‘regressao mal estimada’ quanto para o oposto. Robins e Ritov mostram
ser entao possivel construir um estimador RAL em ambos os casos. Adicional-
mente, no primeiro, o estimador também é Uniformemente Assintoticamente
Normal Nao Viesado (UANU). Esta ultima propriedade é definida pela ex-

isténcia de uma sequéncia s, (F), tal que
sup | Pre [NY2(3 = B(F) fsx(F) < 1] = 6(0)] =0,

onde F indexa as distribuicdes admissiveis no modelo. E uma condicdo mais
fraca do que o estimador ser Uniformemente Regular Gaussiano, mas suficiente
para construir intervalos de confianca uniformemente assintoticamente validos,
com sy estimado por bootstrap. O estimador corresponde & expressao (4=1)),
para Y (0) = 0, mas com estimadores (ndo paramétricos) de histograma para
p(.) e m(.) = my(.), em que cada uma das estimagoes preliminares e o passo

final sao feitos a partir de sub-amostras independentes.

4.3
Estimadores Semiparamétricos Duplamente Robustos

Em vista da discussao acima, propomos combinagoes das técnicas de

Imputacao e Reponderagao em estimadores que: (i) sejam baseados na condigao
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de momento E[*] = 0, que como vimos na se¢ao 4.1, se verifica quando
ou my(.) e mo(.), ou p(.) assumem seus valores verdadeiros; e, a0 mesmo
tempo, (ii) envolvam a estimacado nao paramétrica dessas fungbes. Desta
forma, pretendemos obter, além de uma inferéncia consistente no modelo
semiparamétrico em que apenas se supoe Ignorabilidade, também um melhor
desempenho em amostras finitas, dada a menor vulnerabilidade a parametros
de ruido pouco suaves.

A primeira sugestao que analisaremos é utilizar estimadores nao

paramétricos num procedimento de reponderagao aumentado como em Bpg:

5 1%% 1-T)Y;
N Sp(X) 1-p(X)

- (G )

onde p(.) e my(.) sdo estimativas por sieve/logit e sieve/minimos quadrados,
respectivamente. Embora sugerido em alguns estudos, este procedimento nao
foi explicitamente estudado até recentemente. Cattaneo (2007) analisa as
propriedades de um estimador andlogo a BFI no contexto da estimacao do
efeito médio de um tratamento de multiplos niveis.

Um fato interessante sobre BFI é que ele pode ser representado como
combinacao linear de trés estimadores bem conhecidos. Reescrevendo (4=4]) de

forma conveniente, obtemos:

Brr =

o que correponde exatamente a soma dos estimadores de Imputacao e Re-
ponderagao, subtraida do estimador ‘modificado’ de Imbens, Newey e Ridder
(2005). Esta representagao permite estabelecer, imediatamente, condigoes para
consisténcia e eficiéncia assintética. Imbens, Newey e Ridder (2005) demon-

stram, sob hipéteses de diferenciabilidade, que os trés estimadores sao assintot-
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icamente lineares com func¢ao influéncia eficiente. Nestas condigoes, portanto:

\/E(BFI - ﬁ) = ﬁ(ﬁrep + Bimp - Bm o 6)
= V(Brep — B) + W@mp B) = V(B — )
1

%Zw*(zi Zw D MACARR

= Zw i) + op(1),

e, portanto, BF ; também é assintoticamente eficiente. Desta forma, concluimos
que, no contexto semiparamétrico considerado neste trabalho, estimadores
duplamente robustos nao sao necessariamente ineficientes, ao contrario do
que ocorre em modelos paramétricos onde a robustez contra a violagao das
hipéteses de especificacao é obtida ao custo da perda de eficiéncia sob a validade
das mesmadl. Cattaneo (2007) apresenta outra demonstracao de eficiéncia para
este estimador, e observa que as condigoes necessarias sao mais fracas, pois
a semelhanca entre a condicao de momento estimada e a fungao influéncia
eficiente implica que a estimacao dos parametros de ruido nao precisa deixar
os ‘restos’ de ordem \/LN vistos na secao 3.3. E interessante observar, portanto,
que procedimentos duplamente robustos podem oferecer uma maneira simples
de se aproveitar informagoes adicionais sobre o propensity score.

Outra forma de se obter um procedimento duplamente robusto é através
da escolha adequada do estimador preliminar em um procedimento de Im-
putagao, como apontado por Robins et al. (2007). Neste sentido, observamos

que um estimador derivado da condi¢ao E[¢*] = 0 tem a forma

N
. . )
=~ D i (Xi) = mo (X))
=1

_ (Tz(Yz —mi(Xy) (1 -=T)(Yi— mO(Xi>>>

Verifica-se que 3 se distingilie de um estimador de Regressao pelo termo entre
parénteses, correspondente a correcao devida ao uso dos parametros de ruido
m; estimados. Nota-se ainda que este é composto por produtos dos pesos da

Reponderacao com os residuos da estimacao das funcoes de regressao. Logo, se

1Deve ficar claro que nos referimos a limites de eficiéncia distintos. Afirmamos que um
estimador duplamente robusto baseado em dadas especificagbes paramétricas para mq(.)
e p(.) ndo atinge o limite de eficiéncia do modelo em que estas sdao vélidas. Entretanto,
existem estimadores desse tipo, como o de Egel, Graham e Pinto (2008) que atingem o limite
de eficiéncia semiparamétrico quando verificam-se ambas as restricdes funcionais. Estes sao
ditos localmente eficientes.
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o método de estimacao dessas fungoes produzir residuos ortogonais aos pesos,
B sera algebricamente equivalente a um estimador de Regressao.

Isto pode ser realizado pela inclusao dos pesos como regressores. Neste
caso, as equacoes normais implicam diretamente na ortogonalidade requerida.
Este procedimento, no entanto, nao é recomendavel, pois a distribuicao dos
pesos, por construgao, se concentra em pontos diferentes entre os grupos.
Por exemplo, p(X;) assumird valores mais altos no grupo de tratamento, e
possivelmente muito baixos no grupo de controle. Logo, incluir o regressor
Zﬁ pode produzir um caso grave de extrapolacao.

O termo de correcao também pode ser anulado se substituirmos m(.)
e myo(.), pelos estimadores sieve/minimos quadrados ponderados m(.;p(.)) e

L . 1
V(X)) T \/1-h(X))
a base de fungoes escolhida contém uma constante, a equagdao normal para o

mo(;p(.)), que utilizam, respectivamente, como pesos. Se

coeficiente correspondente ¢, no célculo de my(.;p(.)):

Ny 1

TN 2y T mXap() =0

ou
N

T
—— (Vi =i (Xi;(.))) = 0,
; p(Xi)

valendo uma equacao anéloga para mg(.;p(.)). Neste caso, definimos o esti-

mador de Regressao Ponderada:
R 1 &
Brp = N ; i1 (X3 p(.)) — mo(Xi; p(.)), (4-5)

onde m;(.;p(.)) s@o obtidos pelos coeficientes da projegao de minimos quadra-
dos ponderados de Y em funcoes de X nas sub-amostras, com os pesos men-
cionados acima.

Este estimador foi implementado por Hirano e Imbens (20012, que, além
disso, propuseram um algoritmo para selecao dos estimadores preliminares.
O procedimento consiste em estabelecer um conjunto grande de varidveis
(possivelmente incluindo transformagdes e interagoes) e um par de valores
reais positivos (tprep,treg). Cada varidvel é entao utilizada em regressoes
logisticas simples do indicador de tratamento, e sao observadas as estatisticas-
t do teste com a hipotese nula de que o coeficiente associado é zero. Sao
utilizadas, na estimacgao de p(.) as varidveis cujo valor absoluto da estatistica-t

2 Anteriormente, Robins, Rotnitzky e Zhao (1995), haviam considerado um estimador

préximo, envolvendo a estimagao nao paramétrica do propensity score, mas uma especificagao
paramétrica para as funcoes de regressao.
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supera t,,,,. De maneira semelhante, cada varidvel do conjunto mais amplo, é
utilizada numa regressao de Y; juntamente com 7;. Sao incluidas nas estimagoes
de mi(.) e mp(.) aquelas com estatisticas-t (do teste da nulidade de seu
coeficiente) de valor absoluto maior que t,.,. Os autores observam ainda que
este procedimento inclui como casos particulares os estimadores de Imputacao
e Reponderagao, quando, respectivamente, na estimacao de p(.) e my(.) sdo
utilizadas apenas constantes.

O estimador BRP também permite uma nova interpretagao para a pro-
priedade de robustez dupla, baseada na idéia de omissao de varidveis numa
regressao (conforme notado por Imbens e Wooldridge, 2009). Enquanto a Im-
putagao corresponde a controlar diretamente para a varidavel X, a Repon-
deracao, ao equilibrar a distribuicao de X na amostra, elimina sua correlagao
com T, de modo que sua omissao nao mais causa viés. Quando nao se sabe
exatamente a correta especificagao do efeito do controle X, o estimador du-
plamente robusto, recorrendo as duas formas de correcao, aumenta as chances

de uma inferéncia com baixo viés.
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