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3
Corpos articulados

As deformagoes produzidas pelo método de Harmonicos em Variedade,
contudo, nao necessariamente correspondem a movimentos naturais do modelo:
por exemplo as animagoes nao preservam volume. Neste capitulo, introduzimos
conceitos basicos de corpos articulados, que serao usados em capitulos poste-
riores na construgao de um método apto a produzir deformacoes compativeis

com os movimentos esperados dos modelos.

3.1
Corpos rigidos

Um corpo rigido consiste em uma colecao de particulas tais que a
distancia entre duas permanece constante independente de quaisquer movi-
mento do corpo ou forca externa exercida nele.

A andlise da configuracao espacial do corpo é feita a partir de um
sistema de coordenadas 9;, referenciado ao centro de massa do corpo b . A
este sistema de coordenadas chamamos referencial do corpo. Dado um sistema
de coordenadas global, chamado de referencial inercial S,, a posicao do corpo
¢ definida pelo vetor posicao da origem do referencial inercial S, a origem de
Sp. De forma andloga, a orientacao do corpo consiste na rotacao relativa ao

referencial inercial S,. Esta configuracao estd ilustrada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Referencial local S, e referencial global S,,.
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O movimento livre de um corpo rigido possui trés componentes transla-
cionais (z,y,2) e mais trés componentes rotacionais (6,,6,,6.), que definem
sua orientagao. Para simplificar, usaremos uma tunica representacao vetorial
para definir ambas: posicao e orientagao do corpo rigido. Chamaremos esta

representacao de posicao generalizada do corpo rigido, p.
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O corpo rigido possui uma massa m e uma matriz de momentos de inércia
associada, J. Faremos a seguir uma exposi¢cao sucinta das propriedades que
usaremos do momento de inércia, mais pode ser encontrado nos livros de Beer
(6) e Featherstone (9). Ambas, massa e momento de inércia, sdo grandezas
aditivas. Usamos este fato para simplificar o célculo do momento de inércia,
sintetizando o corpo rigido a partir de uma colegao de subcorpos (mais simples)
que o constituem. Dado um referencial e um eixo de rotacao que passa pela
origem deste referencial (e é arbitrario em qualquer outro aspecto), a matriz

de momento de inércia do corpo rigido ¢ definida como:

Jx:r Jzy Jzz
I=| Jo Ty Iy |, (3-2)
JJ:Z Ja:y Jzz

onde (quando N — oo as somas viram integrais):

N N

Ja:x = Z mk(y]% + 213 ) Ja:y == Z MEXrYk,
k]\={1 k;[l

Jyy = kzl mk(xi + Z}%)v Jzz == kzl METE 2k, (3_3)
N N

Jzz = kzl mk‘(xz + y}%)v Jyz = _kzl mEYrzg.

A notagao J;;, i,j € {z,y,z} representa o momento de inércia sobre o
eixo j, enquanto o corpo gira em torno do eixo 7. Os escalares J;;, ¢ # j, sao
chamados de produtos de inércia. Como a matriz de momento de inércia ¢é real
e simétrica, entao, fixado O, como origem, pode-se determinar um sistema de
coordenadas para qual a matriz momento de inércia serda diagonal, isto é, os
produtos de inércia sao iguais a zero. Os eixos deste sistema de coordenadas
sao chamados de eixos principais de inércia e os elementos da diagonal sao

chamados de momentos principais de inércia.
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Figura 3.2: Sistemas de coordenadas alinhado aos eixos de simetria de uma
barra cilindrica.

Caso o objeto apresente alguma simetria, os eixos de inércia estao
sempre alinhados com os eixos de simetria do objeto (6), (26). Portanto, para
simplificar os calculos e obter a matriz de inércia, usualmente os eixos do
referencial do corpo sao alinhados com os eixos principais de inércia.

Os corpos rigidos neste trabalho sao modelados por barras cilindricas, e
desta forma, podemos tomar um eixo do sistema de coordenadas local como a

geratriz do cilindro, veja a figura 3.2.

3.2
Juntas elasticas

Pares de corpos rigidos de um sistema multicorpos podem ser articulados
por meio de elementos mecanicos que chamamos de juntas. Esses elementos
definem o movimento relativo dos corpos, podendo eventualmente reduzir o
grau de liberdade do movimento. A figura 3.3 exibe um exemplo de movimento
permitido para um modelo de mao.

Por vezes, as juntas sao modeladas como molas, formando um sistema
massa-mola amortecido com restrigoes, possuindo uma constante de rigidez e
uma constante de amortecimento. Neste trabalho adotamos este tipo de juntas

e as denominamos de juntas eldsticas.

Figura 3.3: Movimento dos corpos de um modelo de mao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721235/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721235/CA

Animagao 3D em Tempo Real com Analises Harménicas e Modal 28

3.2.1
Referencial da junta

Assim como aos corpos rigidos, atribuimos um sistema de coordenadas
locais ao centroide das juntas virtuais. Fixamos nossa atencao em juntas que
conectam pares de corpos rigidos cilindricos. Definimos a posicao do centroide
de uma junta que conecta um par de corpos cilindricos como o ponto de
interseccao das geratrizes de cada corpo. Ainda, definimos um sistema de
coordenadas sobre a tal junta escolhendo: primeiro, um vetor unitario sobre
uma das duas geratrizes (esta escolha é arbitréaria); segundo, o vetor unitario
que resulta do produto vetorial das duas geratrizes e, por fim, tomando o
produto vetorial dos dois vetores unitarios obtidos anteriormente. Um exemplo

desta construcao esta ilustrado na figura 3.4.

Figura 3.4: Exemplo de sistema de coordenadas numa junta.

3.2.2
Restricao de movimentos

As juntas restringem os movimentos admissiveis dos corpos a elas co-
nectados. O tipo de movimento permitido pela restricao depende do tipo da
junta.

Relatamos abaixo algumas das principais juntas da literatura, citamos
o livro do Shabana (26) para mais informagoes. Para elas adote as seguintes
notacoes: h; é um vetor desenhado no corpo b; ao longo do eixo da junta,

-

analogamente para hj; §;; corresponde o vetor definido pelos pontos P; e P;
nos corpos b; e b;, respectivamente; 7; e 7; sao dois vetores perpendiculares
entre si saindo dos corpos b; e b;, respectivamente; finalmente, 7; e 7; sao
vetores tridimensionais que representam as posigoes dos pontos F; e P; nos

respectivos referenciais dos corpos.
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e Junta de Revolucao: E uma junta de um grau de liberdade. Ela
restringe as trés componentes translacionais, e duass rotacionais, permi-
tindo que os corpos rotacionem apenas em torno da normal do plano que

os contém. Estd ilustrada na figura 3.5.

As restricoes que a caracteriza sao

hi X hj = O,

hixs; =0,
T -

S’L] * S’L] = O

Figura 3.5: Junta de Revolucao: corpo b; em verde, corpo b; em bordo, e a
junta em branco.

e Junta Prismatica: Também é uma junta com um tunico grau de
liberdade. Porém, neste caso o inico movimento permitido é a translagao
ao longo do eixo da junta, veja na figura 3.6. As restrigdes cinemaéticas

impostas sao:

hz X h]’ = O,
hl X Sij = O,
ﬁZT . ﬁj = O

Esta tultima restricao impoe que #i; e 7i; permanecam perpendiculares

durante o movimento.
e Junta Cilindrica:

A junta cilindrica possui dois graus de liberdade. Ela permite uma
translacao e uma rotacgao relativa entre os corpos sempre ao longo do
eixo da junta, restringindo dois graus de liberdade de translacao e dois

de rotacao. Esta ilustrada na figura 3.7.
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Figura 3.6: Junta Prismatica: corpo b; em verde, corpo b; em bordo, e a junta
em branco.

Podemos descreve-la a partir das equagoes cinematicas:

?liX;Lj = O,

Figura 3.7: Junta Cilindrica: corpo b; em verde, corpo b; em bordo, e a junta
em branco.

e Junta Esférica:

Como o nome ja d4 a entender, a junta deixa livre as rotagoes nas
trés diregoes e restringe todas as translagoes relativas. Desta forma, a
junta esférica tem trés graus de liberdade, veja a figura 3.8. As restricoes

cineméticas desta junta podem ser estabelecidas como:

Ty =Tj.

3.2.3
Matrizes de restricao

Podemos reescrever matricialmente as equacoes de restricao impostas
pelas juntas, e para isto, usamos matrizes que chamaremos de matrizes de

restricao de movimento das juntas, I'™ . Estas matrizes de restricao sao
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Figura 3.8: Junta Esférica: corpo b; em verde, corpo b; em bordo, e a junta
consiste em uma esfera na intersecao dos dois corpos.

aplicadas as posicoes generalizadas dos corpos para se obter as coordenadas
restritas (ou seja, aquelas diregdes que nao sdo permitidas pelas restrigoes)
de cada corpo nestas juntas, anulando as diregoes livres. Este comportamento

estd ilustrado na figura 3.9: note que o ponto P é comum aos dois corpos.

Figura 3.9: Junta de revolucao permitindo rotacao apenas no eixo Z.

Para exemplificar o uso de tais matrizes considere na ilustracao 3.9 uma
junta de revolugao entre dois corpos b; e b;. Observe que o inico movimento
permitido é a rotagao em torno do eixo z, e as demais sao tais que a posicao
do ponto P de ambos os corpos sejam iguais nas coordenadas do referencial
inercial. Isto é, se denotamos P? como o ponto P do corpo b; em coordenadas

do referencial S,, e analogamente para P, temos:

Py =P

Entao, sejam P; e P; as coordenadas de P nos referenciais do corpo b;
. o ~ .
e b; respectivamente. E seja xj : 5; — S, uma transformacao que vai do

referencial de b; para o referencial inercial .S,, entao:

xi (P) = x5(F;)

3-4
e (3-4)
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Além disso, como o tinico movimento permitido é rotacionar ao redor do
eixo z, o movimento se restringe ao plano xy, deixando claro que os angulos

de rotacao em torno do eixo x e do eixo y também devem ser iguais.

Op; = 0z, 0y, =0, (3-5)
Isto é, se pr(P), k € i,j corresponde as coordenadas generalizadas da

posicao do ponto P no referencial do osso b, pedimos que:

["5,(P) = I, (P)

10000 0f|6.,] |1t 0000 0]|6,
01000 o0|[6,] [01 00 0 o0f|l,
00000 O0[|f6,] [000 00 o0f|6,
00010O0||z| 00010 0[[z
0000 1O0[w]| 000010y
00000 1flz] 00000 1|z (3-6)

0] o

Yi eyj

0of |o

xz_xj

Yi Yj

% Zj

A tabela 3.1 descreve exemplos destas matrizes de restricao I'™. Nela,
usamos a notagao nr para denotar o nimero de restrigoes (impostas por cada
junta).

Um dos passos basicos da dinamica e da andlise cinematica de sistemas
mecanicos consiste em determinar o nimero de graus de liberdade, ou coorde-
nadas independentes, necessarios para descrever o sistema. Lembrando que o
movimento livre de um corpo possui 6 graus de liberdade, e se temos n; corpos,

o numero total de grau de liberdade do sistema n, é dado por:

n;
ng =6 %*ny — Z nr; (3-7)

onde nr; é o nimero de restricoes impostas pela junta i, i = 1..n;, e n;

corresponde ao numero de juntas do sistema.
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Junta Matriz Junta Matriz
(10000 0 (1 00000
01 00 O0O0 01 0000
Revolucao (nr =5) 8 8 8 (1) 8 8 Prismética (nr =5) 8 8 (1) (1) 8 8
000 01O 000010
0O 00 001 00 0O0O0O 0
(00000 0 (1 00000
000 O0O0O0 01 0000
, . B 000 O0O0O 0 o B 00 O0O0O00O0
Esférica (nr = 3) 000100 Cilindrica (nr =4) 000100
000 O01P0 00 0O0T10PO0
0O 00 O0O01 00 0O0O0O 0

Tabela 3.1: Exemplos de matrizes de restricao. As linhas nulas correspondem
as componentes sem restricao.

3.3
Forcas

Dado um ponto arbitrario O, a for¢ca mais geral que pode agir em um
corpo rigido consiste de uma forca linear f e um torque 7 sobre O, veja
ilustragao na figura 3.10. Conhecido estes fatos, é possivel determinar o torque

sobre qualquer outro ponto P no espaco através da seguinte equacao:

—
p =70 +Efx OP. (3-8)

3.3.1
Momento Linear e Angular

O momento linear p de um corpo rigido, é definido pela soma do produto

entre a massa m; e a velocidade ¥; de cada particula i do corpo, isto é:

P = Zmzﬁz (3—9)
= mo. (3-10)

Considere agora um corpo rigido com massa m, velocidade angular w e
com o centro de massa em C'. Sejam P um ponto arbitrario e ¥p o vetor posicao
do ponto P até um i-ésimo ponto do corpo com massa m; e velocidade ¥;, como
na figura 3.11. O momento angular, L, em relacao ao ponto arbitrario P é

definido por:
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(Lp); = 7p x myt;. (3-11)
Podemos relacionar a velocidade do i-ésimo corpo com a velocidade no

ponto P, usando a velocidade angular w (3-12):

ﬁi=6p+wXFp (3—12)

e dai:

(Lp)Z = fpx(mi(ﬁp-%—wxfp))

Fp X (Iﬂﬂ_jp) + Fp X (mz(w X fp))
Integrando no sélido todo, teremos

Lp= (/ fpdm) x Up + f 7p x (wx Tp)dm. (3-13)

Ora, se 0 momento é calculado nos seguintes pontos:
Ponto Fixo O. A velocidade em O é nula, 7 = 0.

(ffodm)xT)OJrffox(waO)dm

ffox(wxfo)dm.

Lo

Centro de Massa C. O termo (/ chm) se anula.

Y

Figura 3.10: Torque e forca aplicados em um ponto P de um corpo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721235/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721235/CA

Animagao 3D em Tempo Real com Analises Harménicas e Modal 35

Lo - f For x (w x 7o )dm. (3-14)

Em pontos arbitrarios temos a equagao (3-13) que pode ser simplificada

da seguinte forma:

Lp = Fg X (mﬁc) + Lc. (3—15)

Esta equacao nos diz que o momento angular sobre um ponto arbitréario

P consiste na soma da quantidade de movimento mvs em relagao ao ponto P
com o momento angular sobre o centro de massa C, L¢.

Para um corpo de massa m rotacionando sobre um eixo de simetria, o

momento angular pode ser relacionado com a matriz de inércia J e a velocidade

angular w do corpo:

Lp=Jw. (3-16)
3.3.2
Forca e Torque
Pela lei de Newton,
f= Z m; Z
: (3-17)

O torque 1 é definido pelo produto vetorial entre a forca resultante f em

uma particula e o vetor posicao 7 da mesma em relacao ao eixo de rotagao. O

Figura 3.11: O vetor posi¢ao do ponto P até um i-ésimo ponto do corpo com
massa m; e velocidade ;.
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Figura 3.12: Torque 7 produzido por uma junta de revolugao.

torque exercido por um corpo sobre uma junta de revolucao esta ilustrado na
figura 3.12.

T=rxf (3-18)
Podemos definir o torque também como a variagao do momento angular

sobre um eixo de rotagao. Para verificar a equivaléncia entre as duas defini¢oes

basta calcular:

dL  d(7 x (m?))

= = 1
T w dt (3-19)

- % x (M) + 7 d(g;”) (3-20)

= Tx (md((;;)) =7 x (ma) =7 xf. (3-21)

Andlogo a posi¢ao generalizada (3-1), podemos definir um tnico vetor
para representar a forca generalizada de um corpo rigido, f, contendo ambos

componentes, linear f e angular 7.

—>
Il

(3-22)

-

Usando o mesmo procedimento acima para a equacao do momento

angular em um ponto arbitrario, confira a equacdo (3-15), conseguimos a

equacao (3-8) definida no inicio desta segao.
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3.4

dLA B d(Fg X (mﬁc) + Lc)

dt dt

dr§ U L
(i) 75 x (m 52 )+ 2o
- dvc\  dLe
Ta X m% + _dt

7 x fo + Lo

Fngc+Tc.

Movimentos do corpo rigido

37

Dado um objeto descrito por um subconjunto O c R3, um movimento

rigido é definido pela familia de fungoes (X¢),p, , Xt : O — R?, que descreve

como os pontos pertencentes ao objeto se movem como uma fungao do tempo t.

Cada funcao deve satisfazer as propriedades de transformacao de corpo rigido.

Defini¢ao 1 (Transformagao de Corpo Rigido) Uma funcdo x : R3 - R3

¢ uma transformagao de corpo rigido se satisfaz as sequintes propriedadades:

— Comprimento preservado:

IX(P) = x(@) =P -Q|,VP,QeR.

— Produto vetorial preservado:

X (0 x W) = ¥ (D) x x (10), Y vetores v, € R,

onde X, € tal que se U = B — A, com pontos A, B € R3, entao x.(v) =
X(B) - x(4).

No espaco, uma transformagao de corpo rigido pode ser decomposta

em uma rotacao e uma translacao, veja para maiores detalhes o livro de

Featherstone(9). Tal transformagao pode ser caracterizada também como uma

mudanca de um referencial.
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Figura 3.13: Relacao de um ponto @) no referencial S, ao referencial .S,.

3.4.1
Transfomacao de pontos

Sejam S, o referencial inercial e S, o referencial do corpo. Dado um
ponto () pertencente ao corpo rigido, iremos denotar por (), suas coordenadas
relativas ao referencial inercial, e (), suas coordenadas relativas ao referencial
do corpo, como na figura 3.13.

Podemos relacionar ), a @)y, através da transformacao de coordenadas

X S0 < Sp:

Qo =X (@) = Op + Q(Q), (3-28)
onde O, é o vetor posicao da origem do referencial do corpo relativo ao
referencial S,, e Q29 é 0 operador linear (matriz de rotagao) que leva o referencial
Sy no referencial S,,.

A transformagao dada pela equagao (3-28) é uma transformagao linear
no espaco afim, entao, podemos reescreve-la usando notacao matricial em

coordenadas homogéneas:
Qo _ QZ Ob
1 0 1
3.4.2

Tranformacoes de velocidades

Qv
1

] = x(@)- (3-29)

Dado o mesmo corpo rigido, com os mesmos referenciais da segao 3.4.1,
vimos que a posicao de um ponto () relativa ao referencial inercial S, pode ser

dada por:

Qo = Op +(Qy). (3-30)
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Podemos obter a velocidade do corpo rigido no mesmo ponto (), simples-

mente derivando esta equagao em relacao ao tempo:

1Q, _d0, _d(25(Q))

dt dt dt

dOb d&lg de
= — ‘;/) EZO _— = 1
dt+dt( o)+ b(dt (3-31)

dOy  dSY
= — +

dt dt

(Qe).

note que Qg opera sobre (), como um produto matriz-vetor.

Por (), pertencer a um corpo rigido, temos que sua posicao é constante

em Sy, e portanto % = 0. O lema a seguir esclarece como se comporta a

derivada de ) em relagao ao tempo.

Lema 1 Dada Q(t) € SO(3), as matrizes Q0T € R¥3 ¢ QTQ € R®3 sdo anti-

simétricas. Dai, 3w € R3 tal que QQT(v) =w x v, Yv € R3.

Prova. Ora, como €2 é uma matriz de rotagao, e portanto ortogonal, temos que:

QT =15,3.

Diferenciando a igualdade acima em relacao a t, temos

QT+ 0T =0
) 3 : (3-32)
a0 =-0T0=-(QTQT.
) AT
Similarmente, com Q7 = I5.3 obtemos <QTQ) = —(QTQ) . Como o
conjunto dos operadores anti-simétricos do R? tem dimensao 3, o lema 1
permite associar a matriz QQ7 um vetor w € R? que nos serd chamado de

tensor velocidade angular. Este tensor atua como o operador wx :

0 -w., wy
QQT =wWX = wz O _wx 3 (3_33>
—wy wy 0

de tal forma que:

Q07 (Q,) = w x Q,. (3-34)

Defina o operador v como:
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= R3><3 N R3
(3-35)
WX —> W.

Logo,

T

(QQT)v =w= [wx,wy,wz] : (3-36)
Assim, concluindo a equagdo (3-31), temos a velocidade no ponto

relativa ao referencial inercial é dada em funcao da velocidade :
Qo = Oy +wj x Q. (3-37)

3.43
Velocidade generalizada

Definimos entao a velocidade generalizada espacial de um corpo b relativo

ao referencial inercial S, como o vetor v

“h ] . (3-38)

AP

14

Figura 3.14: O movimento realizado pelo referencial do corpo S, relativo ao
referencial inercial S,.

Y

Sejam S, um referencial inercial, e Sy, o referencial de um corpo rigido,
veja a figura 3.14. Assuma que x§ : R® - R? seja o movimento realizado pelo
referencial do corpo relativo ao referencial inercial. Entao, como foi visto na
secao 3.4.1 a posicao do ponto () em relagao ao referencial inercial pode ser

dada por:
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QO_QO Ob Qb_ 0
el olfe] e

1
Qo = Xg(@b)

(3-39)

Podemos obter a expressao matricial da velocidade no ponto @, diferen-

ciando a relacao acima:

dQ, dxj
o= (@)

= X7 (x¢1(Q.)) (3-40)
=5 () (Qo).

-1 , : -
onde (Xg) = x2, porém, preferimos manter a notagdo com o expoente
do corpo em movimento sempre que for possivel.

A inversa de x é dada por:

(@) ()70
o) = , 3-41
(x2) [ . | (3-41)
e a derivada y por: )
o |92 O (3-42)
AU IV
Entao:
' . [ ()0 O, (Q0)7 —(Q)T0,
of.0\-1 _ b b b
Xb(Xb) 0 0 ] [ 0 1
3 | | (3-43)
[epcapr —Qg(Qg)TOb+Ob]
0 0 '

Usando o lema 1, conseguimos obter a equacao da velocidade vg, em @),

em relacao ao referencial inercial,

UQO = XZ(XZ)ilQO

. (3-44)
= wp x Qo + O,

. . ~ T ~
A velocidade generalizada vj = [wg, Ubo] , entao pode ser dada como

Qo 0o T
vp=| . i Tb) : (3-45)
-Q2(Q20)T 0y + Oy
que consiste na linha nao-nula da matriz:
@ —Qe0)T0, + 0
‘A/_g:|: b(ob) b( b)o b+ Up (3—46)
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3.44
Aceleracao

Diferenciando em relacdo ao tempo a equacao da velocidade (3-31), e

novamente lembrando que Qy = 0, temos:

Qo = Oy + Q(Qp) + %(Q)

.. . 3-47
= Op + 0(Qs). 4D

Iremos usar €2y = ) exclusivamente nesta subse¢ao por clareza de notagao.

Como consequéncia do lema 1 se tem que

QO = wox, (3-48)

e como {2 é ortogonal, podemos escrever

Q=wyxQ. (3-49)

Derivando a relacao acima em relagao ao tempo, obtemos:

Q:ng9+ngfz
(3-50)
= Wf x QO+ wp x (wp x Q).

Denotando a matriz anti-simétrica da aceleracao angular por wyx = apx,

conseguimos a equagao matricial para a aceleragao no referencial inercial .S,.

Qo = Oy +af x QQy + wg x (wf x A(Qy)) - (3-51)
A equagao acima ainda pode ser escrita na notacao de produto vetorial

CO1mo:

Qo= Oy +af x Q5 +wi x (wf x Q). (3-52)
Chamamos a parcela af x Q7 de componente tangencial e a parcela

o o o Y
wd x (wf x Q9) de componente normal da aceleragao.

3.5
Formulacao matricial com matrizes adjuntas

Analogamente a se¢ao 3.4.3, definimos a velocidade generalizada do corpo

b em seu préprio referencial V) = [w?, v?]T como:
Qo TQO
| B85 (3-53)

" {(@pron)

que novamente corresponde a linha nao-nula da matriz,
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<>

(3-54)

o _ [T ()70,
’ 0 o |

. . . ~ T ~b
Podemos relacionar as velocidades generalizadas vy = [u)g,vl‘j] e v, =

T . .
[wé’, vg] por uma simples transformacao. Note que:

= ()™M xe () (3-55)
— ot ()

Entao, da equacao (3-45) e do fato que Qg(Qg)T = wyx podemos reescrever

wy = QP (3-56)
v = —wf x Oy + Oy = Oy x Qwp + QoL (3-57)

Ou com a notagao matricial,

o [ Qy 0] wy
Vi, =
oy x e ef] e
- : (3-58)
s 0 1cs

-Ob X QZ Qg

A esta matriz 6 x 6 que transforma as velocidades de um referencial a

outro denominamos de transformacdao adjunta associada a y, Ad, .

Defini¢ao 2 (Transformacao Adjunta) Dada a mudanga de coordenadas

X}
X = lQ O] . (3-59)

0 1
a transformacao adjunta associada a x € dada por
Q 0
Ad, = . 3-60
b Ox0Q Q] ( )

Esta transformacao € invertivel, e sua inversa € dada por:

Qr 0
Ad' = ] : (3-61)

X

-OTOx QT
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Portanto, a velocidade espacial no referencial inercial é obtida da veloci-

dade espacial no referencial do corpo pela equacao.
Vo = Ad, V. (3-62)

3.5.1
Transformacoes matriciais de velocidades

Considere trés referenciais em movimento: S,, S, e S,.. Através de com-
posicoes de transformacoes, é possivel determinar a velocidade do referencial
S, relativo ao referencial S,, dada as velocidades relativas de S. a S, e de .Sy,
a S,. Iremos usar a notagao vy, para indicar a velocidade de S, relativa ao

referencial S, em coordenadas do referencial S,. (Figura 3.15).

Figura 3.15: Modelo com trés corpos conectados e seus referenciais.

Proposigao 1 (Transformagao de Velocidades Espaciais) Considere o
movimento de trés referenciais, S,, Sp e S.. Suas velocidades relativas sa-

tisfazem a sequinte relacdo:

ac

V2 =90+ Ady V. (3-63)

Prova. Podemos definir x¢ como a composigao das transformagoes x@ = xx®.
E por definicao, a velocidade relativa do referencial S, relativa ao S, descrita

no préprio referencial S, é dada por:
SO _ vaf,a\-1
szc - XC(XC) .
Assim, detalhando a equacao acima, temos:
Ve = (Xxe + xgxe) (xe) ()™
= X3 0) ™ e () ()

B B} - (3-64)
= Ve + Xavi(X3)

_~a ~a
Ve = Vg + Ad s vy,
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]
Proposicao 2 (Transformagao de Velocidades do Corpo) Considere o

movimento dos trés referenciais, S,, Sy € S.. Suas velocidades relativas sa-

tisfazem a sequinte relacao:

Vo, = Vo, + Ad )1V, (3-65)

A prova desta é andloga a da Proposicao 1.

Lema 2 (Identidade de Velocidades de Corpos Rigidos) Para as

notagoes usadas acima, as sequintes relacoes sao validas:

~b ~a
® Usp = ~UVpgs

b b
® Uy = _Ad)(g Vpg-

3.5.2
Transformacoes matriciais de forcas

Nesta secao descrevemos como é feita a mudanga de referencial para
vetores de forca. Para isso precisamos relembrar alguns conceitos da fisica
classica como o trabalho gerado por um corpo em movimento. Sejam S, o
referencial inercial, com origem em O, e o vetor f= [7,f]7 em RS, representando

a forga generalizada aplicada em um corpo rigido. (Figura 3.16).

Y

Figura 3.16: Forca generalizada f sobre o Corpo.

O torque total (3-27) sobre o ponto P no corpo rigido é determinado

usando a férmula abaixo:

mp =70 +fx OP. (3-66)
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Considere um referencial inercial S,, e fixe um referencial S, ao corpo.
Suponha que o corpo rigido realize um movimento dado por xj com uma
velocidade linear v e angular w. Se a for¢a f = [7,f]7 é aplicada & origem de

Sy, o trabalho realizado pelo corpo rigido é dado por:
oW=v-f+w-r.

Usando as notacgoes de velocidade e forca generalizada, podemos reescre-

ver o trabalho como:
W =2, - .

E vélido relembrar que ¥, consiste na velocidade do corpo relativo ao referen-
cial S,, em coordenadas do referencial do corpo.

Podemos representar uma dada forca f, em termos de uma forca aplicada
em outro ponto usando a definicao de forcas equivalentes. Duas forgas sao ditas
equivalentes se elas geram o mesmo trabalho para todo movimento possivel do
corpo rigido. Elas devem ter a mesma intensidade, a mesma direcao e o mesmo
sentido, podendo ser aplicadas em outro ponto.

Para obter a forca equivalente a uma dada forca fb, podemos usar o

trabalho obtido pela for¢a enquanto o corpo rigido move-se arbitrariamente.

Figura 3.17: Braco mecanico e um corpo: referenciais S,, .S, pertencentes ao
braco e referencial S. do corpo.

Assuma que S, seja o referencial do corpo. Faca v°. ser a velocidade
do corpo relativo a um referencial S, (figura 3.17). Para determinar a forga
aplicada na origem do referencial S. equivalente a forca fb, igualamos os
trabalhos gerados por ambas

b oAb
Voo fe=vo - .

e daf:
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oc

~b 7 ~ . ~b \NT¢
Voo fe = Vo - £y = (Adwv,.) "

. (3-67)
=V AdLf,.
Como o movimento é arbitrario, esta equacao é vélida para qualquer {/gc, e
assim R -
f. = Ad,f. (3-68)

Expandindo a equacao (3-68):

| QL =L Opex
£l |0 or

Interpretando a adjunta Ad; vemos que ela rotaciona os vetores de forca

E’] . (3-69)

e torque do referencial S, a orientacao do referencial S,, e adiciona um torque
dado por -0 x f;, que corresponde ao torque gerado ao aplicar uma forca f, a

uma distancia ~O%. Veja a figura 3.18.

Figura 3.18: Distancia das origens do referencial S. ao referencial Sy, —O0.

Denotando por f, as coordenadas da forca relativa ao referencial S, a

forca f, equivalente a f no referencial S,, pode ser obtida pela transformacao:

f, = Adyf, (3-70)

Figura 3.19: Forga resultante £, equivalente ao somatdério das forgas f, de cada
corpo b;.
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Suponha agora que varias forcas sejam aplicadas a um corpo rigido,
(figura 3.19). A forga resultante serda dada pela soma de cada vetor de forca
no corpo. Porém, para que esta soma tenha sentido, todos os vetores de forca
precisam estar representados em um unico sistema de coordenadas. Portanto,
para obter a forca resultante no corpo rigido, primeiro deve-se obter a forca
equivalente para cada forca aplicada ao corpo rigido relativa a um tnico
referencial. . .

f,= ) Ad () fi, (3-71)
i € a,b,c. Por exemplo, na equa(;éé) (3-71), a forga resultante corresponde a

soma das forcas equivalentes a f,, f;, e f. no referencial inercial .S,.

3.6.3
Tabela de transformacoes

Abaixo resumimos as transformacoes adjuntas relativas as mudancas de
coordenadas como citadas, supondo x : S, — S,, onde O e () corresponde a

posicao e orientagao do Sy relativo a S,, respectivamente.

Adjunta para velocidade: do referencial S, para o S,.

Q 0
Ad, = . 3-72
X [O x Q] ( )

Adjunta para velocidade: do referencial S, para o .Sj.

Or 0
-1 _
Ad;' = [—QTOX QT] . (3-73)

Adjunta para forga: do referencial S, para o S,,.

Q  O0xQ
Ad, = . 3-74
. [0 o 3-74)
Adjunta para forcga: do referencial S, para o Sj.
Qr  -QTo
Ad} = [ . (3-75)
0 Qr

3.6
Analise da dualidade entre velocidades e forcas

Nas segoes 3.4.3 e 3.3.2, denotamos a velocidade do corpo como o par
v = [w,v]T e a forca por f = [7,f]7. Ambos os vetores tem 6 dimensoes.

O conjunto de vetores que geram todas as combinacoes de ¥ e w é um
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espaco vetorial que iremos chamar de espaco de movimento espacial M6, e
analogamente, para a forca teremos um espaco vetorial de for¢a espacial FS,
cujos vetores sao combinacao linear de f e 7.

Existe uma dualidade expressa diretamente entre os espagos de movi-
mento e de forca espacial. Portanto existe um produto interno entre os ele-
mentos de cada espaco cujo resultado é o escalar v-f, com v € M6, fe FS. Este
escalar corresponde a poténcia exercida pela for¢a no corpo rigido durante o

movimento instantaneo e é denotada por p,

Observe que

significa que os vetores v e fsdo ortogonais. Uma interpretacao fisica deste fato
é que se uma forga aplicada a um corpo rigido é perpendicular ao deslocamento
do mesmo, entao o trabalho gerado por esta forca é nulo, e por sua vez, a
poténcia também sera nula.

Como o espaco de movimento é dual ao espaco de forcas, ao fazer uma
mudanca de coordenadas entre espacos de velocidades a dualidade implica em
uma transformacao de coordenadas também entre espacos de forgas. Isto é se
X é a matriz de transformacao que realiza a mudanca de coordenadas entre
espacos de velocidade entao a matriz de transformacao entre os espacos de

forca X' ¢é dada por:

X' =xT

A esta matriz damos o nome de matriz adjunta, que apresentamos nas
segoes anteriores. De fato, isso se verifica comparando as equagoes (3-69) e
(3-58).
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