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2.

Equacdes de movimento da barra

“Controlar os movimentos, tratando de produzir acertos e ndo
erros, é semear o bem futuro, bem que sera tanto para si como
para o semelhante.”

Carlos Bernardo Gonzalez Pecotche.

2.1.

Aspectos gerais

As estruturas altamente flexiveis, tais como torres autoportantes, colunas e
mastros, tubos, chaminés, mastros das torres estaiadas, risers usados em estruturas
off-shore, antenas de satélites, micro e nano vigas, elementos estruturais de
estacOes espaciais e bracos roboticos, dentre outros, podem, quando excitados e
em virtude do acoplamento flexao-flexdo-torcéo, apresentar vibracGes de grande
amplitude, inclusive, fora do plano do carregamento, levando a diversos tipos de
bifurcacOes, coexisténcia de diversas solugdes e saltos dindmicos, 0 que gera
mudangas bruscas no estado de tensées e deformacdes da estrutura. Para descrever
corretamente as caracteristicas dinamicas de uma barra nestas condicdes, as nao
linearidades inerciais e geométricas decorrentes deste comportamento devem ser
consideradas. Para tanto, apresenta-se neste capitulo um conjunto de equacgdes
integro-diferenciais, matematicamente consistentes, que governam o movimento
dindmico tridimensional ndo linear de barras inextensiveis e altamente flexiveis.
Este conjunto de equacdes € obtido aplicando-se o principio de Hamilton
estendido e inclui todos os termos ndo lineares até terceira ordem, suficientes para
contemplar as ndo linearidades devidas a mudanga de curvatura e a inércia da
barra, bem como, os acoplamentos entre os movimentos de flexdo em duas

direcdes ortogonais e de tor¢ao.

2.2.

O sistema dinamico

Considere-se um elemento unidimensional (barra), inicialmente reto, de

secao transversal constante, material eléstico-linear e isétropo, de comprimento L
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e massa por unidade de comprimentom. Um segmento deformado da barra de
comprimento S € mostrado na Figura 2.1.a. Para a deducdo das equacdes de
movimento, consideram-se as hipdteses classicas da teoria de vigas de Euler-

Bernouille.

stuf(st)

z
(a)

Figura 2.1 — Sistema dindmico: (a) Referencial adotado; (b) Vetor posicéo.

Na Figura 2.1, os eixos (X, Y,Z) formam o sistema de referéncia global,
enguanto 0s eixos (f, n < ) s80 0s eixos principais da secdo transversal arbitraria
S . Estando a barra na configuracdo de equilibrio indeformada, os eixos & e X
séo coincidentes e 0s eixos n e ¢ s&o, respectivamente, paralelos aos eixos Y e

Z.

Cada secdo transversal da barra pode sofrer um deslocamento medido no
seu centroide C, bem como uma rotagdo em torno de C . Em qualquer instante de
tempo t, as componentes do vetor de deslocamentos ao longo dos eixos globais
X, Y e Z, medido no centroide de uma secdo transversal arbitraria, sdo

denominadas, respectivamente, conforme se mostra na Figura 2.1, u(s,t), v(s,t)
e w(s,t). A orientagdo dos eixos principais (&, 7, ¢) da segdo, com relagio os
eixos materiais (X,Y,Z) é descrita por trés angulos: v (s,t), 6(s,t) e #(s,t), os

quais sdo conhecidos por angulos de Euler.

2.3.

Os angulos de Euler

Os angulos de Euler sdo trés quantidades independentes entre si, que

descrevem no espaco tridimensional, mediante um processo sequencial de trés
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rotagBes, a mudanca do referencial (X,Y,Z) até o referencial (£,77,£). Partindo da

configuracdo de equilibrio indeformada, considera-se que os eixos materiais X e

Y giram em torno do eixo material Z de um angulo z//(s,t) de forma a atingir a

nova posicao (921 . fl) tal como se mostra na Figura 2.2.

AT

Figura 2.2 — Rotag&o em torno do eixo Z de um angulo V.

Na Figura 2.2, bem como no restante do trabalho, os indices com o

sobrescrito A (acento circunflexo) fazem alusdo a vetores unitarios. Para
simplificar a notacdo, considera-se x//(s,t):y/. A relacdo entre os dois sistemas

de eixos é dada, em notagcdo matricial, por

& | [cos(y) siny) o
7, |=|-sin(y) cos(y) 0
¢, 0 0 1

2.1)

Ny <5 X

Agora, girando-se 0s eixos 51 e fl em torno do eixo 7, de um angulo
H(S,t), chegando-se a nova posigéo(fz,ﬁz,fz) indicada na Figura 2.3, onde
6(s,t)= 6. Arelagdo entre os dois sistemas de eixos é dada por

& | [cos(8) 0 —sin(6)]] &

7?2 =l 0 1 0 7?1. (2.2)
s, | |sin(@) 0 cos(®) || <,

Finalmente, tem-se que os eixos 77, e £, giram em torno do eixo &, de um

N

angulo ¢(s,t) = ¢ de forma a se chegar a posi¢éo final da secéo (f, n, 5) como se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

40

mostra na Figura 2.4. Para esta Ultima rotacao a relacdo entre os dois sistemas de

eixos é dada por

N

El 1 o 0 /&
7|=(0 cos(g) sin(g) 7, |- (2.3)
| |0 —sin(g) cos(p)] <,

p
Jged
ra

o>

D
=¥

Y
t

Z.G

Figura 2.3 — Rotagéo em torno do eixo 7, de um angulo 6.

-~
AY

ND
>

Figura 2.4 — Rotacdo em torno do eixo 922 de um angulo ¢ .

Tem-se, pois, que a posicdo final é obtida apos trés rotacbes, cada uma
associada a um dos angulos de Euler, surgindo desse processo sequencial dois
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conjuntos de eixos auxiliares: (fl,ﬁl,fl) e (fz,ﬁz,fz), além dos eixos (cf n, g:) e
()2,\?,2), sendo que alguns desses eixos coincidem entre si, ou seja, Z —fl,

ﬁl_ﬁz € 982_‘):-

Ny
)

ﬁ){ &

Figura 2.5 — Derivadas parciais com respeito ao tempo t e posicdo S.

Outras transformac6es sdo possiveis combinando as Equacdes (2.1), (2.2) e
(2.3). Porém, é importante salientar que a posicdo final depende da sequéncia de
rotacdes adotadas, isto é, a ordem das rotagdes afeta o resultado final e, portanto,

0 processo sequencial de rotacdes ndo € comutativo.

No presente trabalho, qualquer orientagdo de (37}5) com relacdo a

()2,\?, 2) é descrita pelas rotagdes em torno de Z por meio do angulo de rotagdo
w , em torno de 77, por meio do angulo de rotagdo @ e em torno do eixo &, = &

por meio do angulo de rotacdo ¢, nesta sequéncia.
Estabelecida a relacdo entre os referenciais pode-se, diretamente da Figura

2.5, determinar o vetor velocidade angular w(s,t) do sistema principal (&,7,£)

com relacao ao sistema material (X ,Y,Z), que € dado por

o (st)=yZ+0h +p&, (2.4)

onde o sobrescrito e (ponto) simboliza derivada parcial com relagdo ao tempo t.
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Na Equacdo (2.4) nota-se que a velocidade angular a)(s,t) estd escrita em
termos do eixo global Z e auxiliar n,. Para escrevé-la apenas em termos dos
eixos (92 n, g:) é preciso substituir na Equacdo (2.3) a Equacdo (2.2), de onde se
chega a expressdo para 0 vetor unitario 7, e combinar, como se segue, as

Equacbes (2.1), (2.2) e (2.3), a fim de determinar o vetor unitario Z.

El 1 o 0 Tfcos(@) 0 —sin(0)] &
71=10 cos(¢) sin(g)|| 0 1 0 |,
_g:_ 0 —sin(g¢) cos(g)| sin(6) 0 cos(6) || <,
£ cos(9) 0 —sin(0) | &
7 |=|sin(g)sin(@) cos(p) sin(p)cos(8) || 7, |,
_4:_ cos(g)sin(6) —sin(g) cos(g)cos(6) | £,
E] [cos(6) sin(g)sin(6) cos(g)sin(0)]] &
7= 0 cos(g) ~sin(g) |7, |,
<] —sin(@) sin(g)cos(@) cos(¢)cos(8)|| <,

7, = cos(#)7 —sin($)¢ (25)
El 1 0o o0lco 0 —so|[cy sy 0]X
nl=|0 cg sg|l0 1 0 ||[-sy cy O|Y|
S| [0 -sg cgflso 0 cof 0 0 1]Z
£ ] cocy cOsy —s0] X
h|=| sgsOcy —chsy spsOsy+cgey sgco | Y |,
_5_ cosOcy +spsy  ChsOsy—sgcy cgch || Z
_92_ ChCy s¢@gsOcy —Ccogsy c@gsOcy +sgsy X
hl=|cOsy sgsOsy+cpcy cgsOsy—sgcy || Y |,
_42_ -sé sgco cgco Z

ca=cos(a), sa=sin(a), para a=4¢,0,y,

N

Z =—sin(0)¢ +cos(0)sin(¢)7 + cos(6)cos(p) L . (26)
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Assim, substituindo as Equacdes (2.5) e (2.6) na Equacao (2.4), encontra-se

a seguinte expressédo para a velocidade angular,

o(s,t)= 1/}[—sin(6')g,2 +cos(8)sin(p)7 + cos (@)cos (¢)§A]
+0leos (9) -sin(@) ]+ 6 .

o(s.)=[p-vrsin(@) + cos(@)sin(e) + dcos(@)
+ [z/) cos(@)cos(¢)- ésin(¢)]f ,

A

w(s,t)=w§$+wﬂﬁ+a)§§, 2.7)
onde, O, 0 &0 sdo as velocidades angulares em torno dos eixos principais
E7.).

Fazendo uso da analogia cinematica de Kirchhoff (Love, 1944; Crespo da

Silva e Glynn, 1978.a e 1978.b), as componentes Py P, e P, do vetor curvatura

p(s,t) podem ser obtidas diretamente da Equacéo (2.7), sendo as derivadas no

tempo substituidas por derivadas espaciais e  (s,t) substituido por p(s,t).

Dessa forma tem-se

p(s.t)=[¢' —y'sin(0)| +[y" cos(0)sin(¢)+ 0'cos ()]
+[ cos(6)cos (¢)-6'sin(¢))C

p(st)=p.é+p,H+p, <, (2.8)

onde, p, e p representam a mudanca de curvatura por flexdo da barra na posicéo
S e pza mudanga de curvatura por torgao.

Nota-se que, além das trés componentes do vetor de deslocamentos elésticos

~ ~ N

u(s,t), v(s,t) e w(s,t) medido ao longo dos eixos X, Y e Z, trés novas
varidveis (v, @ e ¢) foram introduzidas. Contudo, o problema pode ser

simplificado considerando aqui as hipdstese classicas da teoria de vigas de Euler-
Bernoulli. Uma clara excecao a estas restricdes ocorre, por exemplo, nas barras
com apoios fixos, onde o seu alongamento torna-se importante. Porém estas
hipoteses simplificadoras sdo validas para o estudo de barras esbeltas, flexiveis e

com uma de suas extremidades livre na direcdo axial.
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2.4.

Barra inextensivel
Na Figura 2.1.b observa-se que, antes da deformacéo, a posi¢cdo de um ponto
ao longo do eixo da barra e dada por r, =s X e, ap6s a deformacéo, sua posicao é

dada por r=[s+u(s,t)]E+v(s,t)A+w(s,t)¢ . A deformagio ao longo do eixo

de um elemento diferencial €, portanto, definida como

or’ or %2 ar,’ or, Y2
e=|——| —-|—>=—"L] |
0s 0S 0s OS

%=[(l+u') v ow],

8!’0 T
—=(1 0 0],
= ]

e:\/ (1+u)2+v?+w? -1 (2.9)

Na Equacdo (2.9) e no restante deste trabalho, o sobrescrito ' (aspa simples)

simboliza derivada parcial em relacdo ao comprimento de arco S, assim como,
para simplificar a notagdo, u=u(s,t), v=v(st)e w=w(s1).

Para barras inextensiveis, a deformacdo axial € € nula, resultando na

seguinte restricéo;

\/ (1+u)?+v?+w? -1=0,

(1+u)?+v2+w? =1, (2.10)

Também, por meio da Figura 2.6, os angulos w e 8 podem ser relacionados

com as derivadas espaciais u’, v’ e w’ resultando nas seguintes expressoes:

[(1+u) +v)]”

]

(1+u)

b4

Figura 2.6 — Relagéo dos angulos i e ¢ com as derivadas espaciais.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

45

tan (y ) = ———, (2.11)

—w
\/ (1+u)2+v?

onde w' <0 porque, aqui, o deslocamento W ocorre na direcdo negativa de Z .

tan (@) =

’ (2.12)

As relagbes (2.10), (2.11) e (2.12) indicam que, das seis variaveis
mencionadas (U, V, W, v, @ e @), apenas trés sdo independentes (V, W e @),

as quais aparecem nas equacdes de movimento derivadas a seguir.

2.5.

Equacéo de Lagrange

Seguindo Crespo da Silva e Glynn (1978.a e 1978.b), para obter as equacdes
integro-diferenciais de movimento em termos dos deslocamentos V e W e do

angulo ¢, levando em conta todas as equacdes de restricdo, define-se inicialmente

o funcional de Lagrange
L
L{®)=T(©)-U ()= [¢(s.t)os. 219
0

onde, U (t) ¢ a energia interna de deformacéo, T (t) a energia cinéticae /(s,t) a
densidade do Lagrangiano associada ao movimento de uma barra de comprimento
L.

A energia cinética possui duas componentes, uma devida a translacédo e

outra devida a rotacdo, dadas respectivamente por:

T, (t):%jm(u2 £V 40 )ds (2.14)
0

L
TR(t):%H“’f w, w;]‘][‘% @, “’;]Tds- (2.15)

onde J é a matriz de inércia.
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Sendo o sistema de coordenadas principal coincidente com 0s eixos
principais de inércia, tal como neste trabalho, os produtos de inércia sdo nulos,

resultando em uma matriz de inércia J diagonal, dada por

J, 0 0
J=|0 J, 0| (2.16)
0 0 J,

onde, J,, J, e J. sdo os momentos de inércia por unidade de comprimento da

barra. Como a area da secdo transversal é constante, 0s momentos de inércia barra

também o sdo, sendo definidos por:

:”A p (7 +¢%)dn de (2.17)
J,]:”Ap SAdnde, (2.18)
=[] pr*dndc, 219)

onde p éamassa especifica da barrae A refere-se a area da se¢do transversal.

Substituindo a Equacdo (2.16) na Equacéo (2.15) e somando esta a Equacao
(2.14), chega-se a expressao para energia cinética, a saber,

-

L . . 1L
E.([m u +v2+W2)ds+El‘(\]§a}§2 +3, 0, +J§a)42)ds. (2.20)

Por sua vez, a energia interna de deformagdo U (t), considerando-se o

material elastico linear, é dada por

1
U (t)= 5 (Dé p; +D,p," +D, pcz)ds’ (2.21)

(= 1

onde, Dg é arigidezatorcdoe D e D{ as parcelas de rigidez a flexao da barra,
n

definidas como,

D. ” 7+ d17d§ (2.22)

D, = j jA E 2dnde, (2.23)
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D, =HA En*dnpds. (2.24)

sendo E e G 0 madulo de Young e de cisalhamento, respectivamente.

Substituindo as Equacdes (2.20) e (2.21) na Equagéo (2.13), tem-se

Z(s,t):Bm(u2+\'/2+v'v2 )+%(J§ o+, 0"+, a)gz)

. (2.25)
2 2 2
_E(Dé p: +D,p, +D, p; )} ’

Para se considerar a restricdo de inextensionaidade, acrescenta-se ao
Lagrangiano L(t) a restrigdo (2.10) multiplicada pelo multiplicador de Lagrange
A(s,t), resultando em,

L

L) = j{é(s,t)+%ﬂ(s,t)[1—(l+u’)z—v'z —W'z]}ds. (2.26)

0

Da Equacdo (2.26) e mediante aplicacdo do principio de Hamilton, sdo
obtidas cinco equaces diferenciais de movimento. Este procedimento é descrito a

seguir. Contudo, antes disso, faz-se conveniente escrever as variagdes JSy/(s,t) e

56(s,t). Avariagdo Sy/(s,t) é obtida da Equacéo (2.11) da seguinte forma:
tan(y)=v'(L+u')",

!

w = arctan S (2.27)
(@+u’)
5w=%w'+%§/'. (2.28)
oy _ 4
au' V12 1
(L+u’)?|1+
(1+u)?
oy V'
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oy _ A
ou’ (1+ u’)2+v’2 . (2.29)
oy 1
aV' VrZ 1
(@+u)’| 1+
(1+u’)2
oy 1
v (L+u")2+v'?
(1+u)
0 1+u’
a\l///, = L+u) : (2.30)
@+u")?+v"?
Sy =]~ aur | W) s
(L+u’)?+v? (L+u")?+v?
oy =— v ou' + (1+u ) o' (2.31)
(@+u")2+v'? (1+u")2+v'?

Seguindo 0 mesmo procedimento, a variacéo 59(s,t) é obtida da Equacéo

(2.12) a partir da seguinte sequéncia de transformacoes:

!

w

1+u')2+v'?
(L+u)

tan(6) = —

!

@ =—arcta ad . (2.32)
\/ (1+u)%+v?
00= aeﬁj#ﬁc’ﬂ#ﬁ&/\/. (2.33)
ow
00 _ ( w'2 Jl
o @+ u)2ev2 ]y @+u)? +v? (L+u)?+v
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o6 {(1+u) +V 4w J .

ou’ B
1+u +v'2]\/ 1+u v'2

00 (@+u")w

— = (2.34)
o [(1+u +v’2+w’2]\l 1+u')2+v'?

1+u’

-1
6 { W12 J
- [a+u) +v'2]\l @+u")?+v"? (L+u’) 2+ v
00 v'w'
P ' (2.35)
v [(l+u’)2+v’2 +W’2]\/ (1+u")?+v"?
00 _ 1
a\N' W!Z
1+ (1+u’)2+v"?
(1+u’)?+v"
o6 (L+u")?+v'?
v - (2.36)
[(1+ u')2+ v +w’2]\l (L+u")%+v?
o0 =

1
[(1+ u')’+v'? + W’z]\l (L+u’)2+v?

{ [(+u)w]ou’ +(vw)ov' —[(1+ u') %+ v’z]é‘w’ }

00 =
[(1+ u')24+v'2 +w? 237)
{ [+ u)A +v' S Iw [+ u") 2+ v72 |ow }
Da Equac#o (2.10) sabe-se que (1+u’)?+v'> +w'?> =1, logo,
1 5u ‘W'
_ (@+u)au +v e . -

(L+u")2+v'?
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2.6.
O principio de Hamilton

O principio variacional de Hamilton (Meirovitch, 1967) diz que, dentre os
infinitos caminhos ou trajetérias existentes entre dois pontos fixos t, e t,, 0

sistema assumira aquele que torna estacionario o seguinte funcional,

f
| =[L(t) dt. (2:39)

t

A inclusdo do trabalho W,. realizado pelas forgas ndo conservativas na

Equacdo (2.39) define o principio de Hamilton na sua forma estendida. Usando a

primeira variacédo do funcional | , tem-se

t
& = [[5L) + Wi (1) dt=0. (2.40)

b
Considera-se nesta pesquisa que a barra € solicitada por cargas concentradas
aplicadas nas suas extremidades e por cargas distribuidas aplicadas ao longo de
seu comprimento. Ambas as cargas, sejam estaticas ou dinamicas, levam a
deformacéo da estrutura e, somadas as forcas de amortecimento, sdo consideradas

nas seguintes parcelas,

Wy = [1[Q,0)—c, ulu +[Q, )¢, v] &

+[Q,(t)~c, W] dw+[Q, (t)—c, 4] 5pds.

(2.41)

Wy = [(Q du+Q; &v+Q;, dw+Q] 54)ds. (2.42)

O ey

onde Q (a =Uu,V,Ww, ¢) representam as forcas generalizadas associadas com o0s
deslocamentos virtuais 8, (a =u,v,w,¢) e as quantidades c, (a =u,v,w,¢)

representam os coeficientes de amortecimento viscoso nas suas respectivas
direcdes. Expandindo a Equacgédo (2.40) mediante o uso das EquacOes (2.26) e
(2.42), obtém-se:
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t2 L
A = ja( .t +;ﬂst )1-@+u)- w’z]jdsdt
wo oL (2.43)
+[[5(Quau+Q)d +Qaw+Q;op)dsdt = 0.
t10
t2L
A = [ [ondsdt=0. (2.44)
t10
sendo,
ER:(f(s,t)+%ﬂ(s,t)[1—(1+u’)2—v'2 _w? j
(2.45)

+U QA+QH+Q, &N+Q¢5¢)]

Tem-se, pois, que R € funcdo de 16 varidveis, a saber,
=(y/,e,gé,y/’,0’,¢’,y),6’,¢5,u’,v’,w',u,\'/,w,/l). Precisa-se, assim, calcular as

seguintes derivadas parciais,
M=) —aq,, (2.46)

Expandindo a Equacdo (2.44) por meio das varias derivadas parciais

requeridas na Equacéo (2.46), encontra-se que:
L
HI G, -mi+Q, §uds+j G, —-mvV+Q, )&/ds
0

+I G/ —mwW+Q., éWdS+I — A, )opds

H (2.47)
H, - V' |ov
[Fpor-cav-a-s.an(m-gl)

s=L
dH - wlaw | lat=o.
(1+u’) .

Como a Equacdo (2.47) é valida para qualquer 6u, &, Sw e o¢, 0S

integrandos contidos nas integrais sdo iguais a zero (Torok, 2000). Assim, as

seguintes equacdes diferenciais e condi¢bes de contorno séo obtidas:

!

[Aya—‘” +A, %+ﬂ(l+u)} =mi-Q,, (2.48)
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!

, d 00 o
GV:{AWG—\?+A95+/1V} =mvV-Q,, (2.49)
00 ' )
Gl =| A==+ AW | =mw-Q], (2.50)
w |: Haw, j| Qw
A=Q;, (251)
H
o $— G, -G, -G, W+W, +|H — v &
o¢’ (1+u)
=L (2.52)

H
+|H, ——=w |
o]
onde, oJwy/au’', ow/ov', o6/ou’, 06/ov' e 06/ow'  sdo determinados,
respectivamente, pelas Equacdes (2.29), (2.30), (2.34), (2.35) e (2.36). O

s=0

multiplicador de Lagrange 1 = A(s,t) presente nas Equacdes (2.48) a (2.50) &,
por sua vez, interpretado como uma forca tangente ao eixo neutro da barra,
necessaria para manter a condicdo de inextensibilidade dada pela Equacéo (2.10).

Além disso, A (a=y,0,¢) e H (& =u,v,w) sdo funcdes dadas por.

orr ot ol
= + +—, =y,0,9), (2.53)
"~ Noa | osoa | oa (@=y.0.9)
o dw ol 80
H - i (a=u,v,w). (2.54)

= + ,
« Qy'oa' 00 oa

Informacdes importantes concernentes ao movimento da barra, tais como 0s
efeitos ressonantes, podem ser obtidas a partir deste conjunto de equagdes.
Contudo, devido a natureza transcendental da maioria de seus termos, elas sdo de
dificil resolugdo, mesmo através de métodos aproximados. Uma aproximacao
matematicamente consistente é possivel expandindo-se os termos ndo polinomiais
em séries de Taylor e retendo nestas todos os termos até a ordem desejada. Uma
aproximagdo por polindbmios de terceira ordem é adotada neste trabalho,
suficiente, entretanto, para uma analise considerando grandes deslocamentos e

rotacoes.
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2.7.

Equacgdo de movimento com néo linearidades cubicas

Para examinar o comportamento néo linear da barra com nédo linearidades
cUbicas, todos os termos transcendentais presentes nas equagfes sao expandidos

em séries de Taylor. Assim, a expansdo das Equacdes (2.11) e (2.12) resulta em:

v’ v’
w = arctan| —— | = arctan| ——— |,
(1+u’) 1-v'2 —w'?

://zv’+£v’3 s ywz Ly +olef),
6 2 40

1 1
z//zv’(1+gv’2 +§W'2J. (2.55)

@ = arctan| — w = arctan(— w j
(1) v 1-w?

3

4_0W5 +O(86),

O~ —Lw—
6

0~-w (1+ %w'zj. (2.56)

Com as expansOes anteriores, os angulos e 6 s&o eliminados das

equac0es finais de movimento.

Da mesma forma, tem-se:

Sir‘l(a)za—%a3+1—;0a5+0(e6)za, (@=,6,0). (2.57)
1, 1, 6
cos(a)zl—ia g% +0(e*)~1 (@=w,0,4).  (258)

Fazendo uso destas expansdes, da Equacdo (2.10) e das defini¢bes dos

termos AW, Ag e A¢ nas Equacdes (2.48) a (2.52), tém-se as equacdes finais que

descrevem o movimento acoplado de flexao-flex&o-tor¢do de uma barra:
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D, ¢'(W'v' —v'W') v[(D D)¢w] w[( )¢v]
D, V") +w (D, w) =3, gy —vw)+ (3, )[( ¢) (2.59)

’7
-J
+(V'g) W] J V= Ww + A(L+u') VWQ¢}

G! ={ D, (¢'+v'w)w" [(D -D )(¢2v” ¢W”—v'w'w”)+ D,V ’
(ng +D, W' )43 (¢+vw)w +[( )(¢ V' — W (2.60)
—V'WW)+ Jg\'/’]' +V (ng +J,W )+/1v +WQ¢} -mvV-Q,,
{Dé (¢ +vw)v'+[(D, -D, )gv" + g°w’)-D,w'|
~w'(D,w?+D v"z) 3 (pevw ) =[(3, -3, v +g2w)-3 W] @)

(3,02 + 3,07 )+ AW =miw—Q;

o, (5ew ) 0, -0 -y

_ . (2.62)
+3 (prvw ] -, -3, )2 -2 Jp-vw]=q;

——(y2)(v2 +w?), (263)

As expanses dos termos referentes as condi¢des de contorno resultam em:

58;, =—D, (¢ +v'w), (2.64)
|:H _ Hu V':| ~ _D (¢,+V"Wl)—(D _ D )(Vll¢2 _Wll¢)
VT : T (2.65)
=D v+ v (V" ww)],
{HW __H : w'} ~(D, - D, )w"¢? +v"¢)-D,w
(L+u) (2.66)

- W'(D;V'V" + DUW'W") )

As condicOes de contorno para uma barra engastada-livre, obtidas a partir
das Equacdes (2.64) a (2.66), sdo dadas por,

u(0,t)=v(0,t)=v'(0,t)=w(0,t)=w'(0,t)=»(0,t)=0, (2.67)
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v'(L,t)=v"(L,t)=w"(L,t)=w"(L,t)=y'(L,t)=0, (2.68)

G,(Lt)=6G,(Lt)=G,(Lt)=0, (2.69)

onde ¥ =y(s,t) é o angulo de torgdo da barra dado por:

S

y=¢+ _[ (v'w')ds = ¢ +v'w’ —J.(v’w")ds : (2.70)

0 0

com suas derivadas no espaco e no tempo dadas, respectivamente, por:

y'=¢' +V'W. (2.71)

Y =" VW VW (2.72)

¢+I W) ds =g+ (vw')" — [ (vw")" ds . (2.73)

o'-—,m

:4}5+Js'(v” “ds=¢+(vw) j (2.74)
0 0

As Equagdes (2.59) e (2.63) de movimento, assim como as condic¢des de
contorno u(0,t)=y(0,t)=7'(0,t)=0 e G,(L,t)=0 podem ser usadas para se

obter ¥, U e 4, 0u seja,

y=- [Q¢ + (D” - Dg)v”w"] dsds, (2.75)

O
™ C———

1
Dé

u= —%j:(v’z +W’2)ds , (2.76)

A=3,(W)+J,(vV')-D,(ww")-D,(vv")
—%'L[m E(v'2 +W’2)ds} ds —JSL'(Q*)ds

Dependendo das particularidades de cada problema, as variaveis u, v, w,

.77)

y e A podem ser convenientemente reordenadas, simplificando assim, as

equacOes de movimento.
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A y
n &
c— ¥
Q.(1) j Ou(r)
g
T / ,"" i v(s,t)
el s ITf/ ! ‘
w(r : ”’ \"
ut? i " w (s, t)
s s+u(sy)

Figura 2.7 — Barra engastada-livre com excitacdo harménica distribuida nas direcdes Y e Z.

2.8.
Expanséo das equagcdes de movimento

Considerando para a expansao das equac¢des de movimento, como mostra a
Figura 2.7, as cargas uniformemente distribuidas ao longo do comprimento da

barra, Q,(t) e Q,, (t ), bem como, uma carga concentrada Q, (t ), aplicada na sua

extremidade, as seguintes solicitacdes sdo obtidas:

Q;=M,—c,g=M,~J.cg~M, —J.cy=-J.C7, (2.78)
Q; =mg+Q, (t)= mg+(1+2u')[P, +q, cos (, t)], (2.79)
Q; =Q,(s,t)—c,v=g, cos(Q,t)—c,v, (2.80)

Q. =Q,(s,t)-c,W=q, cos(Q, t)-c,w, (2:81)

onde, as quantidades g, ¢, e M, =0 representam, respectivamente, a aceleracdo

da gravidade, o coeficiente de amortecimento viscoso introduzido para amortecer

0 modo de torcdo da barra e 0 momento fletor distribuido aplicado ao longo do

comprimento da L barra. Nas equagdes, €2,, Q, e Q, sdo as frequéncias de
vibragdo das solicitacbes, 0,, ¢, e (, sdo as amplitudes das excitagOes

dinamicas e Pg é a parcela estatica contida no carregamento axial. Para este

conjunto de solicitagdes, as Equacgdes (2.60) a (2.62) de movimento, considerando
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o0 multiplicador de Lagrange A, determinado na Equagéo (2.77), o angulo de

torcdo » da barra e suas derivadas no espaco e no tempo, dados nas Equagdes

(2.70) a (2.74), chega-se as trés equacdes nao lineares de movimento em funcéo

apenas dos deslocamentos transversais V e W e do angulo » de torgéo. Elas sé&o:

mv+c,V+ (ng”)” +[P, +q, cos(@t)v'={D,'w+(D,-D,)

|:(W"7/) (yzv”) +w”'s(v’w")ds}—v (D2 +D,w?)+v (3,92 + 3, w?)

0

+v'[—D vV" =D, ww" +J VV'+ J, W'w — —j[ ﬁv +w'2 ds
0

+J w[;/+jvw ds WV} (2.82)
0

J{(Jﬂ—Jg)(\'/’y/z—W';/—W’:[(v'W ds}r\] v - )w}
)

COS Qt

—mg[v"(s-L)+Vv'] =[P +q, cos(Qt) ][v’(v' +w'? )]’

M+ C, W+ (D”w”)" +[P, +q, cos(@t)lw'={D,»'v" +(D, - D,)

[(v”y)’ + (}/ZW")' —v”’j(v”w’)ds} (D v'?+D,w )+ W'(Jg\'/'2 + J”v'v’z)

0

ko Tl
[ L s (2.83)
Jf[f/ + I(V’W")' ds — W’V}V’ - {(J — )[W’ﬂfz +V'y — \'/’.[ (v”W')dsJ
0 0

!

- J,]v'v’]} +q,,(s) cos(Qt)

!

—mg[w"(s - L)+w]-[P; +q, cos(Qt)] [w’(v'2 +w’2)] ,

0.7+3.6,7-D.7"=~{0, -0y -w)y v

[i )'ds — vw]+@”—%)mﬂ_wﬂy_wwl

0

(2.84)
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Por conveniéncia, as Equacdes (2.82) a (2.84) de movimento podem ser

adimensionalizadas adotando-se 0s seguintes parametros:

t'=t,/D, /mL*,
Q" =0L’ /m/D, ,

* * *

J.=J, +J

=347,
3, =0, /lm02)]
3=l i),
¢, =c,*,/m/D, ,
¢, =¢,*/m/D,
¢, =c, L /m/D,

resultando nas equagdes:

V+c v+ (,Byv")" +[P +q, cos@t)v' =B,y w+(1-5,)

|:(W"}/) (;/zv”) +w’”s( ’ ”)ds}—v (ﬂ V'i+ B, W"2)+V (Jg\'/’2 + J,]v'v'z)

0

S
+v’[—ﬂyv’v’” Ww"+J VV'+J, Ww' - j[ [J'v +w'?

0

+3 {7+j.(v’w")' ds—v‘v’v’} W'+|:(J,7 -3 4)(\7% —W'y—v\/'i(v'w")ds
0
+JCV} ~(3.¢ y}/)\N} +0q,(s) cos(Qt)

~mglv(s-L)+v] - [P, +q, cos(@t)[v'(v? + w?)] |

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)
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W+ c, W+ (w”)" +[P. +q, cos(Qt)w" = {,Byy'v" + (1— ,By)

{(v";/)’ + (yzw”)’ - v"’j (v"w’)ds} - W’( " pw"? )+ w’ (J NP4 nv‘v’z)

0

+ w’[— ﬂyv'v”’ —ww" + Jg\'/"v' + JUW'W'—%i(m ﬁ (V'Z +w'? ) dSD ds
0

L

. . (2.97)
_J 5[7 +[(vw) ds— W'v'}'/' - {(J,7 -3, )(V’V';/Z +V'y =V [ (v'w')ds
0 0
_ Jnv‘v’]} +q,(s) cos(Qt)
—mg[w’(s - L)+w]-[P, +q, cos(@t)]w (v> + w’z)]’ :
Vi =By =B v —w )y —vw
(2.98)

- {j;(v'w”)'ds —v'vv'] +(3, -3, =)y —vw].

onde, para simplificar a notagdo, S, = Dg/D,] , B, = Dg/D,] e 0 sobrescrito * é

omitido.

2.9.
Reducdo do modelo a duas variaveis

Para problemas onde a tor¢do nao é importante, Crespo da Silva e Glynn

(1978.a, 1978.b) consideraram que os momentos de inércia da barra J., J, e J,

ndo exercem significativa influéncia no movimento nao linear e desconsideraram
a Equagdo (2.98) de movimento, hipdtese valida quando os deslocamentos
devidos a torcdo sdo despreziveis. Para isto, substituiram a Equacdo (2.75) nas
Equacdes (2.96) e (2.97), chegando a um sistema de equac¢des em funcdo apenas

dos deslocamentos vV e W. Elas sdo:
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V+c v+ B, v = {(1— B, )[W"f v'w'ds —w” st"w'ds
- [(1— B, )2 / B, ](W”_[OS L “V'w"ds ds) } - {ﬂyv’(v'v” +W ”)l} (2.99)

!

_%{V’LSU:(V'Z +W’2)d8}"d3} +q, cos(Qt),

W+ C, W+ B, (W) = {(1 - B, )[v" L V'w'ds V" LS w'v'ds
+ [(1— B,F 1B, ](V"J-OS fV”W"dS dsj } - {W'(V'V" ww') } (2.100)

!

_%{W'LSUOS(V’Z +w'? s}"ds} +q, cos(Qt) .

A partir do trabalho de Crespo da Silva e Glynn (1978.a, 1978.b), seguiram-
se outros adotando as equagOes de movimento simplificadas (2.99) e (2.100).
Entre eles, os ja citados trabalhos de Crespo da Silva e Glynn (1979.a, 1979.b),
Nayfeh e Pai (1989), Pai e Nayfeh (1990.a), Zaretzky e Crespo da Silva (1994),
Arafat, Nayfeh e Chin (1998) e Lee, Lee e Pak (2008).

2.10.

Imperfeicdo geomeétrica

As imperfei¢cGes geométricas iniciais tém, em geral, significativa influéncia
nas oscilacbes ndo lineares e estabilidade de elementos estruturais esbeltos.
Assim, nesta secdo, sdo deduzidas as equagOes para uma barra imperfeita. Para

isto, considera-se que a geometria inicial é descrita com relacdo a sua
configuracio perfeita pelas funcdes V,(s)=V,, W,(s)=w, e ¢,(s)=4,.
Anélogo ao apresentado no Item 2.2, em qualquer instante de tempo t, as
componentes do vetor de deslocamentos ao longo dos eixos (X,Y,Z), medido no
centroide C, da secdo transversal, sdo expressas por u(s,t)=u, V(s,t)=V e

W(s,t): W, onde o sobrescrito — (barra) faz alusdo ao sistema na posicdo de
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equilibrio deformada da estrutura imperfeita, sendo V=V +V, e W=W+W; e U,
V e W os deslocamentos gerados pelo carregamento.

A orientacdo dos eixos principais (cf, n < ) da secdo, com relagdo aos eixos
(X,Y,Z), é descrita pelos seguintes angulos de Euler: 7 (s,t)=i7, 8(s,t)=6 e
gZ(s,t) = ¢ . Estabelecendo a mesma relagio entre os referenciais utilizada no Item

2.2, chega-se ao vetor velocidade angular do sistema imperfeito 5(3,'[), a saber,
@ (s)=pZ+07+9¢,
o (s,t)= [(Z— y?sin(é)]g2 + [y?cos (6)sin(¢)+ 6 cos (5)]7}

+ [y?cos (6)cos(g)- §S|n(5)]f

o (st)=a.¢+@, H+a, ¢ (2.101)

Fazendo uso da analogia cinematica de Kirchhoff (Love, 1944), obtém-se

diretamente da Equacéo (2.101) o vetor curvatura f)(s,t):
pst)=p'Z+0'n+¢'¢,
p(s,t)=[g" —i7'sin(@)]é + [ cos (8)sin(g )+ & cos (¢ )|
+[pcos (@)cos(¢)-&'sin(g)J¢

plst)=p.é+p,n+p. ¢ . (2.102)

Os angulos ¥ e 0 podem ser relacionados com as derivadas espaciais u’,

V' e W', resultando nas seguintes expressoes:

tan (77) = ————, (2.103)

tan(@ )=

’ (2.104)
(1+u')?+v"?
onde, W' <0 porque o deslocamento W ocorre na dire¢ao negativa de Z .
Além das relacGes anteriores, o problema pode ser simplificado,

considerando também a inextensionalidade da barra, ou seja,
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(1+u)2+V2+W"? =1, (2.105)

Tal como no Item 2.2, das seis varidveis mencionadas (U, Vv, W, ¥, € e
@), apenas trés sdo independentes: V =V +V,, W=W+W, e ¢ =p+d,.
Seguindo o exposto no Item 2.5, para obter as equacdes integro-diferenciais
de movimento em termos dos deslocamentos V e W e do angulo ¢_5 faz-se
necessario definir, inicialmente, a equagéo de Lagrange
L

L{)=T)-U (t)=[¢(s,t)ds. (2.106)

0

A energia cinética consiste de uma componente devido a translacdo e outra

devido a rotagéo, T (t)=T, (t)+ T, (t), dadas respectivamente por:

1L
= E! m (U w2 )ds. (2.107)
T, (t)= %T(J o, +J, 0"+, o, )ds. (2.108)
0

Por sua vez, a energia a energia interna de deformacéo U (t) é dada por

( D.p;" +D,p, +D, ﬁ;z)ds, (2.109)

r\)ll—‘
Oty

O Lagrangiano L(t), aumentado pelo multiplicador de Lagrange ﬂ,(s,t),

que leva em consideracdo a restricdo de inextensionalidade, resulta em

L
L(t):T(t)—V(t)+%_|./1(s,t)(u’2 20V AW 2V 2ww)ds.  (2.110)

0
A aplicagdo do principio de Hamilton estendido a Equacdo (2.110) da
origem as cinco equacdes diferenciais de movimento. Este procedimento é
descrito no Item 2.6, culminando aqui nas equac®es finais que descrevem o
movimento acoplado de flexdo-flexdo-torcdo de uma barra com imperfeicéo

geomeétrica inicial. Elas sdo:
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G,

DAV + V)V + W+ wg )+ gow' ]}

+D, {(W"+wg ) [ W+ g(v" + vy )+ gov"]}

+D vy v+ plw + wi) + gl

D, e W)W gl ) g }
- m[1+(1/2)(va +wy Ju-Q

={A@+u)-3,.90v -3 ww

(2.111)

!

G\: — {_ D (¢I+VNW/)W”_ (D -D )(¢2V!!_¢WN_V!WIWN)+ D V'
—v(D V"2 + D, W' )+J (¢+vw)w +[( )(¢v —pW
—VWA)+ 30" v (ng + I W)+ AV +V))+ W,

— D [W'ViW + WWoV" + W5 (¢ + WV +vpw +wov" )]

(o, - D, \2pdy + v - gow + gz
+D, [(1/ 2" (— Vi + W )— V(= VvE + wWowg )+ (W] ¢)' - (v(’,v”z) (2112)
- 2(v(',v”)'v’ —V (w’w")' - (v’ + V) ) (WW + 2WIW" + WoW" ) — VW W
— (WVIW + Wvew" ) — ( ' )] [D (1/2)D , ](v" ¢ )
+J(VWwy) - v (D,7W’W” +D v'v”)— (V' +V, )(D WW” + D vgv"’)

+V, (J AN Ww’)} [1+ ]/2)(v + W, )]v

G! = {Dé (@' + V"W )" + [(Dq -D, )(¢v” + ¢2w”)— D”W"]'

—w' (D,w"? +Dv"?)-3, (grvw ' —[3, -3, )pv +g2w)- 3, w]’

W (3,02 4+ 3,024 A (W )

+D, [v"vgw’ VW, 4+ VE (B + WV VW WY )]
[, ~ D, Yopgow + g + v + pgowt |

D, | @ 2)w (v + wi? ) w (i + o)+ (12
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(V22w + ViV Vvew ) - (1/2) o w? (W(')W'),}

Dg(W'V"Z+WV'V"+W'V'V") [(1/2)D -D ](W"¢2)' (2.113)
— 3, (02w )+ wy (3,02 + 3, w2 )} = mt+ (2)vi? +wi Jw-Q;

o, vl 0, -0, w v
3 (v | (3, -3 )7 w2 )p—viw]
D, vow + wiv” ]/2)(v'2+w'2)¢] oD, (v +v)-w (2114

+ W, {Dg [p(w +w)+v"]}+(D, - D, {qﬁ(v”vg w'w.)+ g, (v"? —w"?)
+ e (VIVE —wW'W) )+ [vw +(1/2)vi? + w2 )| = Q, .
u'= —Gj (v’2 + W2+ 2V + ZW(')W') : (2.115)
O angulo de torgdo ¥ = y(s,t) da barra €, neste caso, dado por

7= ¢+J. (V"W + VoW +W,v")ds

. (2.116)

=g+ (VW + V)W +V'W, ) — J(v’w” +VIW + W' )ds

0

com suas derivadas no espaco e no tempo dadas respectivamente por:
=@ +V'W+vgW + WV, (2.117)
=¢" +V"W +V'W + VoW +vow" + V"W, + VW (2.118)

. S
y=¢+ J(V"W' VoW +Wiv")" ds

(2.119)

S
= ¢+ (VW + V)W +Vv'w, ) jvw +ViW +wv')" ds
0
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S
F=¢+ I(v”w' + VW' +wv")™ ds
0 (2.120)

= ¢+ (VW + VW +v'W, )" — [ (VW + viw” +wiv')™ ds

o!—,m

sendo o angulo de torgdo inicial ¥, =4,.
As Equag0es (2.111) e (2.115) de movimento, assim como as condic¢des de

contorno u(0,t)=y(0,t)=7'(0,t)=0 e G,(L,t)=0 podem ser usadas para se

obter , U e A(s,t)=1, ou seja,

ol

Di [Q, +(D, =D, )v'w"+ D, (vw") - D, (wpv")] dsds . (2.121)
¢

O ey

—%j(v’z +W'2 4+ 2v0V + ZW(')W')dS , (2.122)

A=3,(WW)+J,(vV')-D, (ww" +wyw") - D, (Vv" +vyv")

18 s s (2.123)

—Ejm j(v’z w2+ 2wuw ) ds ds—IQ: ds,
L 0 L

Aghababaei, Nahvi e Ziaei-Rad (2009) foram os que, com base nos
trabalhos de Crespo da Silva e colaboradores, escreveram pela primeira vez as
equacOes de movimento da barra com imperfeicdes geométricas iniciais. Tal como

Crespo da Silva e Glynn (1978.a, 1978.b), os autores assumiram gque 0s momentos

de inércia da barra J., J, e J. ndo exercem significativa influéncia no

movimento ndo linear. Partindo desta premissa e sob a hipotese que o angulo de
torcdo € desprezivel, eles desconsideraram a Equacdo (2.114) de movimento e
substituiram a Equacdo (2.121) nas Equacdes (2.112) e (2.113), chegando a um
sistema de duas equacdes funcdo apenas dos deslocamentos transversais v e w da
barra.

Na expansdo das equacOes de movimento apresentada a seguir, a
mencionada simplificacdo ndo é feita, razdo pela qual este trabalho difere
daqueles que o antecede. Assim, para efeito da expansdo das equacOes de

movimento, assumem-se as seguintes forcas generalizadas:
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Qi =M,—c,p=M,~J.C ¢

zl\/ly[]_+(]/2)(v62+W62)]—J§Cy}'/=—J§C77'/,

(2.124)

Qs -mg+ Q) -mg [P, +q,cosl 1+ (27 +w)], @
Q; =Q,(s,t)—c,v = q, cos (Qt)[1+ (1/2)(vi? +w? ) ]-c,v, (2.126)

Q;, =Q,(s.t)—c,W =g, cos(Qt)[1+{1/2)(vy +w?)]-c,w, (2.127)

Considerando este conjunto de solicitacdes, bem como, o multiplicador de
Lagrange A, determinado na Equagdo (2.123), e substituindo nas EquagOes
(2.111) a (2.115), o angulo de torcdo y da barra e suas derivadas no espaco e no
tempo, dados nas Equacdes (2.116) a (2.120), chega-se as trés equac¢Bes nao
lineares de movimento em funcdo dos deslocamentos transversais v e w e do

angulo » de torgéo. Elas séo:
m i+ 1/2) (v +w? v+ e+ (ng")" +2 [P, +q, cos(, t)]v"

A e

S
+ W j (Viw” +v'w] )ds —w” (W'v] + w{,v”)} (D V"2 + D, w' )
0

"

+v'(J§\'/’2+J,7v'v'2)+v’{— D VV" — DWW+ J V'V + J, Ww

J[mfv +w'? dsjds}+\]{7+.[(\,rw”)-ds—v'(wr+vvg) W
0 0

L

{ i (Viw” +v'w] )" ds (W
0 a
+ {(J,7 -J, )( V' iy —Wy - v'v’J' (vw")ds — v'v'j (vow” + v'wg)ds]
0 0

+ Jg\'/'] —~ (chyg})w’ + (J,] —~ J;)(\'/Ow'v'v’ + VW' +v{3w'\2\'/’)

+(3 . —J: )(\'/'W(')V'\l' + VW + v’w{,W’)
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+D§[(]/2)v”’(—v(')2 +W, ) v (wow ( 2)

~W2)v)- 2040 v - (ww) — (v v, )(

+ D, (wWyy +wg y')—-D {W' ")ds + w (w

o'—,m

-0, Vv + wpu |- (D, =D )v 7~ row)
J

{W” VoW 4V W ds+w{,’(v{,’w’+v”w{,)}+[(]/2 )D, -D ](v 7’

0

~(D, - D, v'( (37, 7) [ jv'imﬁ 2VpV' + 2 Ww' ds}ds
L 0

!

_[%jvg.[m{[ V2 W22V + 2Ww )"ds} ds} (2.128)
L 0

+q, cos(2, )1+ 1/2)(vy’ +wi?)]
—mg[v"(s—L)+V]-mg[vi(s—L)+v,]

[P, +q, cos(Q, )][v' (v +w?)]

~[P, +q, cos(Q, t)][2vg +V'WLE + 2V W, WY+ BV + 3V VY
+3V"VYT + BVVAVE + 3 VOV 2VE W W, + 2V W W + 2V W W

"oa,t2 Mon,t2 NN NV AN

+ VW~ 4 2Vy Wy Wy + VW' + 2V W W' + 2V W Wy + 2v' W' W

+2V'W'wy } ,

m i+ (1/2)v? + w2 )Jw-+c, v+ (D, w) +2 [P, +q, cos(Q, t)|w’
{Dgﬂ/, V" +V0 D -D )|:( w” 2 ij. "W /
0

S
—v"|( J. VoW + WV )ds — v (viw' + wgv")} (D v'2+D w”z)
0

" n

+W'(J§\7'2+J77V'V'2)+W'[— DVV" — D, WW"+J V'V + J Ww


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

_%IHJ (v s we)” dsD ds] - J{y +j;(v’w”)' ds — /(W + i} ) |V

S
+J {(vc’,w')' - I (Vew” +v'wy )" ds |V
0

- {(J,] -J, )(v’v’y2 +V'y — \'/'I (v'w')ds — \'/'I (vew’ + wiv")ds
0 0
-J,W } +D, [(]/ 2)w" (v{f +wy? )— WoWIW" + VI 2W 4V, (v”w’)'

_ W(IJZWW _ WgW"W' _ (]/ 2)WgIWr2 _ W”(Wé W,)' _ 2 W(') W!Wm:l

-D, [wg (v"vg )’ +W, (v”v’)’ + (V' )'} + (DU - DC)(W” 7E V", )'

. _

+D,(vy'y+v57')-D, [v[)” '[ (v'w')ds +vj (v'w')
0

S _

" ", ! UN'Y4 " ”, ! UNY4

- D{v0 j(vow + V"W, )ds + VI (VoW + V"W )
0

!

+[(]/2)D'7 N Dg](Wg}/Z)’ +(D77 N D{)W”(s}/o 7/)

- (%] W J' m D‘ (2vpv' +2 w()w')"ds} ds
L 0

!

_ 6) ng m ﬁ(v’2 +W2+2V)V +2 WéW')“dS} ds }
0

1
+4, 008(Q, )] 1+ 1/2)(v7 +w;?)]

~mg [w" (s~ L)+w]-mg [wg (s - L)+ w]

[P, +4q, cos(, t)][w (v2 + w?)]

—[P, +q, cos(Q, t)][ZW(’,' + WL+ 2W V) V) + BWWW + 3 W]
+3W W, + BWWWY +3 W)E W+ 2W V'V + 2 W VTV + 2W, V'V

m 12 ! ! " "o 12 ! 'y, VIV AVLAVYU
+WoVy~ 4+ 2Wy Vo Vg + W' +2 Wy V'V +2 WV vy +2 WV

+2W'V'vg } ,

68

(2.129)
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3 @)y + i)l +9.c,7- Dy =

-0, -0 J[v* ~w )y —vw

+ [;/(v"vg W)+ 7o (V77 + W2 )+ g (VT — W )]}

- D, {[v W+ wov'] ~vow+ wv + @/2)ve? + w )y’]} (2.130)

(3, =9, [v? ~w?)y —vw]

_Jg,{ﬁ(v’w”)'ds—v'w} +ﬁ VoW +Wov') ds — (VoW + v'w, )}
0 0

+(70,)}=v5 0, [ (v +vg) - w - wi D [ (w + wg) + ]}

Considerando que v, =w, =y,=0, as Equacbes (2.128) a (2.130) recaem
nas Equacdes (2.96) a (2.98).

A seguir, 0 método de Galerkin é usado para discretiza¢do das equacdes de
movimento, resultando, ao final do procedimento, em um sistema de equacdes
integro-diferencial ndo linear no dominio do tempo, o qual é posteriormente
utilizado para investigar as oscilagbes da barra, sua estabilidade e os tipos de

bifurcacGes associados ao seu movimento tridimensional.

2.11.

Autofuncbes

Um conjunto de funcGes de interpolagdo no espago bastante apropriado para
a solucdo das equacdes de movimento pelo método de Galerkin sdo os modos de

vibracdo da viga engastada-livre, que podem ser escritos como:

v(s,t)=F,(s)v(t)=F,(s)cos(am,t), (2.131)
w(s,t)=F,(s)w(t)=F,(s) cos(w,t), (2.132)
y(s,t)=F (s)v(t)=F (s) cos (@, t). (2.133)

Para uma barra com propriedades constantes, as autofuncdes F,(s) e F, (s)

devem satisfazer as seguintes equacdes diferenciais:
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B, F" ~w?F, +1J ga)j F'=0, (2.134)
BF'+J,0'F =0, (2.135)

e as seguintes condicdes de contorno:

F,(0)=F,0)=F (0)=0, (2.136)

v v y

F/(L)=F/@1)=0. (2.137)
A autofuncdo F (s) associada com a parte linearizada de W é obtida

fazendo-se S, =1, 0, =, € J, =J, naEquagdo (2.134), ou seja,

F, —wlF,+J &’F!=0. (2.138)

ntwhw T

As solugdes das Equacdes (2.134) e (2.135) séo dadas por:

P

- cv{coshm J-auf -, sonf )| et ﬂ} .

F, :Cysin{(Zn—l)(gjs} (n=12,..), (2.140)
onde,

r?cosh(r,)+r?cos(r,)

K, =—= _ , (2.141)
r2sinh(r)+r r,sin(r,)
2 2\2 2
S L | T (2.142)
28, 2B, ) B,
2 2\?2 2
r, = Ie @, + I @, + & (2.143)
2, 2B, ) B,
o, :(2n—1)(zj 5 (n=12..). 144
2 )\3,

A solucdo da Equacdo (2.138) é dada por:
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F, =C,{cosh(r,s)—cos(r, s)—KW{sinh(r3 s)—(%]sin(r4 s)} . (2145)
4

onde,

r?cosh(r,)+r2cos(r,)
w= ’ (2.146)
r2sinh(r,)+r,r,sin(r,)

J” a)vzv J”w\f, ? )
L=t > + o (2.147)
2 2\2
I, = J”wWJr 3, O +a? . (2.148)
2 2 v

Na Figura 2.8 mostra-se a forma das autofungdes F,(s), F,(s) e F,(s),

associadas a menor frequéncia natural nos modos v, w e y, dadas pelas

Equacdes (2.139), (2.145) e (2.140), respectivamente.

T~

T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S S
@ F.(s)e F.(s) (®) F,(s)

Figura 2.8 — Forma das autofuncdes associadas as equacdes de movimento linearizadas.

As quantidades r, e r, satisfazem a equagao caracteristica obtida impondo a

condi¢do F"=1 a Equagdo (2.139), isto é,
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F"(s)= G, [sinh (r, s)r*sinh (1, )sinh(r, s)rlr,
r,sinh(r, )+r,sin(r,)

sin(r,)—sin(r, s)rlr sinh(r,)—sin(r, s)r,' sin(r,) - r,* cosh(r; Jcosh(r, s )

—r?cosh(r; Jcos(r, s)r2 — r2 cos(r, )cosh (1, s)r? — rf cos(r, )cos(r, s))

F"(1)= —r," sinh(r,)r;’r, sin(r,)—sin(r, )rlr, sinh(r,) - 1)} —2r?

\'

cosh(r, )cos(r, )r7 =0,

' +r) +2r2 rZcosh(r,) cos(r,)+r, rz(rz2 - rf) sinh(r, ) sin(r,) =0 (2.149)

De forma similar, as quantidades r, e r, satisfazem a equagéo caracteristica
obtida impondo a restricdo F"=1 a Equagéo (2.145).

As amplitudes C, C, e C, que aparecem respectivamente nas
autofunces F,(s), F,(s) e F,(s) sdo arbitrérias. Crespo da Silva e Zaretzky

(1994) atribuem valores a essas constantes de modo a normalizar as amplitudes
dos modos de vibracdo, o que também se faz neste trabalho. Assim:

j [Fv2 (s)-J,F, (S)FV"(S)]dS =1, (2.150)
Jl.[':wz (s)-J,F,(s)F (S)]ds =1, (2.151)
j.[Fyz (s))as =1. (2.152)

0

2.12.

Discretizacdo das equacdes de movimento pelo método de Galerkin

Como dito anteriormente, a solucdo aproximada para 0 movimento da barra
¢ obtida, neste trabalho, aplicando-se 0 método de Galerkin as Equacbes de

movimento (2.96) & (2.98), com os graus de liberdade v=v(s,t), w=w(s,t) e

y=y(s,t) aproximados por v(s,t)~F,(s)v(t), w(s,t)~F,(s)w(t) e
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y(s,t)~F (s)(t), onde F,(s)=F,, F,(s)=F, e F(s)=F, sio dados,
respectivamente, pelas Equages (2.139), (2.145) e (2.140).

Seguindo o exposto e utilizando apenas o primeiro modo de flexdo e de
torcédo da barra, chega-se as equaces finais que governam o movimento acoplado

flexdo-flexdo-torcdo de barras engasta-livres. Elas sdo:

[Jl' Fids—J, Jl' F/ des}\'i + [cv'l[ Ffds}'/ + [,Byj[ F" F, ds+
0

[P, +q, cos(Q, t)]F, F”ds+mgj' (FF/(s-1)+F,F )ds}v:

O ey

(X (X 2153
Ay WHa,V 7y +a,, VW +a,V +a, (vz) V+a,, (WZ) v+ (2.153)

A, VN + g VW WA+ g W 7+ g WV Wy, VWP +
1

Q1 (\'/ ;/2)' + Oy ¥ Wt @y VP + s W 7'/+I F, g, cos (Q, t)ds,
0

ijfds—Jn jFV;' Fwds}\i\ﬂ{cw.l[ szds}v'w[_l[ F. F,ds+
0 0 0 0

1 1
I[Ps +4, cos(Q, t)]F, Fy dS+mgj (F,Fl(s-1)+F,F, )ds}w:
0

. . 2.154
a, v+aW2Wy2+aw3wv2+aw4w3+aws(wz) W+Ha,, (vz) we (2159
Oy W2 W+ Qg WYY + o V 77+ 0o VWV + g W VP +
1
oy W72 ) + sy ¥+ a0 W + [ F, , cOS(Q, )ds
0
1 1 1
2 3 2 . " _
[Frds|p+|c, [Frds|y—| B,[F/F,ds|y=
0 0 0
a, Ve o+ a,y w? +o VW [0{74 (V W)' a5V v'v] + (2.155)

“2 . 2 -
ayGQ/V +a77}/W +CZ},8VW,

Os coeficientes «;, a, € «a, para (izl, 2) nas Equacdes (2.153),

(2.154) e (2.155), sdo listados no Apéndice 1 deste trabalho.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

74

E importante mencionar que aproximar o campo de deslocamentos n&o
lineares pelos modos de vibracdo é possivel quando se deseja analisar 0s
movimentos tridimensionais da barra na regido de ressonancia associada a menor
frequéncia de vibragdo. Se as amplitudes de vibragdo se tornam elevadas, um
modelo discreto mais preciso, incluindo modos mais elevados, pode ser
necessario.

Segundo Crespo da Silva e Zaretzky (1994), o valor numérico de diversos
termos associados com o momento de inércia da barra é desprezivel quando

comparado ao valor numérico dos termos associados com a rigidez da barra.

Assim, para simplificar a analise, varias parcelas multiplicadas por J,, J. e

J,=J,+J, nas Equacdes (2.96) a (2.98) podem ser, segundo os autores,
desconsideradas. Quando isto é feito os coeficientes «,, a a5, @,; & &, €

a,; & a, sdo desconsiderados nas equacbes de movimento. A mencionada

76
hipotese € verdadeira quando a frequéncia @, das oscilagdes por torgdo da barra
ndo equivalem as frequéncias «, e w,, das oscilagdes de flexéo.

Tendo em conta os efeitos de possiveis ou provaveis imperfeicdes
geométricas iniciais, aplica-se agora o método de Galerkin as Equacbes de
movimento (2.128) a (2.130). Para tanto, além das aproximacoes
v=v(st)=F(s)v(t), w=w(st)=F,(s)w(t) e y=y(st)=F(s)x(t), as
imperfeigdes geométricas v,, w, e y, so aproximadas por v, =v,(s)~ F,(s)v,,
W, =W, ()= F,(s)w, e 7, =7,(s)=F,(s)7,, onde, novamente, F,(s)=F,,

F,(s)=F, e Fy(s): F, sdo dados, respectivamente, pelas Equagdes (2.139),

(2.145) e (2.140). Fazendo as aproximacdes assinaladas, chega-se as equacfes
finais que governam o movimento acoplado flexdo-flexdo-tor¢do de barras

engastada-livres com imperfeicdes geomeétricas iniciais. Elas séo:

e} Qoo

J;)U F'F d3]+ j‘FV (FV' j.j'Fv'zdsdsJ ds VO) v+
0 0 10
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2([P, +q, cos(Q,t)]F, F/ds+

O e

[P, +q, cos(@,t)][F, F/F2 (w2)]ds+

O ey

Zj[PS +q, cos(Q, t)][F, F/ L Bl (w?) ]ds+
0

9}[ PS + qu COS(Qu t) ][Fv FV”FV’Z (Vg):ds—i_
0

mg_lf[FvFv”(s—l)JrF F/ ]ds— ( j DF (FrE?) ds} w2) +

0

)fr R e ds} @)(ﬂy)iﬁ(ﬁ’”ﬁ’z)’ -
()

s (), v 72 (v w2 e () e [ ) } R

O e

F,(F/E2) ds (v jFV | ds }/0)}
0

. [ (w?) v} e, (2 0) g (i) -y (17) g (W0 +

A1 (V W2 )+ Ao (\7 7 ). +a,; (7 W) Ty (VVZ )+ A5 (7 )+ A6 (V W) +

U7 (W2 )+ Oy1g (V W) T %y (W2 )+ 20 (V W)"' Ay (WW)"' Ay (VZ) +
Ay23 (W) T (7/2 )+ Q25 (7 V) T (VV) ey (W2 )" T8 (V2 )" +
Ay29 (W)"' 3o (W7) -

2([P, +q, cos(Q,t)][F, F/ (v, )]ds—

O ey

75

(2.156)
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3}[ P, +q, cos(,t)][F, F2 ! (v2)]ds-
0

[P, +q, cos(@, t)][(F, F/F2 +2F, F/FLF! v, we ) ds -

v Vv w v V. w w

O e

1
mg| (F,F/(s-1)+ F, F/) ds (v,) ds +

0

iqv(s) cos(Qt){Fv J{%j (F2 FV)(v§)+(%j (F2 Fv)(wg)} ds .

{U i dSJ*( ]U R deSJ(Vo +(%]@FVQZFW2dsJ(w§) _
) froe] o]
o)

1
ZJ‘[PS +q, cos(Q, t)]F, F! ds+
0

1

([P, +q, cos(@, V][ (F, FrF2) () ]ds+
’ (2.157)

2[ [P, +q, cos(@, ][(F, Fi FFy) (v ) Jas+

w w vy
0

[P, +q, cos(@,t)] [(F, FrF?) (w?)]ds+

woww

O t——y

mgj(FWF (s-1)+F,F)) jHFW } +

0

i W( jF ! dsj ds (v2) @HFW J ds(we) +
EFW[FW(FW FW)} ds (WS)—(l—ﬂy)'([ F(F2F) ds (yg)}wz
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s (70) (72 )t (2t (07) { (we) W} ;
Qs { (v2 ) w} 1ty (W2 )+ 2t (VW) + g (V57)+ g (VVAR) +
tops (W2 )y (W 72) + tyg (7 0) + tys (WW )4ty () + s (4 W) +
Oty (V2 )+t (VW) + @ty (V2 )ty (W) + @ty (VV) + 5 (W2) +
s 1)+ e (77 + e (7 W)ty (W) + 1 )+ gy (02 4
o (V)
2[[P, +q, cos(@, V][ F, F ()]ds-
;

WW W

Bj[PS+qu cos(Q, 1) ][F, F2 F! (w)]ds—

W w" Vv w w" Vv Vv

j[PS+qu cos(@, t)][(F, Fr %+ 2F, F. F/FY ) wy v2)|ds—

1

mg| (F,Fr(s—1)+F,F,)ds (w,)+

0

fas)ostea 3 o) 2 R o

KIF%}( jUF desJ( ( jUF desJ( }
{ jFst} {ﬁIF”Fde
(2.158)
()ﬂf(FFF’st (jﬂijFvafds

[F2R7 ds (v2)- 8, [F2F2 ds (w }:
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a, (yv2)+ a,, (7/ W2)+ a, (Vw)+ [aﬂ (v W). +a,s(v W):l +

A6 (7\72)"‘ a,q (7 WZ)"‘ g (\7 W)"' ay9(7v)+ aylo(V W) +

+an (V2 )+ 12 (W2 )+ 13 (V) +a,, (W) + [a;/lS (V) T (W)]

Os coeficientes a,, @, € a, para (i=12,..), nas Equacbes (2.156),
(2.157) e (2.158), séo listados no Apéndice 2 deste trabalho.

Considerando que V,=W,=,=0, as EquagBes (2.156) a (2.158) de
movimento e os respectivos coeficientes Galerkin dados no Apéndice 2 recaem,

respectivamente, nas Equacgoes (2.153) a (2.155) e nas integrais do Apéndice 1.
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