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3.
Analise do movimento acoplado de barras com elevada
rigidez a torcao

“H4& no ser humano duas tendéncias que, constantemente, estdo
flutuando: uma ¢ a que trata de conduzi-lo em todos os movimen-
tos mentais da vida para o que é passageiro, o instavel; a outra,
a que tende a leva-lo para o permanente. Desta Ultima é de onde
provém as perguntas que o ser formula, buscando explicacdo
para o muito que necessita explicar-se, para satisfazer as neces-
sidades de seu espirito.”

Carlos Bernardo Gonzalez Pecotche.

3.1.

Aspectos gerais

No capitulo anterior, o0 método de Galerkin foi usado para discretizagdo das
equagdes de movimento, resultando em um sistema de equagdes integro-
diferencial ndo linear no dominio do tempo. Este conjunto de equagdes ¢ utilizado
neste capitulo para investigar as oscilagdes nao lineares, sua estabilidade e os tipos
de bifurcacdes associados ao movimento tridimensional de barras com elevada
rigidez a tor¢do. Os aspectos concernentes a teoria de sistemas dindmicos nao
lineares que aparecem neste capitulo e nos proximos podem ser encontrados com
detalhes em Guckenheimer e Holmes (1983), Seydel (1988), Moon (1992),
Thompson e Stewart (1993), Argyris, Faust e Haase (1994), Nayfeh e
Balachandran (1995) e Del Prado (2001).

3.2.

Vibragao livre néo linear

Como ponto de partida, adota-se uma barra uniforme, de material elastico
linear isotropo, comprimento L e se¢o transversal quadrada de ladoa=b=L/25.

Da teoria da elasticidade sabe-se que:

D. =k ba’G, 3.1
3

D, :% , (3.2)
3

D -2Pg (33)

I )
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onde, G ¢ o modulo de elasticidade transversal, E é o modulo de Young e k; é

calculado usando as Equagdes (168) e (171) de Timoshenko e Goodier (1970).

Conhecidas as rigidezes a tor¢ao, D s © a flexdo, Dq e Dg, as seguintes

grandezas adimensionais podem ser determinadas:

p, =

&_VEL_(E)Z
D, 12 abE (b

D 12ba3G G(a :
4
B =—=k ——— — =12k, — | =
4 D” : ab3E IE(b]

2 4
:129(3j 1 0212 1—i(i} = 0.64381,
Elb) |3 bl 12\b

2
J =(b/L) =0,00013,
12

2
_(aL) ~0,00013,
12

J.=13,+J, =0,00026.

(3.4)

3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

sendo, J £ J,] e J . 0s momentos de inércia da barra. Por meio das Equagdes

(2.150) a (2.152), tém-se as constantes C, =1, C, =1e C = V2.

De posse das grandezas relacionadas com a geometria da barra e com a

mecénica do material, bem como, fazendo Py =g, =mg =0 e desconsiderando

os coeficientes de Galerkin «,, a a5, a,; @ a,,, ¢ a, 2 a,, 0 sistema de

Equagdes (2.153) a (2.155) reduz-se a:

1,0002¥+1,0002¢,V + 12,366V — 6,5994y w+ 40,472 (vw? +v* )

+4,599(\'/2 W2+ VvV WW)V— 0,783q, cos (Qt)=0

+4,599(W> +V? + Wi+ vV )w—0,783q, cos (Qt)=0

7+C, 7 +5957,0y +2,6746 (Vw—Vv i) — 0,000 1V = 0

1,000240 +1,0002¢, W+ 12,366 W+ 6,5994 y v+ 40,472 (wv* +w’ )

(3.9)

Linearizando o sistema dado na Equacdo (3.9), obtém-se as menores
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frequéncias naturais angulares de vibracdo da barra associadas a cada um dos

0, =0, = 12,338 =351618, (3.10)
1,002
o, = /32(1)’519 =77,19160. (3.11)

Nota-se nas Equacdes (3.10) e (3.11) que a frequéncia natural de vibragdao

modos. Elas sdo,

associada ao modo de tor¢cdo é muito maior que as associadas aos modos de
flexao; um comportamento esperado para barras com elevada rigidez a torgao.

O sistema de trés equacdes diferenciais homogéneas nao lineares de segunda
ordem resultante, dado na Equag¢do (3.12), pode, por meio de uma mudanca de
varidveis, ser reescrito como um sistema de seis equacgdes diferenciais
homogéneas ndo lineares de primeira ordem no tempo. Este procedimento permite
0 uso de todo um arcabougo teodrico, bem como de sofisticadas ferramentas
numéricas desenvolvidas nas ultimas décadas para a andlise de sistemas

dindmicos ndo lineares. Assim tem-se

1,0002V+ 12,366V — 6,5994 y W+ 40.472(vw* +V*)
+4,599(V2 + W +VV + Wi v =0

1,0002+ 12,366 W+ 6,5994 v + 40,472 (wv? +w?*) (3.12)
+4,599(W* +V7 + Wi+ v )w =0

7459570y +2,646 (Vw -V )— 0,000V = 0

yl=v;
y2=v;
y3=w;
VA= (3.13)
y5=y;

y6 =y .
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yl=v=y2
y3 =\ =y4
y5 =7 =y6

y2 == ﬁ[— 0,2175% — 2,6888 W — 1,435 y v — 8,8002 (wv? +w*)
— (W + v + wiv)w]
V4 =W = ﬁ[— 0,2175V —2,6888V + 1,435y w — 8,8002 (v w? +Vv? )
— (V2 + W2 i ]
y6 =7 = —5957,0 —2,6746 (VW + VW) —0,0001V W

yl=y2
y2= ﬁ [-0,2175y4-2,6888 y3 - 1,435y5 y1
—8,8002 (y3 y1% + y33)— (y22 +y4% + y35’4)y3]
y3=y4
y4= ﬁ [ 0,2175y2 - 2,6888y1 + 1,435 y5 y3
—8.8002(y1y3” + y1°)— (y2? + y4 + y1y2)yl]

y5=1y6
Y6 =—-5957,0 y5 — 2,6746 (y2 y3 + y1 y4)—0,0001y2 y4

82

(3.14)

Na Figura 3.1 mostra-se a resposta no tempo para vibracao livre nao

amortecida da barra, associada as frequéncias naturais ,, @, ¢ @,. Neste caso

tem-se uma ressonancia interna 1:1 em virtude da coincidéncia das duas

frequéncias de flexao.

1.5E-002 — 1.5E-002
1.0E-002 f 1.0E-002 f
5.0E-003 f 5.0E-003 f
w 0.015+000§ Y 0.0E+000;
-5.0E-003 f -5.0E-003 f
-1.0E-002 f -1.0E-002 f
-1.55»002:HH‘HH‘HH‘HH‘HH -1.5E-002:HH‘HH‘HH‘HH‘H
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t t
(@vew ®) 7 (t)

Figura 3.1 — Resposta no tempo para vibragao livre ndo amortecida da barra.
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Na Figura 3.2 apresenta-se a relacdo nao linear frequéncia vs. amplitude.
Observa-se que a curva tem inicio no valor da frequéncia natural de vibracao da
barra e apresenta um comportamento ndo linear com ganho de rigidez

(hardening).

0.80 ]
0.60
v 0.40
0.20

0.00 —rrrrrreer . N
330 340 350 3.60 370 3.80

Q

Figura 3.2 — Relagdo frequéncia-amplitude.

3.3.

Vibracédo forcada amortecida — flexdo simples

Considera-se na analise numérica os coeficientes de amortecimentos Cy = Cy
= ¢, = 5% e solicitagdes gy = 0,20 e gy = 0,00, ou seja, uma carga aplicada apenas
na direcdo do deslocamento V. Desta maneira, o sistema de equagdes nao lineares

é, a partir da Equagdo (3.9) e para barra com razdo L/b =25, dado por
1,0002V+ 0,059+ 12,366V — 6,5994 y w + 40,472 (yw? +V* )
+4,599 (V2 + W + V¥ +WW)V—0,1566 cos (Q 1) = 0

1,0002 W+ 0,050 W+12,366 W+ 6,5994 y v + 40,472 (wv? +w? ) (3.15)
+4,599 (W + V> + Wi+ W)w =0

740,050 7+ 5957,0 7 + 2,6746 (¥ w—vW)—0,0001vW = 0

O sistema dinamico dado na Equagdo (3.15) ¢ funcdo de um conjunto de
variaveis e de parametros, genericamente conhecidos por varidveis de estado e
parametros de controle. Em determinadas situacdes, mudangas qualitativas na
resposta de um sistema dindmico podem ocorrer devido a variagdes dos
parametros de controle, mudancas estas denominadas de bifurcacdes. Os

diagramas de bifurcacdo relacionam, justamente, as varidveis de estado com os
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parametros de controle e ilustram as possiveis mudangas no nimero, estabilidade
e tipo de solugdes.

Na Figura 3.3 apresenta-se a variacdo dos maximos deslocamentos da barra
em funcdo da frequéncia de vibracdo da excitagdo lateral, Q). Estes diagramas
foram obtidos utilizando o software de continuagdo AUTO (Doedel et al., 1998).
Na Figura 3.3, bem como no restante do trabalho, os trechos continuos e
tracejados representam, respectivamente, as solugdes estaveis e instaveis, segundo
a teoria de Floquet (Nayfeh e Balanchandran, 1995). Linhas com diferentes cores
representam diferentes ramos ou bragos de solucdes. Na Figura 3.4 reapresentam-

se os diagramas de bifurcac¢do da Figura 3.3, agora no espaco V—W—Q, v—w—y
e W—y—C). Nela observa-se melhor os diversos ramos de solucdes estaveis e

instaveis na regido de ressonancia.

0.80 — - 0.50 o
3 = RC — BI Estivel
—— B1 Estavel = = Bl Instivel
— = Bl Instavel 3 B2 Estével
—— B2 Estavel 0404 A — = B2 Instavel
0.60 B2 Instivel 3 —— B3 Estavel
——— B3 Estavel = = B3 Instavel
— — B3 Instavel E X Sela-no
X Sela-nd 0.30 = A Pitchfork
: A Pitchfork 3
v 040 3 SN4 w 3
0.20 4
0.20 3
] 0.10 3
0.00 e 000 Ty ke e e
3.00 3.50 4.00 4.50 5.00 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00

Q

(a) Curva de ressonancia em V

Q

(b) Curva de ressonancia em W

0.20 —
3 —— BI Estavel
E — = Bl Instivel
B2 Estavel
] - -B2 el
0.15 + — B3 e
- -B3
3 X Sela-
< B A Pitchfork
= 0.10 o SN1
— 3 SN2
m SN3
0.05
: /
] /l
. [
B PF2 || PFI
0.00 —rrr T A T T T T T T T T T T T T T
3.00 3.50 4.00 4.50 5.00

Q

(c) Curva de ressonancia em y
Figura 3.3 — Diagramas de bifurca¢do para barra com amortecimento ¢, = C,, = €, = 5% e solicita-

¢oes g, = 0,20 e gy, = 0,00.
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(¢) Curva de ressonancia em W vs. yvs. Q
Figura 3.4 — Detalhes do diagrama de bifurcacdes da Figura 3.3 na regido de ressonéncia.
Na Figura 3.3 e Figura 3.4 observa-se que, mesmo a barra sendo solicitada

apenas na direcdo do deslocamento V , quando a frequéncia de vibracdo da

solicitacdo aproxima-se da frequéncia natural de vibragdo da barra ocorre uma
bifurcacdo e a barra passa a apresentar deslocamentos nos trés graus de liberdade,
sendo que os de maior amplitude ocorrem na dire¢do da solicitacdo. A Figura 3.5
ilustra a influéncia da magnitude da carga na estabilidade da coluna. Para isto
varia-se a magnitude da solicitacao lateral de g, = 0,025 a gy = 0,200. Observa-se
que para carga gy = 0,025 (Figura 3.5.a) que a viga apresenta um comportamento
praticamente linear e que ndo ha bifurcagdes. Para gy = 0,050 ja se observa a
presencga de vibragdes ndo planares. As bifurcagdes permanecem entio as mesmas
a medida que a carga e, consequentemente, a as amplitudes de vibracao
aumentam.

A posi¢do dos multiplicadores de Floquet, reais ou pares complexos
conjugados, em relagdo ao circulo de raio unitario, fornece a informacao

necessaria sobre a estabilidade de uma solugdo periodica, sendo o tipo de
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bifurcagdo dependente da maneira pela qual os multiplicadores deixam o circulo
unitario. Na Figura 3.6 apresenta-se a evolucdo dos multiplicadores de Floquet

para as curvas de ressonancia apresentadas na Figura 3.3 e Figura 3.4.

0.6 w 0.6 w
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
08 0.8
0.6 0.6
04V 04V

02 02
A j\/— w0
50 P 5.0
o 40 4.5 ne 40 45
07 30 33
Q ’ Q
(a) = 0,025 (b) g, = 0,050
0.6 w 0.6 w
0.4 0.4
0.2 I 0.2
0.0 0.0
0.8 08
0.6 0.6

w43 g AN P
& 30 o
() gy = 0,100 (d) gy = 0,150
0.6 W
0.4
' 02
0.0
0.8

4V

(e) g, = 0,200 (idem Figura 3.4.a)
Figura 3.5 — Diagramas de bifurcagdes no espago V vs. W vs. ) para barra com amortecimento C, =

Cw = C,= 5% e magnitude da solicita¢do lateral variando de g, = 0,025 a g, = 0,200.

Tomando como referéncia a Figura 3.4.a, verifica-se que anterior ao ponto

de bifurcagdo PF1, existe um tnico brago de solugdes periodicas. Até este ponto,
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todos os multiplicadores de Floquet encontravam-se dentro do circulo de raio
unitario, caracterizado assim um brago de solugdes estaveis. Contudo, nota-se na
Figura 3.6.a que, com o incremento do parametro de controle, um par de
multiplicadores complexo conjugado aproxima-se do eixo dos numeros reais,
transforma-se em um multiplicador real e sai do circulo através do ponto +1.
Neste instante, verifica-se no diagrama de bifurcagdo que o braco de solugdes
periodicas estaveis a esquerda do ponto limite PF1, torna-se instavel a sua direita.
Além disso, surgem no ponto dois novos bragos de solucdes periddicas instaveis,
superpostos entre si, relativos a solu¢des nao planares, e coexistindo com o braco
de solugdes planares. Neste caso, tem-se que o ponto PF1 corresponde a uma
bifurcagao do tipo pitchfork instavel (bifurcagdo por quebra de simetria subcritica,
também chamada de bifurcacdo simétrica instavel). Na Figura 3.4.a verifica-se
que os dois novos bragos de solugdes periddicas instdveis exibem, cada um,

quatro pontos limites, SN1, SN 2, SN 3 e SN 4.

10 o= 1.0 e
081 T 08,
0.6 ) 0.6 1
041 0.41
021 021
0.0 R 0.0 R
02] 021
04 ] 041
2061 0.6
081 0.8 .
qolET 1.0 i
00 03 06 09 12 15 0.0 03 06 09 12 15
(@) (b)
[ [
10 Freees 1.0
0.8 1 0.8 1
0.6 ) 0.6
047 0.41 \
021 021
0.0 R 0.0 — R
02] 021
041 041 j
0.6 0.6
081 0.8
1.0 e —— 1.0 R
00 03 06 09 12 15 0.0 03 06 09 12 15
(©) (d

Figura 3.6 — Multiplicadores de Floquet para o diagrama de bifurcagdo da Figura 3.3 e Figura 3.4:
(a) e (b) Referentes ao brago de solugdes B1; (c) e (d) Referentes ao brago de solugdes B2 e B3.
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Na Figura 3.6.c observa-se que, com o incremento do parametro de
controle, o multiplicador real que estava fora do circulo de raio unitdrio e
caracterizava o brago de solugdes periodicas instdveis, reaproxima-se do circulo,
entra nele através do ponto +1 e transforma-se em um par de multiplicadores
complexo conjugado. Neste instante, tem-se no diagrama de bifurcagdo a presenca
do ponto limite SN1. A seguir, o par de multiplicadores complexo conjugado que
estava dentro do circulo de raio unitario, sai e retorna ao circulo através do
primeiro quadrante, acusando no diagrama de bifurcagdes os pontos limites SN2 e
SN3, respectivamente. Na sequéncia, vé-se na Figura 3.6.d que, novamente, um
par de multiplicadores complexo conjugado aproximam-se do eixo dos nimeros
reais, transforma-se em um multiplicador real, e sai do circulo de raio unitario por
+1, caracterizando assim o ponto limite NS4.

Os pontos limites SN1, SN 2, SN 3 e SN 4, também s3o conhecidos por
bifurcagdes do tipo sela-no, ou dobra. Nestes pontos, o braco de solucdes estaveis
que existia antes da bifurcagdo transforma-se, ap6s a bifurcacdo, em um brago de
solugdes periodicas instaveis e vice-versa.

Seguindo a Figura 3.4.a, observa-se que, apos a bifurcacio sela-n6 SN 4, as
trés solugdes perioddicas instaveis convergem para um novo ponto de bifurcagdo,
PF2, onde uma das solugdes periddicas instaveis continua, apds a bifurcacdo,
como um braco de solugdes estaveis, enquanto que os outros dois bracos de
solugdes periddicas instaveis sdo destruidos (pitchfork reverso). Na Figura 3.6.b,
constata-se que o multiplicador real que estava fora do circulo de raio unitario e
caracterizava o brago de solugdes periddicas instaveis, reaproxima-se do circulo,
entra nele através do ponto +1 e transforma-se em um par de multiplicadores
complexo conjugado.

Cabe ressaltar que se for considerada na andlise apenas a equacdo de
movimento na direcdo da solicitacdo (equacdo em V), procedimento usual na
literatura (Sathyamoorthy, 1998), obtém-se apenas a curva em preto na Figura
3.4.a, que corresponde a uma curva de ressonancia tipica de um sistema com
ganho de rigidez, e os pontos de bifurcagdo pitchfork se transformam em pontos
de bifurcacdo sela-no. Perde-se desta forma todas as informagdes sobre as

vibragdes ndo planares da estrutura.
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(c) Curva de ressonancia em y (d) Superposigdo das solugdes estaveis

Figura 3.7 — Superposicdo dos bracos de solugdes estaveis para barra com amortecimento C, = Cy =
¢, = 5%, solicitagdes g, = 0,20 e gy, = 0,00. Coexisténcia de solugdes.

Para facilitar a identificagdo dos diferentes bracos de solugdes estaveis,
apresentam-se na Tabela 3.1 as coordenadas dos pontos de sela e de bifurcacao
que aparecem nos diagramas de bifurcacdo da Figura 3.3, os quais sdo
reapresentados na Figura 3.7. Em adi¢do, na Figura 3.7.d, mostram-se as faixas de
frequéncia associadas a cada brago de solugdes.

Na Figura 3.7.d verifica-se a superposicao de diversas solugdes periodicas
estaveis, existindo faixas de frequéncia com até 4 solugdes coexistentes, o que
acusa a possibilidade de ocorrerem saltos dindmicos com a variacao da frequéncia
de excitagdo. Com o objetivo de detectar a existéncia destes saltos, apresentam-se
na Figura 3.8 os diagramas de bifurcagdo obtidos através do algoritmo de forca
bruta, o qual identifica apenas as solugdes estaveis.

Como esperado, verifica-se na Figura 3.8, a possibilidade de diversos saltos
dindmicos a medida que cresce (em azul) ou decresce (em vermelho) a frequéncia

de vibragao da excitacao.
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Tabela 3.1 — Coordenadas espaciais dos pontos limites e de bifurcacdo observados na Figura 3.7.

Ponto Q v w /4
PF 1 3.700318 0.779034 0.000000 0.0000E+00
PF 2 3.652317 0.156825 0.000000 0.0000E+00
NS 1 3.554873 0.105855 0.271789 0.0986E-04
NS 2 3.561594 0.098084 0.236923 0.0855E-04
NS 3 3.600898 0.125271 0.212006 0.0761E-04
NS 4 4.231362 0.370130 0.369824 0.1315E-04
0.80 0.50
o.4oé
0.60 ] o
o.30—§
V 040
../,f'f 020%
0.20 N
E :.' 0.10 E
s
0.007H\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\l 0007 T T T y u T T u u y
3.00 3.50 4.00 450 5.00 3.00 3.50 4.00 450
Q Q
(a) Saltos dinamicos em V (b) Saltos dindmicos em W
020 5
0.15 —
'% 0 1oé
= -
0.05 —
0.00E prmppn [
3.00 3.50 4.00 450 5.00

Q

(c) Saltos dindmicos em y

Figura 3.8 — Saltos dindmicos para barra com amortecimento C, = C,, = C, = 5% e solicita¢des , =

0,20 € G, = 0,00.

A identificagdo das orbitas periddicas e o estudo de sua estabilidade nem

sempre ¢ uma tarefa facil. Para simplifica-la, geralmente se usa o mapeamento de

Poincaré, que €, em sintese, uma hiper-superficie imersa no espago de fase e no
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sentido transversal ao fluxo definido pelo sistema de equacgdes diferenciais. Este
espaco de menor dimensdo, denominado se¢do de Poincaré, onde o tempo aparece
implicitamente, ¢ comumente utilizado para visualizar a evolu¢do do sistema
dindmico no tempo e assim compreender o seu comportamento. Na Figura 3.10,
por exemplo, mostra-se a reposta no tempo e os correspondentes planos de fase e

se¢des de Poincaré para a barra engastada-livre com razdo L/b=25,
amortecimentos C, =C, =C, = 5%, solicita¢gdes ¢,=0,2 ¢ g, =0 e frequéncia
de excitagdo 2=3,68, indicada na Figura 3.9.

Por meio da Figura 3.10 ¢ possivel observar a existéncia de pelo menos trés
solugdes estaveis em Q=3,68. Observando cada uma das varidveis de estado,

verifica-se que todas as solugdes sdo de periodo 1T (uma solugdo NT corresponde
a um movimento periddico cujo periodo ¢ n vezes o periodo da excitagdo). As
solugdes A e B correspondem a vibragdes periddicas na direcdo da excitacio
enquanto a solu¢ao C corresponde a solugdo que surge devida a interagdo modal,
levando a uma vibragado periddica no espaco.

Uma visdo global do comportamento da estrutura na presenca de
perturbagdes, as quais podem ocorrer durante a construcao e vida util da estrutura,
¢ fundamental para se projetar com seguranga uma estrutura com multiplicidade
de solugdes (estruturas nao lineares) sob a acdo de cargas dinamicas. A influéncia
das condi¢des iniciais na resposta permanente do sistema pode ser analisada
estudando-se as bacias de atrag¢do das diversas solucoes. Além disso, o estudo das
bacias de atracdo tem-se mostrado uma ferramenta 1til na analise da estabilidade
global e da integridade de sistemas dindmicos (Santee, 1999; Soliman, 1995;
Orlando, 2010). Esta tarefa ¢ relativamente facil quando se lida com sistemas com
um grau de liberdade, porém torna-se bastante complexa e computacionalmente
cara quando se trabalha com sistemas com varios graus de liberdade. Ainda assim,
projecdes criteriosas da bacia de atragdo podem fornecer informagdes importantes
sobre o grau de seguranga da estrutura (Orlando, 2010).

Na Figura 3.11, apresentam-se quatro secdes da bacia de atragdo para a

frequéncia de excitagdo Q=3,68 (Figura 3.9). Nestas proje¢des observam-se

quatro regides distintas associadas a trés tipos distintos de comportamento, a
saber: a) regido preta — solucdo trivial de maior amplitude de vibracao (atrator

A na Figura 3.9); b) regido verde — solucdo trivial de menor amplitude de
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vibragao (atrator B na Figura 3.9); c¢) regides vermelha e azul — solugdes nao
triviais devidas a interagdo modal (atratores C e D na Figura 3.9,

respectivamente). Cabe destacar que as solugdes ndo triviais sdo coincidentes na

Figura 3.9.
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Figura 3.9 — Secdo investigada nos diagramas de bifurcacdo da barra com amortecimento C, = C,, =
¢, = 5% e solicitag¢des d, = 0,20 e g, = 0,00.

Olhando para cada uma das projecdes, nota-se na Figura 3.11.a a presenca
dos dois atratores triviais de periodo 1T (periodo da resposta igual ao periodo da
forca). Na Figura 3.11.c observa-se que todas as condi¢des iniciais levam a
solugdo de menor amplitude de vibragdo. Na Figura 3.11.b tém-se a presenca dos
dois atratores nao-triviais de solucao 1T, bem como a do atrator trivial de menor
amplitude de vibragdo e, na Figura 3.11.d, para um mesmo parametro de controle,
verifica-se a presenca dos quatro atratores.

Destas quatro projecdes da bacia de atracdo conclui-se que a solucao trivial
de maior amplitude s6 aparece quando se perturba o grau de liberdade de
deslocamento V e que a interacdo modal s6 ¢ ativada quando a perturbacdo

envolve alguma condicao inicial ndo nula em W.
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Figura 3.10 — Resposta no tempo e plano de fase para barra com amortecimento ¢, = ¢, = C, = 5%,

solicitagdes g, = 0,20 e g,, = 0,00 e frequéncia Q = 3,68 -

O sistema dinamico que governa o movimento nado linear da barra ¢ fungdo
de um conjunto de variaveis de estado e de parametros de controle. Até este ponto
adotou-se como parametro de controle a frequéncia de excitacdo da solicitagdo,
fixando-se a sua amplitude. Agora, adota-se como pardmetro de controle a

amplitude da solicitagdo e fixa-se a frequéncia de excitagao.
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Figura 3.11 — Secdes da bacia de atragdo para barra com amortecimento C, = €, = C, = 5%, solici-

tagdes g, = 0,20 e gy, = 0,00 e frequéncia Q = 3,68 -

Na Figura 3.12, apresenta-se a variacdo dos maximos deslocamentos da viga
com relacdo a magnitude da excitagdo lateral, destacando também os saltos
dindmicos. Para isto fixa-se a frequéncia da excitacdo em Q=355 (regido
principal de ressonancia).

O diagrama de bifurcagdo da Figura 3.12.a apresenta, inicialmente, um
unico brago de solugdes estaveis (B1), contudo com o incremento da magnitude
do carregamento, verifica-se no diagrama uma bifurcagdo do tipo pitchfork (PF1)
onde o brago de solugdes estavel torna-se instavel e surgem dois novos bragos de
solucdes periodicas instaveis (B2 e B3, superpostos), coexistindo com o anterior.

Vé-se na Figura 3.12.a que os bragos de solugdes periddicas instaveis
passam por um ponto limite sela-né (NS1) continuando, apds o ponto, como
bracos de solugdes periddicas estaveis. Seguindo o diagrama nota-se que, em

seguida, os dois bragos de solugdes periddicas estaveis alcangam um novo ponto
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sela-n6 (NS2), transformando-se, apos este, em bracos de solugdes periddicas
instaveis. Olhando para a Figura 3.12.b nota-se que precisamente no ponto de sela
NS2 a resposta apresenta um salto dindmico quando se cresce o carregamento

(azul).
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Figura 3.12 — Diagrama de bifurcagdes para viga com se¢do transversal quadrada, Q= 3,55, amor-

tecimento C, = Cy, = C,= 5% e solicitagdes gy = 0,0 e gy varidvel.
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Verifica-se na Figura 3.12.a que as trés solugdes periodicas instaveis
convergem para um novo ponto de bifurcagdo do tipo pitchfork (PF2) reverso que
coincide com um ponto extremo, onde, apos a bifurcacdo, existe apenas um brago
de solugdes periddicas estaveis (os bragos B2 e B3 sdo destruidos). Novamente
neste ponto ocorre um salto dindmico quando se decresce o carregamento
(vermelho na Figura 3.12.b). Observando a solu¢do no espaco das variaveis de
estado, nota-se que as solugdes periodicas instaveis vistas na Figura 3.12.a
ocorrem quando os deslocamentos em W (Figura 3.12.c) e a rota¢do y (Figura
3.12.e) sdo excitados, gerando um movimento acoplado.

A seguir investiga-se a estabilidade da viga engastada-livre considerando-se
as frequéncias de excitagdo QQ = 3,63, Q=3,68, Q= 3,72, Q=420 Q=425
(Figura 3.13 a Figura 3.17). Dentre os casos acima relacionados, nota-se que os
diagramas de bifurcagdes da Figura 3.13 (2= 3,63), Figura 3.14 (Q= 3,68) ¢
Figura 3.15 (QQ = 3,72) assemelham-se em comportamento aos vistos na Figura
3.12 (Q= 3,55), variando de um caso a outro apenas a amplitude dos
deslocamentos/rotagcdes e a faixa de carregamento associada a cada braco de
solugdes. Tomando com exemplo gy = 0,20, tém-se para Q = 3,63 (Figura 3.13) a
presenga de trés bracos de solugdes estaveis, para Q= 3,68 (Figura 3.14) quatro
bragos e para Q = 3,72 (Figura 3.15) novamente trés bracos de solucdes estaveis,
em conformidade com a Figura 3.9.d.

Nos diagramas de bifurca¢des da Figura 3.16 e Figura 3.17 verifica-se uma
mudang¢a de comportamento. Estes diagramas apresentam, no inicio, um brago de
solugdes estaveis (B1) que se ramifica em trés bracos de solugdes periddicas
instaveis ap6s a bifurcagdo do tipo pitchfork (PF1). Seguindo o diagrama nota-se
que dois dos bragos de solugdes periddicas instaveis (B2 e B3) passam por dois
pontos limites sela-ndé (NS1 e NS2) continuando, apés cada ponto, como bragos
de solucdes periddicas estaveis e vice-versa. Cabe mencionar que para gy = 0,20,
tém-se para Q = 4,20 (Figura 3.16) a presenca de trés bragos de solucdes estaveis
e para Q= 4,25 (Figura 3.17) a presenca de apenas um brago de solucdes
periddicas estaveis. Adicionalmente, na Figura 3.18, apresentam-se os diagramas
de bifurcagdo, no espago V vs. W vs. Qy, onde se podem observar melhor os
diferentes comportamentos da viga nas diferentes condigdes de excitagdo

(variagdo da frequéncia).
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Figura 3.13 — Diagramas de bifurcagdo para viga com se¢do transversal retangular, Q= 3,63,
amortecimento C, = Cy, = C,= 5% e solicita¢des gy = 0,0 e ¢, varidvel.

Ainda que os resultados obtidos variando-se a amplitude da solicitacdo até a
magnitude gy = 6,00 ou superior sejam matematicamente consistentes, faz-se
necessario verificar a coeréncia fisica dos resultados. Uma vez que os
deslocamentos da barra sdo divididos pelo seu comprimento L, qualquer

deslocamento superior a unidade ¢ fisicamente incoerente, pois seria maior que o
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proprio comprimento da barra. Tendo em conta este aspecto, apresenta-se na
Figura 3.19, Figura 3.20 e Figura 3.21 as curvas de ressonancia da viga em V, W e
7, respectivamente, considerando diferentes magnitudes da solicitagdo. Nesses
diagramas a informacdo sobre a estabilidade das solugdes, bem como, a

identificacdo dos pontos limites foram omitidas por conveniéncia.
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Figura 3.14 — Diagramas de bifurcagdo para viga com se¢do transversal retangular, Q= 3,68,

amortecimento C, = Cy, = C,= 5% e solicita¢des gy = 0,0 e ¢, varidvel.
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Figura 3.15 — Diagramas de bifurcagdo para viga com se¢do transversal retangular, Q= 3,72,
amortecimento ¢, = Cy, = C,= 5% e solicita¢des gy = 0,0 e ¢, varidvel.

Observa-se que, diminuindo a magnitude da solicitagdo ¢y, as rotagdes
devidas a tor¢do da viga tornam-se menos importantes. Em consequéncia, os
efeitos das ndo linearidades na resposta da viga também diminuem e os

deslocamentos oriundos do acoplamento modal tendem a desaparecer, o que
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ocorre para gy = 0,025. Nota-se que, para magnitude da solicitacao gy > 0,3, os

deslocamentos medidos sdo maiores que a unidade e, portanto, fisicamente

incoerentes.
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Figura 3.16 — Diagramas de bifurcagdo para viga com se¢do transversal retangular, Q = 4,20,

amortecimento C, = Cy, = C,= 5% e solicita¢des gy = 0,0 e ¢, varidvel.
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3.4.

Vibracdo forcada amortecida — flexdo obliqua
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(f) Salto dinamico em y

Figura 3.17 — Diagramas de bifurcagdo para viga com se¢do transversal retangular, Q =425,

amortecimento C, = Cy, = C,= 5% e solicita¢des gy = 0,0 e ¢, varidvel.

Na literatura, a andlise deste problema tem se restringido a excitagdes
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atuantes apenas na dire¢do de um dos eixos principais de inércia da secdo
transversal. Entretanto, observa-se em Orlando (2010) que, em estruturas com
interagdo modal, a direcdo do carregamento tem uma influéncia marcante nas
bifurcagdes e multiplicidade de solugdes. Razdo esta que motiva o seu estudo

nesta secao do trabalho.
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Figura 3.18 — In fluéncia da frequéncia da excitagdo nos diagramas de bifurcacao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

0.75

0.50

0.25

0.00 <prmerrrrprerrere e e
300 350 400 450 500 550
Q

(a) qy = 0,400

0.75

0.50

0.25

ST T TS N A R A AENY MO

0.00 —frrrrrrrrr T T
300 350 400 450 500  5.50

Q
(¢) gy = 0,200

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00 —rrrrrrr R
300 350 400 450 500 550

Q
(e) gy = 0,050

0.25

e
2
S
e b b b b b

0.00 Zrrerrrr e T
300 350 400 450 500 550
Q

(b) qy = 0,300

0.00 Trrrrrrrrr e
300 350 400 450 500 550

Q
(d)q,= 0,100

0.05

0.00 e
300 350 400 450 500 550

Q
() qv = 0,025

103

Figura 3.19 — Influéncia da magnitude da carga nos diagramas de bifurcagdo. Amortecimento C, =

Cw=C,= 5% ey varidvel. Variavel de estado V .

Em virtude das simetrias da secdo quadrada, varia-se a direcdo da excitacao
entre 0° ¢ 45°, dividindo para tanto o carregamento distribuido harménico em duas

componentes, uma atuante na dire¢cdo Y e outra na dire¢do Z . Tomando a barra

engastada-livre com razdo L/b=25, assume-se inicialmente, ¢, = Qu =
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0,1414213562, quer dizer, assume-se uma solicitacao lateral cuja resultante possui
45° de inclinacdo com respeito ao plano XY . Para efeito de compara¢do a

magnitude da forca permanece a mesma do caso anterior, ou seja, igual a

(av° +qw’ )™ =0,20.

0.75 0.75
0.60 0.60
0.45 | 0.45 |
W] ]
0.30 0.30
0.15 0.15
0.00 —frrrrrrer et e e 0.00 —prrrrrrrer e F e
300 350 400 450 500 550 300 3.50 400 450 500 550
Q Q
(a) g, = 0,400 (b) 9,=0,300
0.45 0.25
] 0.20
0.30 .
i 0.15
W ]
i 0.10 |
0.15 .
] 0.05 |
0.00 N aAREIaZ e 0.00 —prrrrrrer e
300 350 400 450 500 550 300 3.50 400 450 500 550
Q Q
(c) g, =0,200 (d) 9,=0,100
0.15 0.15
] . ]
0.10 0.10
W b |
0.05 0.05
0.00 e 0.00
300 350 400 450 500 550 300  3.50 400 450 500 550
Q Q
(e) g, = 0,050 () g, = 0,025

Figura 3.20 — Influéncia da magnitude da carga nos diagramas de bifurcagdo. Amortecimento C, =

Cw=C,= 5% e ( varidvel. Variavel de estado W.
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Figura 3.21 — Influéncia da magnitude da carga nos diagramas de bifurcagdo. Amortecimento C, =

Cw=C,= 5% e ( varidvel. Variavel de estado y .

Seguindo a metodologia utilizada para o estudo da resposta dindmica da
barra em flexdo simples, apresenta-se na Figura 3.22 a variacdo dos maximos
deslocamentos da barra como fun¢do da frequéncia de excitacdo lateral. Na

Figura 3.23 apresentam-se os diagramas de bifurcacdo da Figura 3.22 no espaco
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V—W—-Q ¢ W—y—-Q, onde se podem observar melhor os diversos bragos de

solucdes estaveis e instaveis na vizinhanga das bifurcagoes.

Verifica-se na Figura 3.22 e Figura 3.23 que os diagramas de bifurcagdo
para flexdo obliqua apresentam as mesmas bifurcagdes vistas na flexdo simples.
Nota-se que um braco de solu¢des periddicas estaveis evolui aumentando a
amplitude dos deslocamentos e no ponto de maximo o ponto de bifurcagdo, PF1.
Neste ponto, o braco de solucdes periddicas estaveis torna-se instavel e surgem

dois novos bragos de solugdes periddicas instaveis (bifurcagdo pitchfork instavel).
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Figura 3.22 — Diagramas de bifurcagdo para barra com amortecimento C, = ¢, = C, = 5% e solicita-
cdes Oy = O = 0,14142135

Antes destes trés bragos de solucdes periddicas instaveis se unirem em um
novo ponto de bifurcacdo, PF2, onde os dois bracos de solugdes nao planares sdo
destruidos e o braco de solugdes planares continua, ap6s a bifurcacdo, como um
brago de solugdes estaveis, verifica-se que cada novo brago de solugdes periddicas

ndo planares passa por quatro pontos limites (sela-nd). Em particular, observa-se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

107

na Figura 3.22 que os deslocamentos V e W, em virtude da simetria da segdo,

apresentam as mesmas amplitudes e mesmo comportamento. Observa-se ainda
que o angulo de tor¢do ¢ nulo até que se atinja a regido de ressonancia, instante
em que ele assume valores pequenos. Apesar de pequeno, o angulo de tor¢ao nao
nulo ¢ importante, pois indica a presenga das solugdes acopladas com movimento
fora do plano da excitacao.

Para facilitar a identificagdo dos diferentes bragos de solugdes estaveis,
apresentam-se na Tabela 3.2 as coordenadas dos pontos de sela e de bifurcagio
que aparecem nos diagramas de bifurcacdo da Figura 3.22, os quais sdo

reapresentados na Figura 3.24.

/,/”” | e
0-?5 - // T )
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(a) Curva de ressonancia em v—w—C) (a) Curva de ressonancia em y—w—Q

Figura 3.23 — Detalhes do diagrama de bifurcagoes da Figura 3.22 na regido de ressonancia.

Tabela 3.2 — Coordenadas dos pontos limites e de bifurca¢ao observados na Figura 3.24.

Ponto Q v W /4
PF 1 3.700313 0.548186 0.553505 1.5163E-07
PF 2 3.652288 0.110915 0.110915 2.8858E-09
NS 1 3.554873 0.260203 0.131877 9.8821E-06
NS 2 3.561593 0.219005 0.133295 8.5526E-06
NS 3 3.600912 0.196314 0.148537 7.6017E-06
NS 4 4231362 0.374546 0.365349 1.3109E-05
NS5 3.554873 0.131874 0.260201 9.8782E-06
NS 6 3.561594 0.133296 0.219002 8.5524E-06
NS 7 3.600890 0.148529 0.196317 7.6049E-06
NS 8 4231362 0.365359 0.374564 1.3192E-05
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Figura 3.24 — Superposicao dos bragos de solugdes estaveis para barra com amortecimento C, = Cy
=, = 5% e solicitagdes g, = Qy = 0,14142135

Em especial, na Figura 3.24.d, mostram-se as faixas de frequéncia
associadas a cada braco de solucdes, bem como a superposicao das solugdes
estaveis, existindo faixas de frequéncia com até 4 solugdes estaveis coexistentes, o
que acusa a possibilidade de ocorrerem saltos dindmicos com a variacdo da
frequéncia de excitacao.

Na Figura 3.25 mostram-se os diagramas de bifurcacdo obtidos através do
algoritmo de forca bruta, os quais identificam apenas as solugdes estaveis e
permite identificar os saltos dindmicos a medida que se cresce (em azul) ou
decresce (em vermelho) a frequéncia da excitacao.

Dando continuidade ao estudo das bifurcacdes e multiplicidade de solucdes
presentes no comportamento dindmico da barra engastada-livre sujeita a flexao

obliqua, apresenta-se na Figura 3.27 a reposta no tempo e os correspondentes
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planos de fase e mapas de Poincaré considerando uma solicitagdo com frequéncia
de excitagdo 2=3,68, indicada na Figura 3.26.

Por meio da Figura 3.27 € possivel observar a existéncia de quatro solucdes
periddicas estaveis para (2=3,68, sendo duas no plano do carregamento (tor¢do
nula), uma ressonante de maior amplitude (curva na cor preta) e a nao ressonante
de menor amplitude (curva na cor verde) e duas fora do plano do carregamento,
(curvas na cor vermelha e azul — tor¢do ndo nula), ocorrendo entre ambas apenas
uma diferenca de fase. Na Figura 3.27 verifica-se, ainda, que todas as solugdes sao
de periodo 1T (um ponto na se¢ao de Poincar¢), ou seja, vibram com a frequéncia
da excitacdo. Na Figura 3.28, apresentam-se quatro se¢des da bacia de atracdo

para a frequéncia de excitagdo 2 =3,68.
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Figura 3.25 — Saltos dindmicos para barra com amortecimento ¢, = ¢y, = C, = 5% e solicita¢des ¢, =

Qw=0,14142135.

Nas segdes da bacia de atracdo observam-se quatro regides distintas
associadas aos quatro tipos distintos de comportamento, sdo elas: a) regido preta —
solug¢do planar de maior amplitude de vibragdo (atrator A na Figura 3.26); b)

regido verde — solu¢do planar de menor amplitude de vibracdo (atrator B
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na Figura 3.26); c¢) regido vermelha — solucao ndo planar devida a interagdo modal
(atrator C na Figura 3.26); d) regido azul — solu¢do nao planar devida a interacao
modal (atrator D na Figura 3.26). Olhando para as regides associadas as solucdes
ndo triviais, nota-se que existe uma bacia continua rodeando cada atrator, mas
que, para grandes perturbagdes, a bacia passa a ter uma estrutura fractal, indicando

sensibilidade a perturbagdes iniciais.
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Figura 3.26 — Secdo investigada nos diagramas de bifurcagdo da barra com amortecimento C, = Cy,
=¢,= 5% e solicita¢des ¢y = qy = 0,14142135

Em adicdo, apresenta-se na Figura 3.29 e Figura 3.30 a evolu¢do dos
diagramas de bifurcacdo em funcdo da direcdo da excitacdo, desde a flexdo
simples (0° de inclinagdo) até a flexdo obliqua a 45°. Por conveniéncia, nestes
diagramas, os pontos limites foram omitidos. Nota-se que para todos os angulos

tém-se as mesmas bifurcacdes. Para um angulo diferente de 0° o deslocamento W

¢ ndo nulo para qualquer valor de Q e cresce a medida que aumenta este angulo.
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(c) Deslocamento y — Velocidade y .

Figura 3.27 — Resposta no tempo € plano de fase para barra com amortecimento ¢, = Cy = C,= 5%,

solicitagdes gy = qy = 0,14142135q, = q,, = 0.14142135 62 e frequéncia Q = 3,68 .

Em todos os casos o angulo de tor¢do, y , s6 existe na regido de ressonancia

dando origem as oscilagdes fora do plano da excitagdo, embora se conserve com
pequena amplitude. Nota-se ainda que para 0° tem-se um caso degenerado onde ha

a coincidéncia dos dois caminhos que emergem do ponto de bifurcagao pitchfork.
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Quando se considera um pequeno angulo, nota-se de forma clara a presenca dos
dois caminhos independentes caracteristicos de uma bifurcacdo por quebra de
simetria.

1.6

12

0.8

0.4

V 0.0
-0.4
-0.8

-1.2

-1.6
-8.0 -4.0 0.0 4.0 8.0

w

(a) Deslocamento V — Velocidade v (b) Deslocamento W — Velocidade W

0.4
0.3
0.2

Y (x104

2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -1.6 -1.2 -0.8 -04 0.0 04 08 1.2 1.6
Y (x107 w

(c) Deslocamento y — Velocidade y (d) Deslocamento V — Deslocamento W

Figura 3.28 — Bacias de atragdo para barra com amortecimento ¢, = C,, = C, = 5%, solicita¢des ¢, =

Qw = 0,14142135¢ frequéncia = 3,68 .

Finalmente, apresentam-se na Figura 3.31 e Figura 3.32 os diagramas de
bifurcagdes, no espago V vs. W vs. 2 e V vs. W vs. ¥, para um carregamento lateral
com inclinacdo de 22,5° e valores crescentes da magnitude da carga. Nota-se que
para ( q + quw’ )™ = 0,025 (Figura 3.31.a) a inclinacdo da carga ndo ¢ suficiente
para induzir movimentos acoplados significativos, os quais ja podem ser
observados na Figura 3.31.b onde ( q,° + qu” )™ = 0,05. As mesmas bifurcacdes se
mantém nos diagramas seguintes (Figura 3.31.c e Figura 3.31.d), isto é, para
(g’ +aqu’ )™ = 0,100 e (q°+qu’ )™ = 0,2, com aumento nas amplitudes dos
deslocamentos V e W, o que também se verifica para o angulo de tor¢do y nos

diagramas de bifurca¢@o da Figura 3.32.
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oy J=—
N .

(c) 38° (d) 45°
Figura 3.29 — Evolucao do diagramas de bifurca¢des no espaco v—w—Q, para barra com amorte-

cimento C, = Cy =C,= 5% e dire¢do resultante do carregamento variando de 0° a 45°.
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Figura 3.30 — Evolugdo do diagramas de bifurca¢des no espago v —w -y, para a barra com amor-

tecimento C, = C,, = C,= 5% e dire¢do resultante do carregamento variando de 0° & 45°.
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Figura 3.31 - Diagrama de bifurcagdes no espago vV vs. W vs. © ¢, = ¢, = C, = 5% e diferentes mag-
nitudes da for¢a resultante ( q,> + gy,° )™ a 22,5°.

O mesmo comportamento ¢ observado nos diagramas de bifurcagdes da
Figura 3.33 e Figura 3.34, onde se considera o carregamento lateral resultante com
45° de inclinagdo. Cabe destacar que os resultados até aqui apresentados sao
dependentes do grau de amortecimento definido para a estrutura. A Figura 3.35
ilustra a influéncia do amortecimento no diagrama de bifurcacdes. Verifica-se que
a medida que o amortecimento decresce, vibragdes ndo planares sdo observadas
para valores cada vez menores de carregamento. Assim, para barras metalicas
esbeltas que exibem baixo nivel de amortecimento, oscilagdes ndo planares podem

ser observadas mesmo que o carregamento seja de pequena magnitude.

3.5.

Efeito da assimetria da secéao transversal

No item anterior confirmou-se que, em estruturas com interagdo modal, a

direcao do carregamento tem influéncia marcante nas bifurcagdes e multiplicidade
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de solucdes (Orlando, 2010; Gavassoni, 2012). Segundo Orlando (2010), outro
fator importante sdo as possiveis simetrias associadas ao sistema estrutural, razao
esta que motiva o estudo da influéncia da assimetria da secdo transversal nas
bifurca¢des e multiplicidade de solugdes.

Para entender este efeito consideram-se trés casos: (a) a/b=1,00, (b)
a/b=0,99 e (c) a/b=1,01. Ressalta-se que, para facilitar comparagdes e
evidenciar particularidades, alguns dos resultados obtidos nas se¢des anteriores

(barra em flexdo simples e obliqua) sdo reapresentados a seguir.

08— 0gg—T i
060 - 060 -
V 049 V g
029 L | 029 S
o T o 0 T o &
Vs Gl g O 05 g Ly
0.5 %\'m 020 w 0.5 o 020 o
¥ 107ty i ¥ x10™)
2 24,0,5 _ 2 2,05 _
(a) ( qv + QW ) - 0,025 (b) ( QV + qw ) - 0,050
w1 T . —T
060 060
Vol ris Vg &
Pl &
| G \
0 =l 0 I
044 2y 20
/ Jf}éf s _/I
Uﬂo‘.-_ =< 0op 4 i S
0.0p " 0' ~— '060 80 ! 0 — M,o 00
.05 0o 015 = 'ojw o 05 0. n[ls MD 240
I w - 2

¥ <107 ¥ (x107h

(©) ( qu + qw2 )0’5 =0,100 (d)( QVZ + qw2 )0’5 =0,200

Figura 3.32 - Diagrama de bifurcagdes no espaco V vs. W vs. y para C, = Cy, = C, = 5% e diferentes

magnitudes da forga resultante ( q,” + g, )™ 4 22,5°.

Para os trés casos citados, as amplitudes modais normalizadas sao C, =1.00,
Cw=1.00 e C,=1.414214. Ademais, na Tabela 3.3 apresentam-se as propriedades
geométricas das barras e a menor frequéncia natural associada a cada modo de
vibragdo. Nela, verifica-se que, para a secdo quadrada (Caso a), as duas
frequéncias de vibragao relativas aos modos de flexdo sdo iguais, levando a uma

ressondncia interna 1:1. Observa-se também que pequenas variacdes nas
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dimensdes da se¢do transversal (casos b e ¢) funcionam como um parametro de

quebra de simetria (detuning parameter), levando a uma pequena diferenca entre

as duas frequéncias de flexao.

a v s W

(©) (o + g’ )" = 0,100

00—
0.6 -
Y 04y
02|
| A | ol
o‘m JJ =
o o o
Q i :

(b) (q* +aw’ )™ = 0,050

080. — T

(@ (g’ +aw’ ) =0,200

Figura 3.33 - Diagrama de bifurcagdes no espago vV vs. W vs. Q para C, = Cy = C, = 5% e diferentes

magnitudes da for¢a resultante ( g,° + q,” )™ a 45,0°.

Tabela 3.3 — Propriedades geométricas e frequéncias naturais de vibragao.

Casos

(a)a/b=1,00 (b)a/b=099 (c)a/b=1,01

Propriedades

Momento de inercia, J,, 0.000133
Momento de inercia, J; 0.000133
Momento de inercia, J; 0.000266
Pardmetro adimensional, 3, 1.000000
Parametro adimensional, 3, 0.643810
Frequéncia de flexdo, wy, 3.516216
Frequéncia de flex@o, oy 3.516216
Frequéncia de tor¢do, o, 77.181677

0.000133 0.000133
0.000131 0.000136
0.000264 0.000269
0.980100 1.020100
0.636564 0.651120
3.481054 3.551379
3.516212 3.516220
77.130820 77.231520
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Figura 3.34 - Diagrama de bifurca¢des no espago V vs. W vs. ¥ para C, = Cy = C, = 5% e valores
crescentes de (0,° + 0’ )™ a 45,0°.

As Figura 3.36 e Figura 3.37 apresentam os diagramas de bifurcagao
respectivamente no espacgo (V- W - Q) e (W - y- Q) para trés diferentes dire¢des da
excita¢do (0°, 22,5° e 45,0° com respeito ao plano XY). A magnitude da excitagao
harménica lateral & (qy + qw)”> = 0.20 ¢ os coeficientes de amortecimento viscoso
adotados s3o cv = cw = cy = 5%. Na Figura 3.36.a, Figura 3.36.d e Figura 3.36.g
(0°), as curvas pretas correspondem a vibragdes na dire¢do da excitagdo (o
deslocamento W e o angulo de tor¢ao ysdo nulos). Estas correspondem, portanto, a
curva classica de ressonancia obtida quando a acoplamento flexdo-flexao-tor¢ao
nao ¢ considerado, levando a uma equivocada descricao das oscilagdes.

Se o acoplamento modal ¢ considerado, dois novos bragos de solucdes
aparecem (vermelho e azul) devido aos pontos de bifurcacdo do tipo pitchfork
PF1 e PF2, os quais sdo coincidentes para barra com razao a / b = 1.00, justamente
pela simetria da se¢do transversal em relacdo a direcdo do carregamento. Estes
novos bracos de solugdes correspondem ao movimento fora do plano, ou seja, o

deslocamento W e o angulo de tor¢do y sdo excitados pelo acoplamento flexdo-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

119

flexao-tor¢ao. Ao longo destes bracos de solugdo fora do plano alguns trechos de
solucdes estaveis sao detectados: de SN1 = SN5 a SN2 = SN6 ¢ SN3 = SN7 a
SN4 = SN8& para a/b=1,00, de SN3 = SN5 a SN4 = SN6 paraa/b=0,99 e de
PF1 a SNI = SN4 e entre SN2 =SNS5 a SN3=SN6 paraa/b=1,01.Isto leva

a varios atratores coexistentes em diversas faixas de frequéncia da excitagao.

s il
039

V029 |

T .,..,._,29
00 0 :

o s

(©)cv=Cw=0,=2,5%

02—

V 0g-

0.05

450

sl
015 (
] ’ o
v 010 j
\j SN2
0.05
oy =
]I -7--7[-7--7--7--‘ o — E 0-2u|
’ 3.50 == -
a 0 L 005 0l
Q . o !

(dcy=cy=c,=5%

(Equivalente a Figura 4.32.b, porém, em outra
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0
o5 "

4,08 w

(e) cy=Cy=1¢,=10,0%

Figura 3.35 — Diagrama de bifurcacdes no espago V vs. W vs. 2 para viga com solicitagdo lateral

com resultante ( 0, + ¢,,° )™ = 0,050 aplicada a 45,0° e diferentes coeficientes de amortecimento.
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Figura 3.36 — Diagramas de bifurcagdo no espago v — w — Q para as trés diregdes da excitacao.

O ponto de bifurcacao pitchfork PF1 move-se em diferentes direcdes devido
ao efeito da assimetria da se¢do transversal, tal como se mostra na Figura 3.36.b
para a/b=0,99 e na Figura 3.36.c para a/b=1,01. A perda da dupla simetria
também influencia as bifurcagoes sela-né ao longo dos bracos de solugdes fora do

plano.
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Figura 3.37 — Diagramas de bifurcagdo no espago w — y — () para as trés dire¢des da excitacdo.

Comparando a Figura 3.36.a, Figura 3.36.d e Figura 3.36.g, conclui-se que
pequenas variagdes nas dimensdes da se¢do transversal levam a significantes
variagOes nas trajetorias de equilibrio da estrutura e sequéncias de bifurcagdes.

A variacdo do angulo de tor¢do y para os trés casos investigados ¢ mostrada
na Figura 3.37. Nela verifica-se que as oscilagdes por tor¢do ocorrem apenas nas
regides de ressonancia. Na Figura 3.37.a, Figura 3.37.d e Figura 3.37.g verifica-se
que o aparecimento das oscilagdes por tor¢do estd associado com os pontos de

bifurcagdo PF1 ¢ PF2.
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Na Figura 3.36.b e Figura 3.36.c as curvas pretas correspondem a excitacdes
na dire¢do da excitacdo, enquanto as curvas vermelhas e azuis correspondem a
oscilagdes fora do plano. Nelas, devido ao efeito da assimetria do carregamento,
os dois novos bragos de solugdes que surgem do ponto pitchfork (vermelho e azul)
ndo sdo coincidentes, como na Figura 3.36.a. Entretanto, elas apresentam a mesma
sequéncia de bifurcagdes. Os diagramas de bifurcagdes apresentados na Figura
3.36.a, Figura 3.36.b e Figura 3.36.c para a/b= 1,00 mostram que a dire¢do do
carregamento também exerce uma marcante influéncia nos resultados.

O efeito simultaneo da variacdo nas dimensdes da se¢do transversal ¢ da
direcdo do carregamento pode ser observado na Figura 3.36.e-f e na Figura
3.36.h-i. Devido a estas duas quebras de simetria, os pontos de bifurcacio
pitchfork ndo ocorrem mais. Apenas bifurcagdes do tipo sela-n6 sdo observadas, 4
para a carga com resultante a 22.5° e 6 para 45°. Este comportamento era
esperado, visto que as bifurcagdes do tipo pitchfork sdo estruturalmente instaveis,
sob um ponto de vista matematico, sendo destruidas pelas imperfeicdes.
Novamente, observa-se que os resultados para a/b = 0,99 sdo bastante diferentes
dos obtidos para a/b=1,01, evidenciando mais uma vez a forte influéncia da
perda de simetria nas oscilagdes da barra, influéncia esta também observada nas
oscilagdes de tor¢do apresentadas na Figura 3.37.

Comparando as respostas obtidas para estes trés casos, conclui-se que as
duas variagdes nas dimensdes da secdo transversal da barra (a/b=0,99 e
a/b=1,01) funcionam como imperfeigdes com sinais contrarios (Thompson e
Hunt, 1984). Ilustra-se isto na Figura 3.38, na qual se comparam as curvas de
ressonancia dos trés casos, considerando a excitacdo atuando a 45°. Enquanto a
curva para a/b=0,99 aproxima-se da curva ideal (a/b = 1,00) pela esquerda, a
curva para a/ b= 1,01 aproxima-se da curva de referéncia pelo lado direito. Isto
também explica as diferencas apontadas entre os resultados obtidos para barra
comrazioa/b=0,99ea/b=1,01.

Para auxiliar o entendimento a respeito do cenario bifurcativo e identificar
as faixas de frequéncia onde diferentes atratores coincidem, projegoes
bidimensionais dos diagramas de bifurcagcdes sdo apresentadas na Figura 3.39,

onde se relaciona a variacdo da coordenada v com frequéncia Q da excitacao.
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Figura 3.38 — Compara¢do dos diagramas de bifurcagdo para a/b=1.00, a/b=0,99 e
a/b=1.01 para excitagdo aplicada a 45°.

A coexisténcia de atratores e bifurcacdes levam a vérios saltos dindmicos
com a variacdo da frequéncia da excitagdo. Na Figura 3.40 mostram-se os
diagramas de bifurcacao obtidos com o método da forca bruta incrementando (em
azul) e decrescendo (em vermelho) a frequéncia de excitagdo da carga.

Algumas das solugdes coexistentes na Figura 3.40 sdo ilustradas na Figura
3.41, que exibe projecdes da resposta no tempo e do plano de fase com mapa de
Poincaré sobreposto para Q = 3.643. A Solugdo A corresponde as vibragdes
periddicas na direcdo da excitacdo (¥ = 0.00), enquanto as outras solugdes
correspondem a vibragdes periddicas fora do plano induzidas pelo acoplamento
flexao-flexao-torcao. A Figura 3.42 apresenta algumas se¢des da bacia de atracao

hexadimensional no plano y vs. y, associada as solugdes encontradas nos

diagramas de bifurcacao da Figura 3.41. Nelas, os pontos amarelos correspondem

as projecdes dos diferentes atratores neste plano.
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Figura 3.39 — Curva de ressonéncia no plano v — Q
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As cores usadas para identificar cada uma das regides na Figura 3.42 s3o as

mesmas usadas para identificar as Orbitas na Figura 3.41. Novamente, os

resultados mostram que pequenas variagdes nas dimensodes da se¢do transversal da

barra resultam em acentuadas modificagdes do cendrio bifurcativo, devido, por

sua vez, a influéncia destas no numero e nas caracteristicas das solugdes

periddicas.
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Figura 3.40 — Saltos dindmicos para frequéncia de excitagdo crescente (azul) e decrescente (verme-

lho).
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Figura 3.41 — Projecdes das resposta no tempo e planos de fase dos atratores coexistentes em

Q) =3.643.
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Figura 3.42 — Se¢des da bacia de atragdo para QQ = 3.643.

3.6.

Carga axial

A presenga de cargas concentradas axiais estaticas ¢ dindmicas sdo comuns
em varias estruturas. Dependendo da sua magnitude e da sua frequéncia de
vibragdo, as cargas concentradas podem interferir de forma significativa no

comportamento dindmico do sistema.
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Aqui, na se¢do 3.6.1, a relacao frequéncia amplitude ¢ obtida, considerando
apenas a parcela estdtica Ps da carga axial. Na secdo 3.6.2, a instabilidade
paramétrica ¢ analisada, considerando apenas a parcela dindmica q, cos (€, t) da
carga axial. Na secdo 3.6.3, a influéncia da carga estdtica na instabilidade
paramétrica ¢ estudada considerando, simultaneamente, as parcelas estatica e
dindmica da carga axial, isto ¢, Ps + gy cos (€ t). Finalmente, a influéncia da
carga axial estitica nas curvas de ressonancia, ¢ investigada considerando a
parcela estatica Ps da carga axial e uma carga harmonica gy cos (€2, t) aplicada ao
longo da barra. Para estes estudos adota-se novamente uma se¢do transversal

quadrada com altura a e largura b= 1.

3.6.1.

Influéncia da carga axial estatica na relacao frequéncia amplitude

Com as consideracdes anunciadas previamente, obtém-se o seguinte sistema

dinamico de equacdes diferenciais nao lineares:

Ve, v+ (12.3638+0.8584 P, +0.85840, cos(C, t))V —6.5985 w

+(22.2693vw? +4.3116v* [P, +q, cos(Q,t)]+40.4527 (vw? +v*)

2 o2 . . . . o2
+4.5979[v +W +vv+wwjv—1.7246.10‘3 (vz V+VWW+ WWV+VV )
—6.5005.107 Wy+3.2552.10~° wy—0.7830 g, cos(Q, t)= 0

W, W [12.3638+0.8584 P, +0.85840, cos(C2, t)|w+6.5985 v (3.16)

+(22.2693wv>+ 43116W° [P, + q, cos(Q,1)]+40.4527 (wv> + w*)

2 2 oo o o .

L] L] L1 (1] L] 2
+4.5979(w FV +WWH vv)w—1.7246.103(W2W+vwv+vvw+ww J

+6.5005.10 vy = 0

y+C,y +5957,0 +2,6746 (v W—VW)—0,000I vw=0
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Figura 3.43 — influéncia da carga axial estatica na menor frequéncia natural de vibragdo e na rela-

¢do frequéncia-amplitude.

A menor frequéncia natural da barra ndo amortecida ¢é wo=3,5162,
enquanto a carga critica é P, = (n° El / 4L%) = 15,2532. Pela Figura 3.43.a, onde o
quadrado da frequéncia natural ¢ apresentado em funcao da carga axial estatica,
verifica-se que, enquanto a carga axial aumenta, a frequéncia natural diminui,
tornando-se zero quando a carga axial alcanca o valor critico. A carga axial
também exerce uma influéncia significativa na relacdo frequéncia vs. amplitude
associada a menor frequéncia natural de vibracdo, como se mostra na Figura
3.43.b.

A barra ndo carregada exibi um pequeno grau de ndo linearidade com
modesto ganho de rigidez (comportamento hardening). Com o aumento da carga,
primeiro o grau de ndo linearidade diminui e, para certo nivel de carga, a curva
comega a inclinar-se para a esquerda (comportamento softening). Para niveis
elevados de carga, uma forte perda de rigidez ¢ observada.

Em estruturas de barras, as nao linearidades geométricas levam a um ganho
da rigidez efetiva, enquanto as nao linearidades inerciais levam a sua perda. Isto
significa que, com o aumento da carga axial, aumenta-se a importancia das nao
linearidades inerciais nas equagdes de movimento. Este comportamento foi

observado experimentalmente por Jurjo (2001).
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3.6.2.
Instabilidade paramétrica nas regides principal e fundamental de

ressonancia

Agora, o comportamento dindmico ndo linear de uma barra engastada livre,
sujeita apenas a uma carga axial harmodnica, ¢ estudado. Aqui se adota
Cy = Cw = C,= 5%. A Figura 3.44 apresenta a fronteira de instabilidade paramétrica
da barra no espago de controle da forca (frequéncia Q, vs. magnitude ¢, da
excitacdo). Acima da curva de instabilidade paramétrica, perturbagdes da solucao
trivial, ainda que infinitesimais, resultam em um crescimento exponencial das
vibragdes laterais. A curva de instabilidade paramétrica ¢ composta por varias
curvas, cada uma associada com uma bifurcagao local.

A primeira regido de instabilidade paramétrica importante esta associada
com a ressonancia fundamental, isto ¢, quando a frequéncia da excitacdo ¢ igual a
menor frequéncia de vibracao (my) da barra. A segunda regido de importancia, a
direita, est4 associada com a regido principal de instabilidade paramétrica e ocorre
quando a frequéncia da excitagdo ¢ igual a duas vezes a menor frequéncia de
vibragdo da barra (2 ). Os vales menores, a direita, estdo relacionados com
ressondncias superharménicas. A medida que a carga axial aumenta e a frequéncia
natural diminui, a curva de instabilidade paramétrica move-se para a esquerda e
aproxima-se de zero.

Para entender a perda de estabilidade da barra e as bifurca¢des associadas
com a curva de instabilidade paramétrica, um estudo do movimento
tridimensional da barra nas duas regides mais importantes de instabilidade
paramétrica (Q, =2 my ¢ Q, = w) € apresentado a seguir. Como ponto de partida,
na Figura 4 mostra-se o diagrama de bifurcacdo para QQ, =2 . Este diagrama foi
obtido tomando como parametro de controle a amplitude q, da excitagdo. Na
Figura 3.45.a mostra-se a variagdo dos pontos fixos do mapa de Poincar¢ para os
deslocamentos transversais V e W, os quais sdo andlogos. Na Figura 3.45.b mostra-
se os resultados para o angulo de tor¢ao. Nestes diagramas, seis tipos de solugdes
sd0 observadas: a solu¢do trivial identificada como solucao T (brago de solugdes
na cor marrom); duas respostas ndo triviais, chamadas P2 (I, O), de solucdes

acopladas e periodo dois (bracos de solugdes na cor verde), as quais, em razao do


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

130

40.0

Q,=0,=3.5162 Q,=2

u

. =7.0324

O
c
[\e}
¢ o ¢
(e
REERENETE FRRRNRNNN A RERRREE] ARNRRAEN,

(O]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0.0 \HHHH‘\HHHH‘HHH\H‘\HH‘HH‘\HHHH‘HHHH\‘HHHH\‘H\HHH‘\HHHH‘HHHH\
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Qy
Figura 3.44 — Fronteira de instabilidade paramétrica no espagco de controle. Carga axial :

Qucos( L t).

e
w

P8 (1,2)

<
o

e
=

\ P2 (I, 0) —

T =

/ B T

V,W 0.0

S
=

s
[\)
\
\
|

o
w

\\‘\\‘\\‘\H\HH\‘\HHH\\‘HH\HH‘HHHH\‘H\'\
00 03 06 09 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
qu

(a) Diagrama de bifurcagdes em v (W analogo)

4.0x10°
3.0x10°
1 S B e
v 2.0x10° -~
1.0x10° -
R P2 (1, 0)
O'OXIO T ‘\\ ‘\\ ‘HH\\H\‘\\\H\H\‘HH\HH‘HHH\H‘\\

00 03 06 09 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
q

(b) Diagrama de bifurcagdes em y
Figura 3.45 — Diagrama de bifurca¢des e mapa de Poincaré para barra sujeita a uma carga axial,

considerando Q, =2 m,.
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acoplamento modal e da simetria da estrutura, estdo superpostas na Figura 3.45;
duas solugdes acopladas ndo triviais com periodo de vibracdo 8, chamadas P8 (1,
2) e identificadas na cor vermelho, que também estdo superpostas na Figura 3.45;
e uma solugdo caotica identificada como solu¢do C (nuvem de pontos azuis).

Na Figura 3.46 apresenta-se um detalhe do diagrama de bifurcagdes na
vizinhanca da fronteira de instabilidade paramétrica, obtido usando o algoritmo de
continuagdo (Figura 3.46.a) e o método da for¢a bruta (Figura 3.46.b). Com o
aumento da carga axial, a solugdo trivial torna-se instavel (q, = 0.409) devido a
uma bifurcagdo por duplicacdo de periodo subcritica (subcritical period doubling
bifurcation) e a resposta salta para a solug¢do periddica estavel com periodo igual a
duas vezes o da frequéncia da excitagao.

Os bragos de solucdes perioddicas ndo triviais surgem de um ponto limite por
meio de uma bifurcacdo sela-n6 quando g, = 0.34. Os saltos dindmicos devido as
bifurcagdes sdo observados incrementando (em preto) e decrescendo (em cinza) a
magnitude da carga (Figura 3.46.b). Na Figura 3.46.b observa-se que entre
JQu=0.34 e q,~0.409, existem trés solugdes periodicas estaveis coincidentes,
logo, a resposta da barra ¢ uma func¢do das condi¢des iniciais. Duas respostas no
tempo e trés projecdes do plano de fase, associadas a estes solugdes, sdo
apresentadas na Figura 3.47 para g, = 0.38, junto com uma se¢do transversal da
bacia de atragao.

As duas solugdes ndo triviais exibem as mesmas componentes V e W, tal
como se verifica na Figura 3.47.a e Figura 3.47.c. A solugdo I (verde na Figura
3.45) corresponde a uma solucdo em fase e a solucdo O, a uma solugdo fora de
fase, como se verifica na Figura 3.47.b e Figura 3.47.d. As simetrias observadas
na bacia de atracdo da Figura 3.47.f expressam a ressaltada simetria da estrutura.
Nesta secdo transversal (onde todas as demais varidveis no espago de fase sdo
iguais a zero) trés diferentes regides sdo observadas: regido marrom associada
com a solucdo trivial (ponto fixo T), regido verde associada com a solu¢do nao
trivial em fase (pontos fixos I1 e I12) e regido amarela associada com a solugao O
nao trivial e fora de fase (pontos fixos Ol e O2). Como se mostra na Figura

3.45.b, o angulo de torcdo, para estas solucdes, ¢ nulo € 0 movimento da barra

ocorre a 45 (Figura 3.47.e) com vV e W exibindo a mesma variagao temporal.
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Incrementando a magnitude da excitagdo além o ponto de bifurcacdo localizada
sobre a fronteira de instabilidade paramétrica, verifica-se na Figura 3.45.b uma
nova bifurcacdo para ¢, ~ 0.981, onde o angulo de tor¢do torna-se diferente de
zero (y# 0.0). Isto leva ao surgimento de duas solugdes com periodo 8, chamadas
P8 (1) e P8 (2), que corresponde ao movimento acoplado de flexdo-flexao-
torcdo da barra, coexistindo com a solugdo ndo trivial de periodo 2 vista
anteriormente, isto €, P2 (I) e P2 (O). As duas solugdes ndo triviais com periodo 2
desaparecem quando (=~ 1.055. Para g, = 1.113 a solugdo caotica (C) aparece,
coexistindo com as solugdes de periodo 8, que desaparece para gy > 1.141. Apds

este nivel de carregamento, apenas a solugdo cadtica permanece.
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: \\ _
_ \ _
_ \ _ R
V,W 0.00 oo VW 0.00 =
] /) ]
_ //
-0.05 | L -0.05 ‘ l
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qu qu

(a) Continuagao (b) Forga bruta

Figura 3.46 — Diagrama de bifurcagdes para 3, =2 ¢ na vizinhanga da fronteira de instabilida-

de paramétrica.

Na Figura 3.48 mostram-se quatro solugdes ndo triviais estaveis coexistente
para gy = 1.00. Na Figura 3.48.a tem-se a proje¢do do plano de fase no espago v
vs. W e sua respectiva secdo de Poincaré, onde se observam 7 pontos fixos
simetricamente distribuidos em torno da origem. Na Figura 3.48.b mostra-se a

projecdo do plano de fase no espago y vs. 5, onde a presenca de vibragdes por

tor¢ao, associadas aos atratores P8 (1) e P8 (2) podem ser observadas. Finalmente,

na Figura 3.48.c, mostra-se a resposta no tempo relativa ao angulo de torgao y.
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Figura 3.47 — Solugdes estaveis coexistentes para g, = 0.38 e Q =2 .
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Figura 3.48 — Solugdes ndo triviais coexistentes para ¢, = 1,00 ¢ Q =2 @,.

Finalmente, na Figura 3.49, apresenta-se a resposta no tempo e secdes de
Poincaré, bem como, a evolucao dos expoentes de Lyapunov (Aj, onde i=1 ... 6)
para ¢y = 1.18. A Figura 3.49.c mostra que ao menos um dos expoentes ¢ positivo
(A; > 0), caracterizando o movimento como caotico.

A Figura 3.50 e a Figura 3.51 mostram os diagramas de bifurcagdo na
vizinhanga de ), = 2 my para, respectivamente, frequéncia de excitacdo associada
com braco descendente e ascendente da regido principal de instabilidade
paramétrica. Em ambos os casos, uma bifurcagdo por duplicagdo de periodo
instavel ¢ observada.

Na Figura 3.52.a e Figura 3.52.b mostra-se o diagrama de bifurcacao
(projecdo bi e tridimensional, respectivamente) da barra, considerando Q = ay,
que corresponde a menor carga critica na regido fundamental de instabilidade
paramétrica (Figura 3.44). Na Figura 3.52.a verifica-se que a solugdo trivial
(preta) torna-se instavel para gy = 4.050. Novamente, a barra evolui por meio de
uma bifurcacdo subcritica, levando a quatro respostas de periodo 1 (vermelho,
amarelo, azul e verde na Figura 3.52.b). Assim, somadas a solucdo trivial
(marrom na Figura 3.52.b), entre gy = 1.7255 e gy = 1.8095, cinco solugdes
periddicas coincidentes sdo observadas, as quais sdo identificadas nas respostas no
tempo (Figura 3.52.d-e) e nas projecdes do plano de fase (Figura 3.52.f-g). Nas
respostas no tempo verifica-se que as solugdes em amarelo e azul estdo em fase
com a excitagdo (solucdo na cor preta), enquanto as solugdes em verde e vermelho
estdo fora de fase. Nas projecdes do plano fase confirma-se o periodo 1T das

solugdes.
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Figura 3.49 — Resposta caoética para elevadas magnitude da solicitagdo. g, = 1,18 e Q =2 .
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Figura 3.50 — Diagrama de bifurcagdes para barra sob forga axial harménica: gy cos (1.97 g t).
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Figura 3.51 — Diagrama de bifurcagdes para barra sob for¢a axial harmonica: g, cos (2,02 wg t).
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Figura 3.52 — Solugdes na regido fundamental de instabilidade paramétrica Q = .

Em adi¢do, na Figura 3.52.c apresenta-se uma sec¢do transversal da bacia de

atracdo para q, = 1.77. Aqui, a maior parte das condi¢des iniciais converge para a

solucdo trivial (ponto fixo T associado com a bacia marrom). Pequenos conjuntos

de condigdes iniciais convergem para as demais solugdes ndo triviais. Uma grande

sensibilidade é observada variando-se as condigdes iniciais e subitas mudancgas

nas vibragdes sao esperadas, levando a imprevisibilidade.
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Nenhuma solugdo estavel foi detectada apdés o ponto de instabilidade
paramétrica, porque as quatro resposta de periodo 1 (superpostas em cinza na
Figura 3.52.a) mantém-se estaveis em apenas uma pequena faixa de (y. Este
comportamento ¢ particularmente perigoso uma vez que a estrutura experimenta
um salto muito forte quando a carga excede a carga de instabilidade paramétrica,

levando assim ao colapso da estrutura.

3.6.3.
Influéncia da carga axial estatica na fronteira de instabilidade

paramétrica

Para avaliar o efeito da parcela estatica da carga axial (Ps) na instabilidade
paramétrica do sistema, obtém-se os diagramas de bifurcagdes com o método da
fora bruta incrementando a carga axial na regido principal de instabilidade
paramétrica (Q2 =2 ), onde para cada caso w, ¢ a menor frequéncia natural de
vibragdo da barra carregada, tal como na Figura 3.43.a. Comparando os diagramas
de bifurcagdes na Figura 3.53, observa-se que, com o incremento da carga axial e
o consequente decréscimo da frequéncia natural, a fronteira de instabilidade
paramétrica move-se para a esquerda e as bifurcacdes passam de subcritica para
supercritica.

A fronteira de instabilidade paramétrica para o caso 3, na regido principal de
instabilidade paramétrica Q, =2 w¢ (Ps/ P¢r = 0,35), € apresentada na Figura 3.54.
Na Figura 3.55 mostra-se que, para este nivel de carregamento, o lado
descendente da fronteira estd associado a bifurcagdes subcriticas, enquanto o lado

ascendente esta associado com bifurcacdes supercriticas.

3.6.4.
Influéncia da carga axial estatica na resposta nédo linear da barra sob
excitacao lateral

A seguir, investiga-se a influéncia da parcela estatica da carga axial no
comportamento dindmico ndo linear da barra sob excitagdo harmoénica lateral dada

por gy cos (€, ) na regido fundamental de ressonancia (€, = ®y).
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Figura 3.53 — Diagrama de bifurcacdes para viga sujeita ao aumento da carga axial estatica, consi-

derando Q =2 my.
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Figura 3.54 — Fronteira de instabilidade paramétrica par carga axial estatica Ps / P, = 0.35

(caso 3).

Na Figura 3.56 mostra-se a influéncia do aumento da carga axial estatica

nos diagramas de bifurcagdo considerando gy =0,1. Com o aumento da carga

axial, novos caminhos surgem levando o sistema a varias bifurcagdes secundarias.

Também, com o aumento da magnitude da carga de compressdo, quando a

frequéncia natural aproxima-se de zero a maioria dos bracos de solugdes tornam-

se instdveis, consequentemente, o ponto de bifurcagdo PF1 move-se para a
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esquerda na descendente, levando a regides sem qualquer solugdo periodica

estavel. Isto pode ser observado na Figura 3.56.d. Também, devido a carga axial a

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

curva de ressonancia (Figura 3.43.b) muda de hardening para softening.
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vibracdo da carga lateral como pardmetro de controle.
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Em adi¢do, na Figura 3.57, mostram-se os diagramas de bifurcacdo no

espaco V vs. W vs. gy para trés diferentes valores de frequéncia e magnitude (Casos

0, 2 e 4) da solicitacdo lateral, associados com os diagramas das Figura 3.56.a—c.

As cores utilizadas para identificar diferentes bragos de solucdes sdo os mesmos
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Figura 3.57 — Efeito da carga axial estatica nos diagrama de bifurcagdes tendo a magnitude da

carga lateral como parametro de controle.

Comparando os resultados na Figura 3.57, conclui-se que a parcela estética

da carga axial exerce significante influéncia nos caminhos de equilibrio e

sequéncias de bifurcagdes. Em todos os casos, com o aumento da carga axial, as
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solucdes planares tornam-se instaveis em virtude de uma bifurcagdo pitchfork
instavel.

Os bragos passam por uma série de bifurcacdes sela-nd, levando a
coexisténcia de solugdes estdveis em varias faixas de frequéncia. Se a barra ¢
excitada a um angulo diferente de zero, os dois caminhos deixam de ser
superpostos, como se v€ na Figura 3.58, onde se mostra o diagrama de bifurcacao

para uma barra excitada a 45°.
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Figura 3.58 — Diagrama de bifurca¢des no espago V - W - qy, considerando a carga lateral a 45°.

Caso 0, Q2, = 3.63.
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