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4.
Analise do movimento acoplado de barras com baixa

rigidez a torcao

“Qualquer desequilibrio que o homem provoque em si mesmo,
tanto em seu complexo psicoldgico, fisico ou mental, como em
qualquer das coisas vivas que o rodeiam, contraria de fato o
Grande Pensamento, podendo trazer-lhe, em consequéncia,
sérias alteragdes no ritmo normal de sua vida.”

Carlos Bernardo Gonzalez Pecotche.

4.1.

Aspectos gerais

No capitulo anterior, investigaram-se as oscilacdes, a estabilidade e os tipos
de bifurcac¢des associados ao movimento tridimensional de barras com elevada
rigidez a tor¢do. Contudo, na pratica, varias secdes geométricas, em particular
muitos perfis abertos de parede fina, podem apresentar baixa rigidez a tor¢do
(Davies, 2000). Uma geometria bastante estudada por sua baixa rigidez a torgao €
a secdo cruciforme. Estas secdes, dependendo da espessura da parede da secgdo
transversal, podem apresentar uma variada gama de comportamentos e, assim,
cobrir muitos dos casos encontrados da pratica, razdo que motiva seu estudo neste
trabalho. Alguns exemplos de pesquisas contemplando o estudo da estabilidade
torsional de barras com secdo transversal cruciforme podem ser encontrados em
Hutchinson e Budiansky (1976), Dabrowski (1988), Chen e Trahair (1994) e
Trahair (2012).

4.2.

Secéo transversal em forma de cruz

Considera-se, pois, uma barra uniforme, de material eldstico linear e
isotropico, comprimento L e secdo transversal em forma de cruz, com espessura
e, altura h e largura b, sendo L/b=25 e b=h. Além disto, consideram-se as
dimensdes b e h fixas ¢ a espessura e variavel. Na Figura 4.1 apresenta-se um
segmento deformado da barra com comprimento S, bem como a se¢do transversal

da barra.
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Figura 4.1 — Representagdo esquematica da segdo transversal da barra na forma de cruz.
A partir da geometria da barra determinam-se as rigidezes a tor¢do, D s-ca

flexao, D77 e D . » €, a partir destas, as seguintes grandezas adimensionais:

D,
B,=—=1, (4.1)

D,
B _¢ {(1/3)e3(b +h+ e)} .

D (1/3)Eb*h

n

B, = (42)

sendo E o0 modulo de Young e G o modulo de elasticidade transversal da barra.

A partir da geometria da barra, determinam-se também os momentos de

inércia J,, J, e J, dabarra, os quais sdo dados por:

1 b*+e’h-¢’

In=——", 43
12 (h+b-e)L e
;b h*+e*b-e’ )
© 12 (h+b—e)?’ '

J.=3,+J,, (4.5)

Finalmente, por meio das Equacdes (2.150) a (2.152), obtém-se as constantes
adimensionais Cy,=1,Cy=1,C,= 205,

Cabe destacar que, como as equagdes de movimento sdo adimensionais, 0
que realmente importa ¢ a relacdo entre os coeficientes de inércia e rigidez da
barra a medida que se varia as dimensdes da secdo transversal. Convém
mencionar também que a secdo em forma de cruz adotada retém as mesmas

simetrias da se¢ao quadrada. Entretanto, comparada a esta, a se¢do em forma de
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cruz possui menor rigidez a torcdo, razdo esta que motiva a escolha dos doze

casos listados na Tabela 4.1. As trés frequéncias minimas de vibracdo para cada

modo, o,, o, ¢ ®,, também sdo mostradas na Tabela 4.1. Observa-se que a

segunda e terceira frequéncia associada a cada modo sdo muito maiores do que a
primeira frequéncia, justificando a aproximacao dos deslocamentos, no método de
Galerkin, utilizando-se o os trés primeiros modos de vibragdo da barra para o

estudo da ressonancia na regido da frequéncia minima.

Tabela 4.1 — Se¢des cruciformes investigadas e frequéncias naturais de vibracdo da barra com

razdesb/h=1eL/b=25.

Dimensao 1? frequéncia 2* frequéncia 3? frequéncia
Caso
e/b Wy = Oy oy, Wy = Oy o, Wy = Oy ®y
1 0.0100 3.516 0.237 22.034 0.712 61.700 1.187
2 0.0333 3.516 1.444 22.034 4.333 61.700 7.221
3 0.0526 3.516 2.863 22.034 8.588 61.700 14.314
4 0.0556 3.516 3.104 22.034 9.312 61.700 15.520
5 0.0588 3.516 3.381 22.034 10.143 61.700 16.906
6 0.0597 3.516 3.457 22.034 10.371 61.700 17.285
7 0.0601 3.516 3.488 22.034 10.464 61.700 17.440
8 0.0602 3.516 3.504 22.034 10.511 61.700 17.519
9 0.0603 3.516 3.516 22.034 10.548 61.700 17.581
10 0.0604 3.516 3.520 22.034 10.559 61.700 17.598
11 0.0687 3.516 4.267 22.034 12.801 61.700 21.335
12 0.0769 3.516 5.049 22.034 15.147 61.700 25.245

Quando sa espessuras das abas da secdo transversal aumentam, os
momentos de inércia e de massa da estrutura também aumentam. Entretanto, para
as dimensdes aqui adotadas, as frequéncias associadas aos modos de flexao (wmy
e oy) mantém-se praticamente constantes enquanto a frequéncia a torg¢do (o)
aumenta com a espessura. Na Tabela 4.1, quando e = 0,01 b (caso 1), a frequéncia
a tor¢do ¢ quase nula. A menor frequéncia associada ao modo de tor¢do ¢ igual ou
muito proéxima das de flexdo quando 0,0602 b <e <0,0604 b, ou seja, entre os
casos 8 e 10. Nestes casos, um complexo comportamento ¢ esperado devido a
ressonancia interna 1:1:1. A partir do caso 10, a frequéncia de tor¢do ¢ maior do
que as de flexdo, decrescendo assim o seu efeito no comportamento dinamico do

sistema.
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Figura 4.2 — Diagrama de bifurcagdes no espaco V—w — Q para os 12 casos listados na Tabela 4.1.
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Figura 4.3 — Diagrama de bifurcagdes no espaco V— y— Q para os 12 casos listados na Tabela 4.1.
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Tabela 4.2 — Angulos de tor¢do méaximos alcangados nos diagramas de bifurca¢des da Figura 4.3.

Caso Angulo de torgdo
1 0.001877
2 0.001958
3 0.74297
4 0.883529
5 0.974443
6 0.973016
7 0.965171
8 0.960027
9 0.949435
10 0.002971
11 0.003879
12 0.130523

Para o estudo das vibragdes forcadas, considera-se uma carga lateral
harmonica, uniformemente distribuida e de magnitude g, =0,2. Consideram-se
também coeficientes de amortecimento viscoso Cy = Cy = C, = 5%. Na Figura 4.2
apresentam-se, para os 12 casos listados na Tabela 4.1, projecdes do diagrama de
bifurcagdes no espaco V - W - Q) e na Figura 4.3 projecdes no espago V— y— Q. Por
conveniéncia, as informacdes a respeito da estabilidade das solugdes e a indicagdo
dos pontos de bifurcagdo foram omitidas.

Na Figura 4.2 e Figura 4.3 verifica-se uma variacao continua no diagrama
de bifurca¢des com o incremento na espessura das abas da barra. Em geral, uma
sutil variacdo ¢ observada. Entretanto algumas mudancas importantes sao
observadas entre os casos (2 - 3), (4 - 5), (9 - 10) e (10 - 11), onde,
respectivamente, alguns bragos de solucdes aparecem, deslocamentos negativos
aparecem em W, alguns bracos de solugdes desaparecem e os deslocamentos
negativos em W desaparecem. Na Tabela 4.2 listam-se os maiores angulos de
tor¢do lidos nos diagramas de bifurcagdes da Figura 4.3. Nela confirma-se a maior
participagdo do angulo de torcdo, na resposta dindmica do sistema, préximo a

regido de ressonancia interna 1:1:1.
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Como esperado, a resposta da barra sujeita a excitagdo lateral harmonica
torna-se mais complexa proximo a regido de ressondncia interna 1:1:1. Para
investigar o comportamento dindmico da barra proximo a esta regido, o caso 8 foi
escolhido para uma andlise numérica detalhada. Para este caso, os seguintes
momentos de inércia J,, = 0,000069, J- = 0,000069 e J: = 0,000138 e parametros
adimensionais By=1.0 e B,=0.00069 foram obtidos. Com base nestas
propriedades e aplicando o método de Galerkin, o seguinte sistema de equacdes

ndo linear é obtido:

VHC, V+123631v—6,5981 w+40,4469(vw® +v7 )

2 2 . .

+4,5974(v +w +vv+wav—8.9199.104 (vz V+VWW+WWV+HVYV J

3.3645.107 Wy+1.6822.10~° wy—0.7830q, cos(Qt)=0

WG, W+12.3631W+6,59817v+40,4469 (wv? +w’) (4.6)

2 2 L1 . o .

. . .o (1) oo 2
+4,5974(w +V +WW+ vv)w—8.9199.10‘4[wzW+vwv+vvw+ww J

+33645.10 vy =0

y+C, ¥ +12.2770;/+2,6739[v W—ijzo

A Figura 4.4 apresenta uma projecao do diagrama de bifurcagdes no espago
V - W - Qpara o caso 8. Detalhes das regides onde a maioria das bifurcacdes
ocorre sdo encontrados na Figura 4.5. Para ajudar no entendimento a respeito do
cenario bifurcativo, mostram-se na Figura 4.6 projecdes bidimensionais do
diagrama de bifurcagdes, considerando cada grau de liberdade da barra. Mantendo
a formatag@o dos estudos anteriores, a curva na cor preta corresponde as vibragdes
no plano, onde carga e estrutura estdo contidas no mesmo plano (XY) e os
deslocamentos W e o angulo de tor¢do y sdo iguais a zero.

O acoplamento flexao-flexdo-tor¢do da barra induz o aparecimento de
movimentos fora do plano. Devido a bifurcacdo pitchfork PF1, dois novos
caminhos de equilibrio (azul e vermelho) surgem. Em razdo da simetria da se¢do
transversal, estes dois novos bragos sdo coincidentes, existindo entre eles apenas

uma diferenca de fase, como se verifica na Figura 4.10.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

149

Estes se juntam novamente com a curva preta em PF4. Estes caminhos
exibem bifurcagdes secunddrias, levando a um total de 12 pontos de bifurcagao
pitchfork (PF) e sela-n6 (SN) na regido de ressonancia. Em particular, as solugdes
sdo estaveis entre os pontos sela-n6 SN2=SN5 e SN3=SN6. Ao longo destes dois
caminhos de equilibrio, um pequeno braco de solugdes estaveis € observado entre
SN1=SN4 ¢ PF5=PF7. Devido as bifurcacdes secundarias, dois bracos adicionais
de solucdes estdveis (verde e amarelo) aparecem, totalizando 13 bracos de
solugdes (estaveis e instaveis). Além das solugdes periddicas, detectou-se também
a presenca de solugdes quase periodicas.

As varias bifurcagdes identificadas na Figura 4.4 a Figura 4.6 levam a
coexisténcia de varias solucdes na mesma faixa de frequéncias. Para identificar as
regides com multiplicidade de solugdes, apresenta-se na Figura 4.7 a faixa de

frequéncias associada a cada um dos bragos de solugdes.
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Figura 4.4 — Diagrama de bifurca¢des no espago V - Figura 4.5 — Detalhe da curva de

W - Q para o 8 caso, listados na Tabela 4.1. ressondncia da Figura 4.4.
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Figura 4.6 — Diagramas de bifurcagdes, na regido de ressonancia, para os trés graus de liberdade.
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Figura 4.7 — Identificacdo das solugdes coincidentes na regido fundamental de ressonéncia.

Na Tabela 4.3 mostram-se as coordenadas de cada um dos pontos limites

presentes na Figura 4.4 a Figura 4.7. As cores usadas para identificar cada um dos

bragos de solugdes na Figura 4.7 sdo as mesmas usadas nas anteriores. Analisando

os resultados verifica-se a coexisténcia de até seis solugdes periddicas estaveis.

Esta multiplicidade de solugdes leva a varios saltos dinamicos com a variagao da

frequéncia da excitagdo.
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Tabela 4.3 — Coordenadas dos pontos limites.

Pontos Q Vv w 4
PF 1 3.699744 0.779297 0.000000 0.000000
PF2 3.602310 0.381298 0.000000 0.000000
PF3 3.608806 0.247141 0.000000 0.000000
PF 4 3.651859 0.156999 0.000000 0.000000
PF5 3.560053 0.098050 0.240934 0.001359
PF 6 3.580651 0.110800 0.218214 0.001204
PF 7 3.560078 0.098053 0.240873 0.001359
PF 8 3.580616 0.110773 0.218231 0.001203
PF 9 3.559982 0.203630 0.047197 0.802053
PF 10 3.690280 0.316748 0.095805 0.958200
PF 11 3.559979 0.203628 -0.016247 0.802060
PF 12 3.690284 0.316753 -0.032719 0.958189
NS 1 3.554830 0.106473 0.272586 0.001561
NS 2 3.599425 0.124411 0.212701 0.001154
NS 3 4.230993 0.370239 0.369931 0.001360
NS 4 3.554831 0.106470 0.272576 0.001560
NS 5 3.599429 0.124412 0.212701 0.001154
NS 6 4.230993 0.370238 0.369919 0.001360

Na Figura 4.8 mostram-se os diagramas de bifurcag¢des obtidos pelo método
da forga bruta, aumentando (em azul) e diminuindo (em vermelho) a frequéncia da
excita¢do. Para detectar os movimentos fora do plano, uma pequena perturbagio ¢é
adotada na forma: v = w = y = 0,001 apos cada variagdo da frequéncia de
excitacdo. Aumentando o valor da frequéncia da excitagdo, a estrutura segue o
braco ressonante, exibindo movimentos no plano, com amplitude crescente. No
ponto PF1 a estrutura salta e, apos o salto, exibe movimentos ndo planares, sendo
estes associados aos bragos de solugdes na cor azul ou vermelho, sendo a solucao
final dependente das condigdes iniciais. Aumentando a frequéncia da excitagdo,
um novo salto ocorre nos pontos SN3=SN6 e, apds o salto, a estrutura retorna ao
brago nao ressonante de solugdes associadas com o movimento no plano. Uma
diferente sequéncia de saltos ¢ observada diminuindo a frequéncia da excitagdo
(vermelho). Se uma perturbacao diferente ¢ adotada, tal como v=w=0,001 ¢ y=
0,800 apos cada variagdo da frequéncia de excitagdo, uma diferente sequéncia de

saltos ¢ observada (Figura 4.9). Neste caso, todos os bragos de solugdes periddicas
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apresentadas na Figura 4.4 a Figura 4.7 sdo visitados durante a variagdo da

frequéncia da excitagdo.
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Figura 4.8 — Saltos dindmicos entre diferentes
solugdes estaveis incrementando (em azul) e
decrescendo (em vermelho) a frequéncia da

excitagdo. Perturbagdo v=w = y=0,001.
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Figura 4.9 — Saltos dindmicos entre diferentes
solugdes estaveis incrementando e decrescendo
a frequéncia da excitagdo. Perturbacdo

v=w=0,001 e y=0,800.
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Figura 4.10 — Resposta no tempo, plano de fase e se¢des de Poincaré das seis orbitas periddicas

detectadas em Q = 3,68.
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As multiplas solucdes detectadas na Figura 4.7 sdo ilustradas por meio de
suas respostas no tempo e planos de fase na Figura 4.10 em Q = 3.68. Para esta
frequéncia de excitacdo, verifica-se, tal como observado na Figura 4.6 e na Figura
4.7, seis solucdes periddicas estaveis coincidentes.

Os pontos ao longo de cada curva correspondem aos pontos fixos da se¢ao
de Poincaré. As solucdes A e B correspondem, respectivamente, a0 movimento
ressonante e ndo ressonante na dire¢do da excitacdo, enquanto as solugdes C e D
correspondem a vibragdes fora do plano. Apenas uma diferenca de fase entre as
solugdes C e D (180°) ¢ observada. A solugdo E (e a espelhada F) estdo associadas
com vibragdes peridodicas em torno de uma posi¢do nao trivial. Estas solugcdes
podem ser observadas na Figura 4.11, onde se mostra a proje¢ao destas no plano v
—W.

Na Figura 4.12 apresentam-se quatro se¢des da bacia de atragdo para a
frequéncia de excitagdo Q = 3,68. Nestas se¢des todas as demais variaveis do
espaco de fase sdo nulas. Nelas, observam-se quatro regides distintas associadas a
quatro diferentes atratores. Elas sdo: regido preta — vibracdes planares de grande
amplitude (atrator A na Figura 4.11); regido cinza — vibrac¢des planares de pequena
amplitude (atrator B na Figura 4.11); e regido vermelha e azul — solugdes ndo

planares devidas ao acoplamento modal (atratores C e D na Figura 4.11).

0.80
0.40—: R W
V 0.00 (
] ®
-0.40 -
2080

-0.30 -0.15 0.00 0.15 030
w

Figura 4.11 — Projeg@o do plano de fase das seis respostas periddicas observadas em Q = 3,68.
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Figura 4.12 — Diferentes proje¢des da bacia de atragdo em Q = 3,68.

w

(a) (b) Detalhe

Figura 4.13 — Secdes da bacia de atracdo definida pelo hiperplano \./:1,0548 R \;v:0,1411,
y=45741 € y=04574,em Q=3,68.

Os pontos observados nestas secdes correspondem as projecdes dos
diferentes atratores nestes planos. Se apenas perturbagdes no plano forem
consideradas (plano v vs. v), apenas solugdes planares (regides na cor preta e
verde) sdo obtidas, com a maior parte das condigdes iniciais convergindo para
solucdo de pequena amplitude de vibragdo. Entretanto, a maioria das condi¢des
iniciais envolvendo o deslocamento lateral w leva a movimentos fora do plano
(regides na cor vermelha e azul), sendo as regides vermelha e azul espelhadas. Os
atratores associados as regides amarela e verde de periodo 1T ndo sdo observados

nestas projecoes.
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Na Figura 4.13 mostra-se uma se¢do da bacia de atragdo obtida cortando a
bacia de atracdo hexadimensional com o hiperplano definido por v=1.0548,
W=0.1411, y=4.5741 € y=04574. Nela, verifica-se que um pequeno conjunto de
condi¢des iniciais (melhor observado no detalhe da Figura 4.13.b) converge para o
atrator E na Figura 4.10 e Figura 4.11. Na Figura 4.14 mostra-se a evolucdo da
bacia de atracdo incrementando a frequéncia da excitagao de Q2 =3.54 a QQ =4.15.
As solugdes contidas dentro desta faixa podem ser observadas na Figura 4.7. Elas
sdo obtidas no plano v vs. W com todas as demais varidveis de estado iguais a
zero. Nestas se¢cdes movimentos no plano e fora dele sdo detectados.

Observa-se na Figura 4.14 que, antes de Q = 3.55 (Figura 4.14.a e Figura
4.14.b) todas as condigdes iniciais estdo associadas ao atrator A referente as
vibragdo planares (regido na cor preta). Na Figura 4.14.c, para Q = 3.56, pequenas
regides nas cores vermelho e azul, associadas respectivamente aos atratores C e D
de movimento ndo planar, aparecem. Em adi¢ao aos atratores periodicos (regides
preto, azul e vermelho), para QQ = 3.57 (Figura 4.14.d), uma nova solucao (nao
periddica) aparece, associada a regido branca na secdo da bacia de atracdo. Estas
condi¢des iniciais convergem para o atrator rosa, o qual aparece também para Q =
3.59 e de Q =3.61 a QQ =3.625. Na Figura 4.15 mostra-se em detalhe o atrator
rosa. Aumentando a frequéncia da excitacdo, as condic¢des iniciais associadas a
regido preta comecam a desaparecer, até o atrator B de solugdes periddicas no
plano (regido na cor verde) aparecerem em = 3.66 (Figura 4.14.0). O atrator A
desparece completamente quando Q = 3.70 (Figura 4.14.s). A partir deste ponto, a
regido na cor cinza cresce até ocupar completamente a se¢ao da bacia de atragdo

(Figura 4.14.aa).
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-1.0
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(a) Q=354 (b) @ =3.55 (c) @ =3.56
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Figura 4.14 — Evolugdo das bacias de atracdo incrementando a frequéncia de excitacdo

(y=v=w=7=0.0).
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Figura 4.15 — Atrator rosa associado a regido branca nas se¢des da bacia de atragdo da Figura 4.25.

Na Figura 4.16 apresentam-se algumas respostas no tempo, planos de fase,

secdes de Poincaré e expoentes de Lyapunov da drbita com coordenadas inicias

y=V=Ww=y=0.0,V=—0.19 e w=0.11, que pertencem a regido branca da Figura

4.14.d (©Q = 3.57). Isto corresponde a solucdo quase periodica, confirmada pela

evolucdo dos expoentes de Lyapunov (Figura 4.16). Solugdes quase periodicas

também sdo encontrada considerando as coordenadas y=v=w=5=0.0, V=-0.51

e W = 0.41 para Q = 3.59 (Figura 4.17) ¢ y=v=w=5=0.0,V=—0.15ew=-0.73

para Q=3,62 (Figura 4.18). Na Figura 4.19 apresenta-se o diagrama de

bifurcagdes associado com estas solugdes.
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(c) Segdo de Poincaré

Figura 4.16 — Comportamento dindmico do atrator quase peridodico na Figura 4.25.d. Q = 3.57,
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(d) Expoentes de Lyapunov
Figura 4.17 — Comportamento dindmico do atrator quase periodico na Figura 4.25.f. Q = 3.59,

y=V=W=y=0.0,v=-051ew=0.41.
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Figura 4.18 — Comportamento dindmico do atrator quase peridodico na Figura 4.25.j. Q = 3.62,

y=V=W=7=00,v=—-015ew=-0.73.
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Na Figura 4.20 mostra-se uma se¢do da bacia de atragao no plano v vs. w
para Q=3,62, definida pelo hiperplano v=1.0548, Ww=0.1411, »=04574 ¢
7 =4.5741. Nesta se¢do verifica-se a presenga das seis solugdes periodicas, bem

como da solugd@o quase periddica.

(Y Seem— — -
356 358 360 3.2

Q w

Figura 4.19 — Diagrama de bifurcagdes. Janela Figura 4.20 — Secédo da bacia de atragdo definida
de solugdes quase periodicas exemplificadas na pelo  hiperplano  v=1.0548, Ww=0.1411,

Figura 4.16 a Figura 4.18. y=04574 € y =4.5741 para Q = 3.62.

Devido a complexidade da bacia, uma grande sensibilidade a variagdo das
condig¢des iniciais ¢ esperada, levando a subitas variagdes no comportamento da

estrutura (imprevisibilidade) e medidas de integridade dindmicas reduzidas.
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Figura 4.21 — Fronteira de instabilidade proxima a regido de ressonéncia interna 1:1:1.

A Figura 4.21 traz a fronteira de instabilidade da estrutura. Nela, observam-
se claramente dois diferentes comportamentos. Um quando a frequéncia de
excitacdo ¢ menor que a menor frequéncia natural de vibragao da barra (€2 < mg) e

outro quando ela € maior (Q > ).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

162

Para auxiliar no entendimento, na Figura 4.22 e Figura 4.23 apresentam-se
alguns diagramas de bifurcagdes considerando diferentes frequéncias de
excitacdo. Nestes casos, a amplitude da excitacdo ¢, é o parametro de controle.
Para Q = 2,65 (Figura 4.22.a) ndo sdo detectados pontos de bifurcagdo. Pontos
limite aparecem quando Q = 2,67 (Figura 4.22.b), mostrando um par de pontos
sela-nd (SNO e SN5), os quais sdo coincidentes no referido diagrama.

Na Figura 4.22.c ¢ Figura 4.22.d (2 = 2,80 ¢ Q2 = 3,00, respectivamente),
aumentando a frequéncia da excita¢do, os pontos SNO e SN5 afastam-se um do
outro. Na Figura 4.22.¢ o ponto SN5 ¢ omitido porque possui deslocamentos
maior do que a unidade e na Figura 4.22.f omite-se o ponto SNO pela mesma
razdo. Considerando Q = m, (Figura 4.23.a) aparecem no diagrama de bifurcacdes
os primeiros pontos de bifurcacdo pitchfork, chamados PF1 e PF2, assim como o
ponto sela-nd SN1. Para Q = 3.55 (Figura 4.23.b) trés novos pontos de bifurcagao
aparecem (PF3, PF6 e SN2).

A partir dai, para Q = 3.58 (Figura 4.23.c), sete novos pontos de bifurcagao
aparecem. Eles sao PF5, PF6, PF7, PF8, PF9, SN3 e SN4. O ponto de bifurcagio
PF2 acusa deslocamentos maiores que a unidade para Q = 3,80 (Figura 4.23.e).
Para esta frequéncia os pontos PF8 e SN4 ndo mais existem. Finalmente, quando
Q =4,00 (Figura 4.23.1) os pontos PF4 ¢ SN2 também deixam de existir.

Como dito anteriormente, como as equacdes de movimento sao
adimensionais, o que realmente importa ¢ a relagdo entre os coeficientes de inércia
e rigidez da barra a medida que se varia as dimensdes da secdo transversal.
Estuda-se agora uma barra onde se decresce a dimensao a=b, mantendo-se L=25b
e aumentando-se a espessura € de modo a manter a area da secdo transversal
constante. Treze casos sdo apresentados na Tabela 4.4 cobrindo a regido onde a
ressonancia interna 1:1:1 ocorre.

Novamente, observa-se que as frequéncias de flexdo (o, e o)

permanecem praticamente constantes, enquanto a frequéncia de tor¢do (@,)

cresce com a diminui¢do de a=b e o consequente aumento da espessura da parede

e. Nota-se que entre os casos 7 ¢ 8 tém-se a ressonancia interna 1:1:1.
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Figura 4.22 — Diagramas de bifurcagdes na regido de ressonancia interna 1:1:1, considerando

260<Q<w,.
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(b) Curva de ressonancia para Q = 3.55

(d) Curva de ressonancia para Q = 3.60

Figura 4.23 — Diagramas de bifurcagdes na regido de ressonancia interna 1:1:1, considerando

Q> w, <4,00.
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Tabela 4.4 — Sec¢bes em forma de cruz adicionais.

Dimensoes Frequéncia natural
Caso

b [h]| L [A e o, @,
1 500 | b [ 25b | 1.0 | 0.10102 | 3.51584 0.68184
2 [ 400 b | 250 [10]012702 | 3.51584 1.34294
3 350 | b [ 25b | 1.0 | 0.14590 | 3.51584 2.01901
4 [3.00 b |250[10]0.17157 | 3.51586 3.24176
5 295 | b | 25b | 1.0 | 0.17466 | 3.51586 3.41423
6 294 | b [ 25b | 1.0 0.17529 | 3.51586 3.45022
7 293 [ b | 25b | 1.0 | 0.17593 | 3.51586 3.48655
8 292 | b | 25b | 1.0 0.17657 | 3.51586 3.52363
9 291 [ b | 25b | 1.0 | 0.17466 | 3.51586 3.56118
10 | 290 | b | 25b | 1.0 [ 0.17787 | 3.51586 3.59917
11 | 250 | b | 25b | 1.0 [ 0.20871 | 3.51586 5.70526
12 | 225 | b | 25b | 1.0 [ 0.23446 | 3.51586 7.93776
13 | 2.00 | b | 25b | 1.0 [ 0.26795 | 3.51586 11.52996

4.3.

Variavel escrava

165

Para simplificar o estudo do movimento ndo linear acoplado de flexao-

flexao-tor¢ao, como comentado no Capitulo 2, geralmente define-se o angulo de

torcdo y em funcdo dos deslocamentos laterais v e W da barra. Nesta se¢do

verifica-se a veracidade desta hipotese na presenca da ressonancia interna 1:1:1.

Para tanto, consideram-se duas das doze barras com se¢do em forma de cruz dadas

na Tabela 4.1, mais especificamente os casos 5 e 10, cujas propriedades sdo

reapresentadas na Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 — Sec¢des em forma de cruz investigadas no estudo da varidvel escrava.

Dimensoes Frequéncia natural
Caso
b|h | L e @, ,, @,

s |4a|b |25b| B | 3516 | @ | 3381

10 |4 |b [25b [0, | 3516 | @ | 4267

Tomando inicialmente o caso 10 da Tabela 4.5, as equagdes nao lineares de

movimento sao:

V+c,V+123610V—-6,5976y W-+40,4350(vw* +Vv°)

4.7
+4,5968(V2 + W +VV+wi)v—0,7830q, cos(Q, t)=0
W+C, W+123610W+6,59767 v+ 40,4350 (wv> +w’ )
(4.8)
+4,5968 (W2 + V7 + W+ vV) w—0,78304, cos(Q, 1) =0
7+c, 7 +18,2070y +2,6739(Vw— Vi) =0 (4.9)

Quando as rotagdes devidas a tor¢do sdo muito pequenas, espera-se que 0s

termos na Equagdo (4.9) envolvendo a velocidade 7, bem como, o termo de
aceleragdo 7, possam ser desprezados e a variavel y possa ser escrita como uma

funcdo de v e w, ou seja:
y =0,146861(vw—Vw) (4.10)

Substituindo a Equagdo (4.10) nas Equagdes (4.7) e (4.8), chega-se ao
sistema de equacdes com dois graus de liberdade (v, w) que governa o movimento

ndo linear da barra engastada-livre, dado por:

V+c,V+123610v—6,5976 [0,146861(v i —w)]w+40,4350(vw? +V* )

(4.11)
+4,5968 (V> + W + V¥ +wi)v—0,78300, cos(Q, t)=0

W+, W+12,3610W+6,5976 [0,146861(vit— v w)]v + 40,4350 (wv? +w’)

4.12
+4,5968(W” +V? + W+ Vi) w—0,7830(,, cos(Q, t) =0 @1

onde, y ¢ agora uma variavel escrava,
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Para fins de comparacdo, adota-se novamente uma barra com solicitagdao
lateral harmoénica com gy =0,2. Na Figura 4.24 apresenta-se a variacdo dos

deslocamentos méaximos vV e W da barra, considerando a formulagdo com trés graus
de liberdade (V, W, 7/) e a formulagdo com dois graus de liberdade (V, W).

Os resultados coincidentes atestam, portanto, a viabilidade de se utilizar
uma formulag¢ao com dois graus de liberdade, sendo y uma variavel escrava. Cabe
ressaltar que a varidvel escrava pode, a partir da Equagdo (4.10) e a qualquer
instante, ser recuperada. E importante mencionar que esta simplificacdo ¢

diferente daquela proposta por Crespo da Silva e Glynn (1978.b).

0.8 0.8
0465 O.Gé
V04 V0.4
0.2 é 0.2 é
0.0 s S I — (Y — MM PE—
3.0 3.5 4.0 4.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Q Q
0.5 05—
04 043
03 039
W 025 W 02
0.19 0.19
0.0 0.0
0.1 T R EREEEE R 0.1 G R e
3.0 3.5 40 45 3.0 35 40 45
Q Q
(a) Sistema com trés graus de liberdade (b) Sistema com dois graus de liberdade

Figura 4.24 — Comparagdo entre os diagramas de bifurcacdo considerando trés e dois graus de
liberdade. Barra com secdo transversal em cruz, @, = 3,381, amortecimento ¢V =CW =Cy= 5% e
solicitagdes g, = 0,20 e g, = 0,00. Caso 10.

Em adicdo, apresenta-se na Figura 4.25 os diagramas de bifurcacdo para
barra com solicitagdo lateral harmonica com gy = qy = 0,1414213562 (solicitagao
a 45°), tanto para o sistema com trés quanto para o sistema com dois graus de
liberdade. Nota-se que, como na flexao simples, os diagramas de bifurcacdo da
Figura 4.25.b, obtidos a partir das Equacdes (4.11) e (4.12) em flexdo obliqua, sdo

os mesmo vistos na Figura 4.25.a. Estes resultados mostram que, quando a inércia
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a tor¢ao ¢ desprezivel, pode-se analisar o comportamento do sistema usando um
modelo de ordem reduzida, o que diminui o trabalho computacional e permite o
uso mais eficiente dos mapas de Poincaré para sistemas Hamiltonianos (Orlando,
2010).

Tomando agora o caso 5 da Tabela 4.5, busca-se da mesma maneira definir o
grau de liberdade y de torcao em fungdo dos graus de liberdade v e w de flexao.
Na Figura 4.26 apresentam-se os diagramas de bifurcagdo no espago da varidvel
de estado v e do parametro de controle Q. Observa-se nos diagramas da Figura
4.26 que, em virtude da menor rigidez a tor¢do, as curvas de ressondncia obtidas a
partir do sistema com dois graus de liberdade, diferem de forma significativa das
obtidas a partir do sistema com trés graus de liberdade, o que ressalta a
importancia de se considerar o efeito da tor¢ado no movimento nao linear de barras

esbeltas com baixa rigidez a torgao.

0.8 5 0.8 5
06; 0.6;
V04 V04
02; 0.2;
0.0 T 1Y) S ———————
3.0 35 4.0 45 3.0 35 40 45
Q Q
0.8 0.8
0.6 0.6
W04é W04é
02 024
0.0 Frrr e (1Y) JE S ——————
3.0 35 4.0 4.5 3.0 35 4.0 4.5
Q Q
(a) Sistema com trés graus de liberdade (b) Sistema com dois graus de liberdade

Figura 4.25 — Comparagao entre os diagramas de bifurcagdo considerando trés e dois graus de
liberdade. Barra com seg¢do transversal em cruz, @, = 3,381, amortecimento CV =CW = Cy= 5% e

solicitagdes ¢, = gy = 0,14142135. Caso 10.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912757/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912757/CA

169

0.8 0.8
0465 0.6;
V04 V04
0425 0.2;
0.0 S — P — 0.0 s e —
3.0 35 4.0 4.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Q Q
0.5 05—
047 047
03 034
W 024 W 02
0.19 0.19
0.0 4 0.0
0.1 T e 0.1 Frr e e
3.0 35 4.0 45 3.0 35 4.0 45
Q Q
(a) Sistema com trés graus de liberdade (b) Sistema com dois graus de liberdade

Figura 4.26 — Comparagdo entre os diagramas de bifurcacdo considerando trés e dois graus de
liberdade. Barra com se¢do transversal em cruz, @, = 4,267, amortecimento CV = CW = Cy= 5% e
solicitagdes gy = Qy = 0,14142135. Caso 5.

Mostra-se com estes resultados que a simplificagdo empregada nesta secao
sO ¢ possivel quando as frequéncias de tor¢do sdo bem maiores que as de flexdo,

afastando-se da regido de ressonancia 1:1:1.

4.4.

Carga axial

O foco deste item estd no estudo da influéncia das cargas concentradas no
comportamento ndo linear dinamico de barras esbeltas, altamente flexiveis e com
baixa rigidez a torcao. Na secdo 4.4.1, a relagdo frequéncia vs. amplitude € obtida,
considerando apenas a parcela estatica Ps da carga axial. Na secdo 4.4.2, a
instabilidade paramétrica ¢ analisada, considerando apenas a parcela dinamica
gu cos (€2, t) da carga axial. Na secdo 4.4.3, a influéncia da carga estdtica na

instabilidade paramétrica ¢ estudada, considerando simultaneamente, as parcelas
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estatica e dindmica da carga axial, isto €, Ps + q, cos (€ t). Finalmente, na secao
4.4.4, estuda-se a influéncia da carga axial estitica nas curvas de ressonancia,
considerando a parcela estatica Ps da carga axial e uma carga lateral harmonica,
uniformemente distribuida, dada por gy cos (Qy t). Para estes estudos adota-se o

Caso 8 da Tabela 4.1.

4.4.1.

Influéncia da carga axial estatica na relacao frequéncia amplitude

A menor frequéncia natural de vibracdo da barra é wo=3,5161, enquanto
sua carga critica é P¢, = (n” El / 4L%) = 14,4038. Na Figura 4.27.a verifica-se que,
enquanto a carga axial aumenta, o quadrado da frequéncia natural diminui
linearmente, tornando-se zero quando ela alcanca o valor critico. Em adi¢do, na
Figura 4.27.b verifica-se a influéncia da carga axial na relagdo frequéncia vs.
amplitude. Tal como na barra com elevada rigidez a tor¢ao, a barra ndo carregada
exibi um pequeno grau de ndo linearidade geométrica com modesto ganho de
rigidez (comportamento hardening). Com o aumento da carga, o grau de ndo
linearidade geométrica diminui e o de ndo linearidade inercial aumenta.
Consequentemente, para certo nivel de carga, a curva comega a inclinar-se para a
esquerda (comportamento softening). Para niveis elevados de carga, uma forte

perda de rigidez ¢ observada.

4.4.2.
Instabilidade paramétrica nas regifes principal e fundamental de

ressonancia

Agora, o comportamento dindmico ndo linear da barra engastada livre,
sujeita apenas a uma carga axial harmodnica, ¢ estudado. Para tanto, adota-se

Cy = Cu = C, = 0,6%.
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0 P, = 14.4038

10.0

8.0

¥V
6.0 =

4.0

00 02 04 06 08 10 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

P, /P, Q,
(a) Relagdo carga vs. frequéncia (b) Relagdo frequéncia vs. amplitude

Figura 4.27 — Influéncia da carga axial estatica na menor frequéncia natural de vibragdo e na rela-
¢do frequéncia vs. amplitude da barra.

Na Figura 4.28 apresenta-se a curva de instabilidade paramétrica da barra no
espaco de controle da for¢a (frequéncia Q, vs. magnitude ¢, da excitagdo). A
primeira regido importante de instabilidade paramétrica estd associada com a
ressonancia fundamental (mo = 3,5161) e a segunda, a direita, estd associada com
a regido principal de instabilidade paramétrica que ocorre quando a frequéncia da
excitagdo ¢ duas vezes maior que a frequéncia de vibracdo da barra
(2 0o =17,0322).

Para ampliar o entendimento a respeito da perda de estabilidade da barra e
das bifurcagdes associadas com a fronteira de instabilidade paramétrica, um
estudo do movimento tridimensional da barra nas duas regides mais importantes
de instabilidade paramétrica (Q, =2 wo € Qu = ) ¢ apresentado a seguir. Como
ponto de partida, mostram-se na Figura 4.29 os diagramas de bifurcagdes na
vizinhan¢a da frequéncia principal (), =2 ®¢). Estes diagramas foram obtidos
usando-se o método da continuagdo, tomando como parametro de controle a
amplitude ¢y da excitagdo. Verifica-se que ambos os lados (descendente e
ascendente) da curva de instabilidade paramétrica estdo associados com
bifurcagdes por duplicacdo de periodo. Para 1,986 wo < Q, < 2,000 w, verifica-se
que a solucdo trivial perde a estabilidade por meio de uma bifurcacdo estavel,
sendo fora deste intervalo instavel.

Na Figura 4.30 apresenta-se o diagrama de bifurcacgao para Q, = 2 ®, obtido
com o método da forga bruta, razdo pela qual os bragos de solugdes instaveis nao

sdo identificados. Na Figura 4.30.a mostra-se a varia¢ao dos pontos fixos do mapa
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de Poincaré para os deslocamentos transversais V € W, os quais sao andlogos.
Neste diagrama, dois tipos de solucdes sdo identificados: uma solucao trivial (T) e
um ndo trivial (NT) de periodo dois (duas vezes a frequéncia da excitacdo). Na
Figura 4.30.b mostram-se os resultados para o angulo de tor¢do, os quais, neste
caso, sao despreziveis, justificando o fato dos deslocamentos transversais V e W

serem analogos.

50.0

Q, =0, =3516l Q. =20,=7.0322

IRNNRETET]

40.0

y

(3%
(=]
<o
IRRRIRRATA NRRRITETI RRTARRIRA ARRARUNET

Py/ P, =0.00
OD |II|III]I|IIlIII||I|II|II|IH‘HHHH\‘HHHHI'HHII|II|IIIIIIIl||J|||||I|||I|I||I|\IIHHlH'\‘\HHHH'HHHHI

00 10 20 30 40 50 60 70 &0 90 100 11.0 120
Qy

Figura 4.28 — Fronteira de instabilidade paramétrica no espago de controle. Carga axial:

Qucos( L t).

As respostas no tempo e duas projecdes do plano de fase, associadas com
solugdo ndo trivial, sdo apresentadas na Figura 4.31 para g, = 0,70, junto com a
configuragdo deformada da barra. Esta solugdo exibe as mesmas componentes V €
w, tal como se verifica na Figura 4.31.a e Figura 4.31.b. Na Figura 4.31.b
confirma-se o periodo dois da solugdo (atratores NT1 e NT2). Como o angulo de
tor¢ao para estas solucdes ¢ nulo (Figura 4.30.b), o movimento da barra ocorre a
45° (Figura 4.31.d) com v e w exibindo a mesma variagao temporal.

Incrementando a magnitude da excitagdo além o ponto de bifurcacao
localizada sobre a fronteira de instabilidade paramétrica, verifica-se na Figura
4.30.a um continuo crescimento da amplitude dos deslocamentos. Para q, = 1,25,

o deslocamento maximo ¢ proximo da unidade.
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Figura 4.29 — Diagrama de bifurcagdes para barra sujeita a uma carga axial, na vizinhang¢a da fre-

quéncia principal (Q, =2 ).
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(a) Diagrama de bifurcagdes em v analogo w. (b) Diagrama de bifurcagdes em y.

Figura 4.30 — Diagrama de bifurcagdes para barra sujeita a uma carga axial, considerando

Qu =2 .
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Figura 4.31 — Solugdes estaveis coexistentes para g, = 0,70 ¢ Q =2 .
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Na Figura 4.32 mostra-se o diagrama de bifurca¢do para QQ, = mo, a qual
corresponde a menor carga critica na regido fundamental de instabilidade
paramétrica (Figura 4.28). Os diagramas na Figura 4.32.a-c foram obtidos usando-
se o método da forca bruta e os da Figura 4.32.d-f, o método da continuagao.
Neles observa-se que a solucao trivial (T) torna-se instavel para q, = 1.378, ponto
onde a barra experimenta uma bifurcagdo pitchfork subcritica, levando-a a duas
solucdes nao triviais de periodo um, identificadas como NTA e NTB (Figura
4.33.c). Assim, entre g, = 1.113 e q, = 1.378, trés solucdes periddicas coexistentes
sdo observadas (Figura 4.33.a e Figura 4.33.b) e, portanto, a resposta da estrutura
dependera das condi¢des iniciais. Diferente do observado na regido principal de
instabilidade paramétrica, os deslocamentos V e W ndo sdo analogos na regido
fundamental e, por isso, o movimento da barra ndo se dd a exatos 45° (Figura
4.33.d). A diferenca entre eles, que aumenta com o incremento da carga, deve-se a
participagdo do angulo de tor¢do (Figura 4.32.c e Figura 4.32.f). Portanto, apesar
da pequena amplitude, o angulo de tor¢ao influencia no movimento acoplado da

estrutura. Isto se deve a quebra de simetria ocasionada pela bifurcagao pitchfork.

4.4.3.
Influéncia da carga axial estatica na fronteira de instabilidade

paramétrica

Para avaliar o efeito da parcela estatica da carga axial (Ps) na instabilidade
paramétrica do sistema, apresenta-se na Figura 4.34 seis diferentes diagramas de
bifurcag¢des, cada qual associado com uma das curvas de ressonancia da Figura
4.27.b. Estes diagramas foram obtidos com o método da continuagdo
incrementando a carga axial (qy) na regido principal de instabilidade paramétrica
(Qu =2 my), onde, para cada caso, ®y ¢ a menor frequéncia natural de vibragdo da
barra carregada. Comparando os diagramas de bifurcagdes na Figura 4.34
observa-se que, a solugdo trivial perde a estabilidade, em todos os casos

apresentados, por meio de uma bifurcacao do tipo subcritica.
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Figura 4.32 — Diagrama de bifurca¢des e mapa de Poincaré para barra sujeita a uma carga axial,

considerando Q, = my.

4.4.4,

Influéncia da carga axial estatica na resposta néo linear da barra sob

excitacao lateral

A seguir, investiga-se a influéncia da parcela estatica da carga axial no

comportamento dindmico ndo linear da barra sob excitacdo harmoénica lateral dada

por gy cos (Qy t), na regido fundamental de ressonancia (Qy = o).

Na Figura 4.35 mostram-se, no espaco V- W - Q,, algumas proje¢des do

diagrama de bifurcac¢do, considerando gy =0,025 e o aumento da carga axial

estatica Ps. Estes diagramas foram obtidos usando o software de continuago

AUTO (Doedel et al., 1998), tomando como parametro de controle a frequéncia

de vibragdo Q, da excitacao lateral.
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Figura 4.33 — Solugdes estaveis coexistentes para ¢, = 1,35 e Q, = wy.

Com o aumento da magnitude da carga estdtica, a frequéncia natural de
vibragdo da estrutura diminui (Figura 4.27). Consequentemente, a regido de
ressonancia move-se para esquerda, aproximando-se de zero, e a maioria dos
bragos de solucdes observados na Figura 4.35.a tornam-se instaveis para
Ps/ Pe = 0,15 (Figura 4.35.b). Para este nivel de solicitagdo, uma regido sem
qualquer solu¢do periddica estavel aparece no diagrama de bifurcagdes. Usando o
método da forga bruta, verifica-se na Figura 4.36, uma nuvem de pontos nesta

regido.
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Figura 4.34 — Diagrama de bifurca¢des para viga sujeita ao aumento da carga axial estatica, consi-

derando Q =2 .

Na Figura 4.37 apresentam-se, junto a resposta no tempo, secdes de
Poincaré e a evolugdo dos expoentes de Lyapunov (A, onde i=1...6) para
Q,=3,20. A Figura 4.37.c mostra que a0 menos um dos expoentes ¢ positivo
(A; > 0), caracterizando o movimento como cadtico. Em adi¢do, na Figura 4.37.d
apresenta-se o conteudo de frequéncia contido no sinal temporal da Figura 4.37.a.

Continuando a aumentar a magnitude da carga estdtica, verifica-se na
Figura 4.35.c o surgimento de mais bracos de solucdes instaveis. A influéncia da
carga axial na curva de ressonancia também ¢ observada na Figura 4.35, com o
comportamento da estrutura mudando de hardening (com predominancia da ndo
linearidade geométrica) para softening (com significativa perda de rigidez) e com
a crescente (ainda que discreta) participagcdo do angulo de tor¢do no movimento

acoplado de flexao-flexao-tor¢cdo da barra.
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Figura 4.35 — Proje¢des bidimensionais dos diagrama de bifurcagdes obtidos com o método da

continuacado e considerando a frequéncia de vibragdo da carga lateral como parametro de controle.
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Figura 4.36 — Proje¢des bidimensionais dos diagrama de bifurca¢des obtidos com o método da

forga bruta para Ps / P¢r = 0,15 (caso 2) e considerando a €2, como parametro de controle.
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Figura 4.37 — Resposta cadtica para elevadas magnitude da solicitagdo. Ps/ Py = 0,15 (caso 2) e

Q, =3,20.
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