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Resumo

Carvalho, Eulher Chaves; Gongalves, Paulo Batista; Del Prado, Zenén J. G.
N.; Rega, Giuseppe. Vibragbes N&o Lineares e N&o Planares e
Instabilidade Dinédmica de Barras Esbeltas. Rio de Janeiro, 2013. 228 p.
Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

O movimento tridimensional de elementos de barras, tais como vigas e
colunas, tem sido extensivamente estudado nas ultimas décadas. Este elemento
estrutural pode ser encontrado em varias aplicagdes de engenharia, incluindo
pontes, torres, guindastes, edificios, navios, estacdo espaciais, antena de satélites,
micro e nano sistemas eletromecanicos, etc. Em muitas destas aplicagdes, a barra
estd submetida a cargas axiais concentradas ou a excitacdes harmonicas laterais,
as quais podem desempenhar um papel fundamental no seu comportamento
dinamico, especialmente tratando-se de barras esbeltas. Neste trabalho, uma barra
esbelta, inextensivel e engastada-livre ¢ investigada. Atencao especial ¢ dada ao
efeito da carga axial, excitacdo lateral, assimetria da se¢do transversal e
imperfeicdes geométricas iniciais, nas oscilagdes ndo lineares, bifurcagdes e
instabilidades da estrutura, problemas, até entdo, ndo abordados na literatura sob
este enfoque. Com este objetivo, as equagdes nao lineares integro-diferenciais que
descrevem o acoplamento modal de flexdo-flexao-tor¢do da barra sdo usadas,
juntamente com o método de Galerkin, para se obter um conjunto de equagdes
discretizadas de movimento, que ¢ resolvido utilizando-se o método de Runge-
Kutta. Nao linearidades inerciais e geométricas sdo consideradas nesta pesquisa.
Uma anélise paramétrica detalhada, usando varias ferramentas de dinamica nao
linear, revelam o complexo comportamento dindmico do sistema nas regides de
ressonancia paramétrica e externa. Além disso, por meio da variacdo dos
pardmetros de rigidez da estrutura, um complexo comportamento dindmico ¢
observado perto da regido de ressonancia interna 1:1:1. Nesta regido, varias

bifurcacdes conduzem a multiplas solugdes coexistentes, incluindo movimentos
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planares e nao planares. Bifurcagdes que levam a movimentos cadticos € quase
periddicos também sdo observadas. Além disso, os resultados mostram que a
quebra de simetria, seja ela imposta por pequenas variagdes na se¢do transversal
ou por imperfeigdes geométricas iniciais, possui uma profunda influéncia nos
diagramas de bifurcagdes da estrutura. Finalmente, o trabalho mostra como as
ferramentas de dindmica ndo linear podem ajudar na compreensdo da seguranca
global e integridade do modelo estrutural, levando assim a uma concepgdo

estrutural mais segura.

Palavras-chave

Dinamica nao linear; vibra¢des ndo lineares; instabilidade dinamica; efeito
de cargas axiais estaticas; efeito de excitagdes harmdnicas laterais; acoplamento

flexao-flexao-tor¢ao; analise de bifurcacoes.
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Abstract

Carvalho, Eulher Chaves; Gongalves, Paulo Batista (Advisor); Del Prado,
Zenon J. G. N. (Co-advisor); Rega, Giuseppe (Co-advisor). Nonlinear and
Nonplanar Vibrations and Dynamic Instability of Slender Bars. Rio de
Janeiro, 2013. 228 p. Thesis — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

The three-dimensional motion of bar elements, such as beams and columns,
has been extensively studied in the past decades. This structural element can be
found in several engineering applications, including bridges, towers, cranes,
buildings, ships, spacecraft station, satellite antenna, micro and nano electronic
mechanical systems. In many of these applications, the bar structure is subjected
to concentrated axial loads or lateral harmonic excitations, which can play an
important role in its dynamic behavior, especially in very slender bars. Thus, in
this work, an inextensible clamped-free slender bar is investigated. Special
attention is given to the effect of the axial load, lateral excitation, cross section
symmetry breaking effect, and geometric imperfections on the nonlinear
oscillations, bifurcations and instabilities of the structure, problems not tackled in
the previous literature on this subject. To this aim, the nonlinear integro-
differential equations describing the flexural-flexural-torsional modal coupling of
the bar are used, together with the Galerkin method, to obtain a set of discretized
equations of motion, which are in turn solved by using the Runge-Kutta method.
Both inertial and geometric nonlinearities are considered in the present analysis. A
detailed parametric analysis, using several tools of nonlinear dynamics, unveils
the complex dynamic behavior in the parametric and external resonance regions.
Also, by varying the stiffness parameters of the structure, a complex dynamic
behavior is observed near to the region where a 1:1:1 internal resonance occurs. In
this region several bifurcations leading to multiple coexisting solutions, including
planar and nonplanar motions are obtained. Bifurcations leading to chaotic and

quasiperiodic motions are also observed. The results also show that symmetry
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breaking, imposed by small cross section variations or initial geometric
imperfections, has profound influence on the bifurcation diagrams of the structure.
Finally, the work shows how the tools of nonlinear dynamics can help in the
understanding of the global safety and integrity of the structural model, thus

leading to a safe structural design.

Keywords

Nonlinear dynamics; nonlinear vibrations; dynamic instability; effect of
axial static preload; effect of lateral harmonic excitation; flexural-flexural-

torsional coupling; bifurcation analysis.
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casos listados na Tabela 4.1.

Figura 4.3 — Diagrama de bifurcagdes no espago V — y— Q para os 12
casos listados na Tabela 4.1.

Figura 4.4 — Diagrama de bifurcacdes no espago vV - W - QQ para o 8
caso, listados na Tabela 4.1.

Figura 4.5 — Detalhe da curva de ressonancia da Figura 4.4.

Figura 4.6 — Diagramas de bifurcacdes, na regido de ressonancia, para
os trés graus de liberdade.

Figura 4.7 — Identificagdo das solu¢des coincidentes na regido
fundamental de ressonancia.

Figura 4.8 — Saltos dindmicos entre diferentes solucdes estaveis
incrementando (em azul) e decrescendo (em vermelho) a
frequéncia da excitagdo. Perturbagdo v,=w,=,7=,0,001.

Figura 4.9 — Saltos dinamicos entre diferentes solugdes estaveis
incrementando e decrescendo a frequéncia da excitagdo.
Perturbagao v,=,w,=,0,001 e »=,0,800.

Figura 4.10 — Resposta no tempo, plano de fase e se¢cdes de Poincaré
das seis orbitas periddicas detectadas em €,=,3,68.

Figura 4.11 — Projecao do plano de fase das seis respostas periodicas
observadas em Q,=,3,68.

Figura 4.12 — Diferentes projecdes da bacia de atragdo em €2,=,3,68.

Figura 4.13 — Secdes da bacia de atracdo definida pelo hiperplano
V=1.0548 , W=0.1411, y=45741 € y=04574, em 0,=3,68.

Figura 4.14 — Evolu¢ao das bacias de atracdo incrementando a
frequéncia de excitagdo(y =v=w=y=0.0).

Figura 4.15 — Atrator rosa associado a regido branca nas segdes da
bacia de atragao da Figura 4.25.

Figura 4.16 — Comportamento dinamico do atrator quase periddico na

Figura 4.25.d. Q=3.57, y=v=w=y=0.0,V=-0.19ew=0.11.

Figura 4.17 — Comportamento dindmico do atrator quase peridédico na
Figura 4.25.f. Q=3.59, y=v=w=5y=0.0,v=—0.51 ew=0.41.

Figura 4.18 — Comportamento dinamico do atrator quase peridédico na
Figura 4.25.j. Q = 3.62, y=v=w=75=00,V=—-0.15ew = —
0.73.

Figura 4.19 — Diagrama de bifurcagdes. Janela de solucdes quase
periddicas exemplificadas na Figura 4.16 a Figura 4.18.

Figura 4.20 — Secdo da bacia de atragdo definida pelo hiperplano
V=1.0548, W=0.1411, y=0.4574 € y =4.5741 para {2 = 3.62.

Figura 4.21 — Fronteira de instabilidade proxima a regido de
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ressonancia interna 1:1:1.

Figura 4.22 — Diagramas de bifurcagdes na regido de ressondncia
interna 1:1:1, considerando2.60<Q < @, .

Figura 4.23 — Diagramas de bifurcagdes na regido de ressondncia
interna 1:1:1, considerando Q> @, < 4,00.

Figura 4.24 — Comparacdo entre os diagramas de bifurcagdo
considerando trés e dois graus de liberdade. Barra com se¢do
transversal em cruz, @, = 3,381, amortecimento CV = CW = Cy =
5% e solicitagdes gy = 0,20 e gy = 0,00. Caso 10.

Figura 4.25 — Comparacdo entre os diagramas de bifurcagdo
considerando trés e dois graus de liberdade. Barra com se¢ao

transversal em cruz, @, = 3,381, amortecimento CV = CW = Cy =
5% e solicitagdes gy = qw = 0,14142135. Caso 10.

Figura 4.26 — Comparacdo entre os diagramas de bifurcagdo
considerando trés e dois graus de liberdade. Barra com segdo

transversal em cruz, @, = 4,267, amortecimento CV = CW = Cy =
5% e solicitagdes gy = qw = 0,14142135. Caso 5.

Figura 4.27 — Influéncia da carga axial estatica na menor frequéncia
natural de vibracdo e na relagdo frequéncia vs. amplitude da
barra.

Figura 4.28 — Fronteira de instabilidade paramétrica no espago de
controle. Carga axial: q_cos (1C2u1t1).

Figura 4.29 — Diagrama de bifurcacdes para barra sujeita a uma carga
axial, na vizinhang¢a da frequéncia principal (€, =2 ).

Figura 4.30 — Diagrama de bifurcagdes para barra sujeita a uma carga
axial, considerando Q, =2 .

Figura 4.31 — Solugdes estaveis coexistentes para g, = 0,70 e Q=2
.

Figura 4.32 — Diagrama de bifurcacdes e mapa de Poincaré para barra
sujeita a uma carga axial, considerando Q, = w,.

Figura 4.33 — Solugdes estaveis coexistentes para = 1,35¢ Q=

Figura 4.34 — Diagrama de bifurcacdes para viga sujeita a0 aumento
da carga axial estatica, considerando Q2 =2 .

Figura 4.35 — Proje¢des bidimensionais dos diagrama de bifurcacoes
obtidos com o método da continuacdo e considerando a
frequéncia de vibracdo da carga lateral como parametro de
controle.

Figura 4.36 — Proje¢des bidimensionais dos diagrama de bifurcagoes
obtidos com o método da forca bruta para Ps,/,Pcr,=,0,15 (caso
2) e considerando a 2y, como parametro de controle.

Figura 4.37 — Resposta cadtica para elevadas magnitude da
solicitacdo. Ps,/,P¢r,=,0,15 (caso 2) e QQ, = 3,20.
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Figura 5.1 — Efeito das imperfeicdes nas frequéncias naturais de
vibracao da barra.

Figura 5.2 — Diagrama de bifurcacdes para barra com amortecimento
Cy = Cw = C, = 0,6% e solicitacdo lateral Q, = 0,025,cos,(Qy,t).
Estrutura perfeita.

Figura 5.3 — Diagramas de bifurcagdes para barra com imperfeicao
geométrica inicial vo = 0,01.

Figura 5.4 — Diagramas de bifurcagdes para barra com imperfeicao
geométrica inicial wy = 0,01.

Figura 5.5 — Solugdes estaveis coexistentes para ¢y = 0,025, Qv =
3,66064 e vo=0,01.

Figura 5.6 — Solugdes estdveis coexistentes para gy = 0,025, Qv =
3,66064 ¢ wy = 0,01.

Figura 5.7 — Se¢do v vs. W da bacia de atragdo definida por v=1.88135(,
W=-0.470302 , =0.011297 € 7=0.051874 para Q, = 3,66064 ¢ Vo =
0,01 .

Figura 5.8 — Secdo da bacia de atracdo definida por v=1.88135(
W=-0.470302, »=0.011297 € y=0.051874 para Q, = 3,66064 ¢ w
=0,01.

Figura 5.9 — Diagramas de bifurcagdes para barra com imperfeicao
geométrica inicial Vo -Wy,=,0,001.

Figura 5.10 — Diagramas de bifurcacdes para barra com imperfeicao
geométrica inicial vo-Wy,=,0,01.

Figura 5.11 — Diagrama de bifurcagdes e plano fase para barra com
imperfeicdo geométrica inicial Vo-Wy,=,0,01, obtido fazendo
7,=,0,0 no sistema de equacdes.

Figura 5.12 — Diagramas de bifurca¢des para barra com imperfei¢cao
geomeétrica inicial Vo #Wo,#,0,0.

Figura 5.13 — Diagramas de bifurcagdes para barra com
amortecimento Cy = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Qy = Qu =
0,01767766952,cos,(2,t) e imperfeicdo geométrica inicial vy =
0,01.

Figura 5.14 — Diagrama de bifurcagdes para barra com amortecimento
Chk = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Q, = Qu =
0,01767766952,cos,(QQ,t) e imperfeicdo geométrica inicial Wy =

0,01.

Figura 5.15 — Solucdes estaveis coexistentes para Qv = Qw =
0,01767766952, Qv = 3,66064 ¢ vo = 0,01.

Figura 5.16 — Solucdes estaveis coexistentes para Qv = Qw =

0,01767766952, Qv = 3,66064 e wy = 0,01.

Figura 5.17 — Comparagdo entre os diagramas de bifurcagdes da
Figura 6.20 (Vo = 0,01) e Figura 6.21 (Wp = 0,01) com o da barra
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sem imperfei¢des geométricas iniciais (Vo = Wy = 0,00).

Figura 5.18 — Diagrama de bifurcag¢des para barra com amortecimento
Ch = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Qy = Qu =
0,01767766952,cos,(C2,t) e imperfeicdo geométrica inicial vy =
Wy =0,01.

Figura 5.19 — Diagrama de bifurcagdes para barra com amortecimento
Chk = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Q, = Qu =
0,01767766952,cos,(QQ,t) e imperfeicdo geométrica inicial vy =
Wy = 0,01.

Figura 5.20 — Diagramas de bifurcagdes para barra com
amortecimento Cy = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Q, =
0.02256463211,c0s,(Qy,t) e Qy = 0.01076277742,cos,(Qu.t) e
imperfeicdo geométrica inicial vy = 0,01.

Figura 5.21 — Diagrama de bifurcagdes para barra com amortecimento
Chk, = Cyw = €, = 0,6%, solicitagdo lateral Q, =
0.02256463211,c0s,(Q,t) e Qv = 0.01076277742,c0s,(Qu.t) €
imperfei¢ao geométrica inicial wy = 0,01.

Figura 5.22— Diagrama de bifurca¢des para barra com razdo e / b =
0,0625, frequéncia naturais oy = oy = 3,516 ¢ o, = 3,702,
amortecimento ¢, = Cy = C, = 0,6% e solicitagdo lateral Q, =
0,025,cos,(Qv,1).

Figura 5.23 — Solugdes periodicas estaveis identificadas no diagrama
de bifurcacdes da Figura 5.22.a, considerando Q, = 1,75.

Figura 5.24 — Solugdes periddicas estaveis identificadas no diagrama
de bifurcacdes da Figura 5.22.a, considerando Q, = 3,35.

Figura 5.25 — Solugdes periddicas estaveis identificadas no diagrama
de bifurcacdes da Figura 5.22.a, considerando Q, = 3,45.

Figura 5.26 — Diagrama de bifurcagdes para barra com razdo e / b =
0,0625, amortecimento C, = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Q,
=0,025,cos,(Qv,t) e imperfeigdo geométrica Vo = 0,001.

Figura 5.27 — Diagrama de bifurcagdes para barra com razdo e / b =
0,0625, amortecimento C, = Cy = C, = 0,6%, solicitagdo lateral Q,
=0,025,cos,(Qv,t) e imperfeigdo geométrica Wo = 0,001.

Figura 5.28 — Diagrama de bifurcagdes para barra com razdo e / b =

0,0625, amortecimento Cy = Cy = C, = 0,6% e solicitacdo lateral
Qv =0,025,c0s,(Qv,t).
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Lista de Simbolos

X,Y,2)
(&1, ¢)

S
C

t
u=u(s,t)
V=V (s,t)
W=Ww(s,t)
y=w(s 1
0= 06(s,1)
9=9(,1
(S, t)

¢

Wy

s

p (s,

Ps

P

Eixos materiais de referéncia da barra

Eixos principais de referéncia da barra
Comprimento de arco

Centroide da se¢ao transversal

Tempo

Deslocamento elastico ao longo do eixo material X
Deslocamento elastico ao longo do eixo material Y
Deslocamento eléstico ao longo do eixo material Z
Primeiro angulo de Euler

Segundo angulo de Euler

Terceiro dngulo de Euler

Velocidade angular

Velocidade angular em torno do eixo referencial &
Velocidade angular em torno do eixo referencial 7
Velocidade angular em torno do eixo referencial &
Curvatura

Mudanga de curvatura por tor¢ao

Mudanca de curvatura por flexdo em torno do eixo
referencial 7

Mudanga de curvatura por flexdo em torno do eixo
referencial ¢

Energia potencial total

Energia cinética

Densidade do Lagrangeano

Comprimento da barra

Matriz de inércia

Momento de inercia da barra em torno do eixo referencial &
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L (t)

A (1)

Wie

Qo (@=u,v, W, )
O (@d=1U,V, W, @)
Ca(@=U,V, W, ¢, 7)
r=y(s b

Qv ()

Quw (t)

Qu (®)
g9
M,
Qy
Qy
Qu
Qu
Qv
Ow
Ps
m

Vo= Vp (1)

Momento de inercia da barra em torno do eixo referencial 7
Momento de inercia da barra em torno do eixo referencial ¢
Massa especifica da barra

Area da secdo transversal

Energia interna de deformagao

Rigidez a tor¢do da barra em torno do eixo referencial &
Rigidez a tor¢ao da barra em torno do eixo referencial 7
Rigidez a tor¢ao da barra em torno do eixo referencial &
Modulo de Young

Modulo de cisalhamento

Lagrangeano

Multiplicador de Lagrange

Trabalho realizado pelas forgas ndo conservativas

Forcas generalizadas

Deslocamentos generalizados

Coeficientes de amortecimento viscoso

Angulo de tor¢io da barra

Carga uniformemente distribuida ao longo do comprimento
da barra, aplicada na dire¢ao v

Carga uniformemente distribuida ao longo do comprimento
da barra, aplicada na direcao v

Carga concentrada axialmente aplicada na diregdo u.
Aceleracdo da gravidade

Momento torsor distribuido aplicado ao longo da barra
Frequéncia de vibragdo da excitagdo, na direcio u
Frequéncia de vibragdo da excitagdo, na diregdo v
Frequéncia de vibragdo da excitagdo, na direcdo W
Amplitude da excitacdo dindmica aplicada em u

Amplitude da excita¢do dindmica aplicada em v

Amplitude da excitacdo dindmica aplicada em w

Parcela estatica do carregamento axial

Massa por unidade de comprimento da barra

Curvatura inicial da barra (imperfeicdo geométrica) na
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Wo = Wp (t)

$h= o (V)

0=

Fv (s)

Fu (5)

F, ()

iy Cowi, Ky
PF

SN

PD

Cy
Cw

direcdo de v

Curvatura inicial da barra (imperfeicdo geométrica) na
direcdao de w

Rotagdo inicial do eixo neutro da barra (imperfei¢do
geométrica)

Angulo de torgdo inicial da barra (imperfeigdo geométrica)
em torno do eixo neutro

Autofuncdo associada a parte linearizada de v

Autofungdo associada a parte linearizada de w

Autofungdo associada a parte linearizada de y

Coeficientes de Galerkin

Ponto limite tipo pitchfork

Ponto limite tipo sela-n6

Ponto limite de dobra de periodo

Frequéncia natural de vibragao da barra

Carga critica

Expoente de Lyapunov

Comprimento critico

Altura da secdo transversal da barra, quando quadrada

Base da secao transversal da barra

Altura da secdo transversal da barra, quando cruciforme
Espessura da secdo transversal da barra

Fator de amplifica¢dao do deslocamento v

Fator de amplificagdao do deslocamento w

Fator de amplificagcdo do angulo de tor¢ao y
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“Pois bem: que deve fazer o homem para evitar
que a adversidade o persiga e o oprima?
Deixar de ser ignorante e inconsciente,
aperfeicoando-se; eis ai sua missdo e o Unico
objetivo de sua vida. E nada facilita mais seu
aperfeicoamento do que a analise e o estudo de
seus erros passados e presentes, por ser este o
melhor caminho e o mais curto para descobrir
rapidamente as proprias deficiéncias. Depois,
sua preocupacdo consistirh em elimina-las,
eliminando assim a causa que produzia em sua
vida efeitos negativos da mais variada indole.”

Carlos Bernardo Gonzalez Pecotche
(www.logosofia.org.br)
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